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PREFAZIONE 


UN  nuovo  trattato  sulla  teoria  delle  funzioni  automorfe 
può  sembrare  audace  impresa  dopo  la  classica  opera 
di  Klein  e  P^ricke,  la  quale,  partendo  dalla  teoria 
dell'icosaedro,  dà  un'esposizione  completa  della  teoria  delle 
funzioni  modulari  ellittiche,  dei  gruppi  projettivi  discontinui 
e  delle  funzioni  automorfe  di  una  sola  variabile.  Mi  affretto 
quindi  a  dichiarare  che  il  piano  del  presente  libro  si  di- 
scosta completamente  da  quello  che  informa  quell'opera; 
onde  oserei  dire  che,  pure  avendo  qualche  punto  di  contatto, 
il  trattato  di  Klein  e  Fricke  ed  il  presente  si  integrano 
piuttosto  che  escludersi. 

Mentre  infatti  i  due  illustri  analisti  germanici  studiano 
nei  minimi  particolari  la  teoria  delle  funzioni  automorfe  di 
una  sola  variabile,  nel  presente  volume  ho  cercato  di  dare 
uno  sguardo  d'insieme  alla  teoria  dei  gruppi  discontinui  e 
delle  funzioni  automorfe  in  un  numero  qualunque  di  varia- 
bili, e  di  porre  in  luce  sia  i  risultati  principali  fin  qui  con- 


IV  Prefazione 

seg-uiti,  sìa  i  problemi  che  ancora  aspettano  una  risoluzione. 
Ho  quindi  cercato  di  esporre  i  tratti  fondamentali  ed  essen- 
ziali delle  singole  teorie,  e  di  mostrare  i  legami  che  le  uni- 
scono alle  altre  parti  dell'analisi  moderna,  senza  entrare  nei 
minuti  particolari  di  esse.  E  perciò  teoremi,  e  qualche  volta 
intere  teorie  ho  taciuto  oppure  ho  soltanto  accennato,  poiché 
mi  parvero  non  essenziali  al  mio  scopo  ;  qualche  risultato, 
che  mi  pare  nuovo,  ho  aggiunto  talvolta,  quando  mi  sembrò 
utile  allo  svolgimento  generale.  Cosicché  la  lettura  di  que- 
sto libro  non  dispensa  affatto  dalla  lettura  e  dallo  studio  delle 
memorie  originali,  ma  spero  possa  servire  ad  esse  utilmente 
di  coordinamento  e  di  introduzione. 

Ho  cercato  sepapre  di  rivedere  e  di  completare  nel  modo 
più  accurato  tanto  l'enunciato  che  la  dimostrazione  dei  sin- 
goli teoremi,  e  di  raggiungere  il  massimo  rigore  e  la  mas- 
sima chiarezza;  ciò  che  mi  ha  indotto  a  dare  di  molti  teo- 
remi un  enunciato  meno  ampio  di  quello  abituale,  perché  mi 
parve  che  cosi  soltanto  si  raggiungesse  il  doveroso  rigore. 
E  se  talvolta  non  avrò  raggiunto  lo  scopo,  il  lettore  voglia 
scusarmi,  pensando  alla  grande  mole  e  molteplicità  di  ri- 
cerche che  si  trovano  qui  la  prima  volta  sviluppate  e  coor- 
dinate in  un  libro. 

Nel  lavoro  di  critica,  nelle  successive  correzioni  del  ma- 
noscritto e  delle  bozze  mi  furono  del  massimo  aiuto  le  acute 
ed  importanti  osservazioni  dell'amico  Dott.  Eugenio  Elia. Levi. 
A  lui  debbo  pure  molti  miglioramenti  essenziali  e  molti  con- 
sigli preziosi  per  l'ordinamento  generale  del  libro  e  per  la 
esposizione  dei  singoli  paragrafi.  Mi  é  grato  quindi  espri- 
mergli pubblicamente  la  mia  più  affettuosa  riconoscenza. 
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Mi  sono  sforzato  di  rendere  hi  lettuia  del  presente  trat- 
tato accessibile  anche  a  coloro,  che  si  avviano  per  la  prima 
volta  a  studii  di  analisi,  procurando  di  supporre  note  al  let- 
tore la  minor  quantità  possibile  di  cognizioni.  Cosi  non  ho 
mai  accennato  alla  teoria  di  GrALOis  delle  equazioni  alge- 
briche e  alla  moderna  teoria  delle  equazioni  differenziali 
lineari  alle  derivate  ordinarie:  ciò  che  ha  necessariamente 
portato  qualche  lacuna  (che  credo  di  poco  momento)  in  qual- 
che capitolo  di  questo  libro. 

Tuttavia  in  qualche  punto  è  mi  sembrato  necessario  non 
tralasciare  qualche  ricerca  speciale  e  qualche  teorema,  che 
pure  richiedeva  cognizioni  più  particolari  :  ebbi  cura  di  in- 
serirli in  carattere  piccolo:  essi  possono  essere  ommessi  in 
una  prima  lettura,  senza  danno  per  l'intelligenza  dei  seguenti 
paragratì. 

Ho  dovuto  però  necessariamente  supporre  noti  al  lettore 
il  linguaggio  iperspaziale,  i  fondamenti  della  teoria  delle  fun- 
zioni di  variabile  complessa,  e  delle  funzioni  su  una  super- 
ficie di  RiEMANN,  e  in  particolare  quindi  i  teoremi  di  esistenza 
per  il  problema  di  Dikiciilet,  e  per  gli  integrali  abeliani 
su  una  data  superficie  di  Riemann. 

l'er  quanto  riguarda  queste  teorie,  il  lettore  si  può  ri- 
ferire alla  Introduzione  alla  Geometria  Proiettiva  degli  i- 
perspazii  del  Prof.  E.  Bertini,  alle  Lezioni  sulla  teoria 
delle  funzioni  di  variabile  complessa  e  delle  funzioni  ellit- 
tiche del  Prof.  L.  Bianchi,  al  Traité  d'Analyse  del  Picard, 
alle  Vorlesungen  llher  Riemann  'sche  Theorie  der  Abelschen 
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Integrale  del  Neumann.  Quando  ho  dovuto  usare  qualche 
teorema  relativo  a  una  delle  teorie  o  dei  problemi  qui  ri- 
cordati, che  sia  menò  universalmente  conosciuto,  ho  indicato 
volta  a  volta  in  nota  a  pie  di  pagina  in  quale  dei  tre  ultimi 
trattati  citati  sopra  il  lettore  può  trovarne  la  dimostrazione. 


Nella  prima  parte  del  libro  ho  raccolto  brevemente  quelle 
teorie  sussidiarie,  che  servono  di  utile  strumento  per  lo  studio 
dei  gruppi  discontinui  e  delle  funzioni  automorfe:  le  pro- 
prietà fondamentali  dei  gruppi,  la  teoria  delle  metriche,  e 
in  particolare  delle  metriche  a  curvatura  costante  ed  Her- 
mitiane.  Naturalmente  mi  sono  limitato  a  quanto  è  stret- 
tamente indispensabile  alla  intelligenza  delle  altre  parti  del 
libro;  ne  qui  sarebbero  stati  opportuni  maggiori  sviluppi. 
Queste  teorie  così  fondamentali  per  l' analisi  odierna  hanno 
già  ricevuto  numerose  esposizioni  sistematiche:  a  me  basti 
citare  qui  i  trattati  del  Prof.  L.  Bianchi  sulla  geometria 
differenziale,  sulla  teoria  delle  sostituzioni,  e  sulla  teoria  dei 
gruppi  continui. 

La  seconda  parte  del  trattato  è  dedicata  alla  teoria  dei 
gruppi  discontinui.  Nei  primi  paragrafi  pongo  la  definizione 
di  gruppi  propriamente  discontinui,  deducendola  nel  modo 
più  spontaneo  dall'esame  di  alcuni  problemi  fondamentali. 
Si  presentano  allora  le  due  questioni  di  riconoscere  quando 
un  gruppo  è,  o  non  è  propriamente  discontinuo,  e  di  costruire 
i  campi  fondamentali  per  un  gruppo  propriamente  discontinuo. 
A  queste  questioni  sono  dedicati  i  capitoli  che  seguono.  Le 
applicazioni  aritmetiche  -di  tali  gruppi,  e  la  teoria  dei  gruppi. 


l'rrf(,ziniìo  VII 

proiettivi  su  una  sola  variabile  chiudono  questa  seconda  parte 
del  trattato. 

La  terza  parte  si  occupa  delle  applicazioni  della  teoria 
dei  g'ruppi  discontinui  alla  teoria  delle  funzioni  ;  in  altri 
termini  essa  si  occupa  della  teoria  delle  funzioni  automorfe. 
Dimostrati  i  relativi  teoremi  di  esistenza,  studia  le  proi)rietà 
fondamentali  di  tali  funzioni,  le  relazioni  algebriche  tra  le 
funzioni  automorfe  di  una  sola  variabile,  corrispondenti  a 
gruppi  distinti,  il  teorema  di  diramazione,  la  generalizzazione 
alle  funzioni  automorfe  dei  teoremi  di  Weierstrass  per  le 
funzioni  più  volte  periodiche,  e  infine  si  occupa  delle  appli- 
cazioni di  queste  funzioni  al  problema  della  unitomi izzazione 
delle  funzioni  polidrome. 

Nell'appendice  ho  trattato  delle  funzioni  modulari  in  ge- 
nerale; e,  in  due  osservazioni,  che  seguono,  ho  completato 
alcuni  paragrafi  del  testo;  una  di  esse  perfeziona  lo  studio 
della  discontinuità  propria  dei  gruppi  kleiniani,  fatta  al  §  30; 
r  altra,  dovuta  al  Dott.  Levi,  completa  in  un  punto  essenziale 
la  teoria  delle  funzioni  zetaautomorfe  e  zetacremoniane  di 
una  sola  variabile. 

Non  ho  esposto  completamente  ne  la  teoria  dell'icosaedro, 
uè  la  teoria  delle  funzioni  più  volte  periodiche:  esse  costi- 
tuiscono da  sole  intieri  rami  dell'analisi  odierna,  che  hanno 
già  raggiunto  uno  sviluppo  assai  vasto,  e  ricevuto  numerose 
esposizioni  sistematiche.  A  me  è  bastato  far  rilevare  il  posto 
che  esse  occupano  nella  teoria  generale,  a  cui  è  dedicato 
questo  libro. 

I  sommari  dei  singoli  paragrafi,  molto  particolareggiati, 
che  si  trovano  nella  tavola  delle  materie  in  fondo  al  volume 
daranno  un'idea  più  precisa  del  contenuto  del  presente  libro. 
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Non  ho  abbondato  in  citazioni  bibliografiche.  Appnnto 
perciò  ho  creduto  mio  dovere  aggiungere  l'elenco  delle  Me- 
morie, e  dei  trattati,  che  più  mi  hanno  giovato,  e  che  hanno 
più  intimi  rapporti  con  le  teorie  qui  svolte. 

Grravi  e  molteplici  sono  i  problemi  finora  irresoluti,  e 
le  lacune,  che  ancora  presenta  la  teoria,  e  che  necessaria- 
mente si  ripercuotono  in  questo  trattato.  Ma,  se  io  potessi 
sperare  che  non  fosse  stimato  affatto  '  inutile  il  contributo 
portato  dal  presente  libro,  e  che  d'altro  lato  questo,  dando 
un'idea  chiara  dello  stato  attuale  della  teoria,  potesse  fare 
sentire  più  vivamente  l'importanza  di  tali  problemi,  e  po- 
tesse così  incitare  qualche  studioso  ad  occuparsi  di  questa 
parte  cosi  interessante  dell'analisi  moderna,  il  mio  scopo  sa- 
rebbe pienamente  raggiunto! 


Guido  Fubini. 


ELENCO 

delle  principali  opere  consultate.* 


Trattati. 


Bertixi  e.  —  Introduzione  olla  geometria  proiettiva  degli  iperspasii  con 
appendice  sulle  curve  algebriche  e  loro  singolarità,  Pisa,  Spoerri,  1907 
(5,  6,  7,  11,  13). 

Bianchi  L.  —  Lezioni  sulla  teoria  delle  funzioni  di  variabile  complessa  e 
delle  funzioni  ellittiche.  Pisa,  Spoerri,  1901   (20,  42,  36). 

—  Lezioni  sulla  teoria  dei  gruppi  continui  finiti  di  trasformazioni  (lito- 
jrrafate)  Pisji,  Spoerri,  1903  (1,  2,  3,  5). 

—  Lezioni  sulla  teoria  dei  gruppi  di  sostituzioni  e  delle  equazioni  algebriche 
secondo  Galois.  Pisa,  Spoerri,  1899  (1,  2,  3,  23,  38). 

—  Lezioni  di  Geometria  Differenziale.  Pisa,  Spoerri,  1902  (6,  7, 10, 11, 12,  1-4). 
Dikichlet-Dedekixd.  —  Lesioni  sulla  teoria  dei  numeri.  Traduzione  ita- 
liana dal  Faifofer.  Venezia,  Tipografia  Emiliana,  1881   (22,  24,  28). 

Klkin  F.**  —  Vorlesungen  iiber  das  Ikosaeder  und  die  Aujlosuntj  der  Glei- 
chungen  fiinftes  Grades.  Leipzig,  Teubuer,  1884  (23,  24,  26,  30,  34,  38). 


*  I  nnnieri  tra  pareutesi  iudicanu  i  numeri  del  paragrafi,  alla  cui  preparazione 
è  specialuieutti  servita  P  opera  citata,  o  che  hanno  maggior  connessione  con  i 
problemi  a  cui  è  dedicato  il  libro  citato.  -    . 

**  Non  sono  citate  in  modo  speciale  le  memorie  dei  sigg.  Klein  e  Frlcke, 
che  pnre  liauno  tanto  possentemente  eontrilinito  allo  sviluppo  della  teoria,  i)erchè 
«pieste  memorie  sono  citate,  coordinate  e  rias.suntr  nelle  opere  »pù  elencate. 
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.  Klein  uiid  Fkicke.  —   Vorlesungen  iiber  die  Theorie  der  elliptischen  Mo- 
dulfunctionen.  Leipzig,  Teubiier,  1890-1892  (24,  26,  29,  34,  36,  45). 

—  Vorlesungen  iiber  die  Theorie  der  automorpken  Functionen.  Leipzig, 
Teubner,  1897  (5,  7,  9,  10,  11,  12,  13,  14,  17,  18,  19,  21,  23,  24,  26, 
28,  29,  30,  31,  32,  34.  35,  37,  45). 

Krazeu  a.  —  Lehrhuch  der  Thetareihen.  Leipzig,  Teiibuer  (42,  appendice). 

Neumann  C.  —  Vorlesungen  iiber  Biemann'  s  Theorie  der  Abelschen  Inte- 
grale. Leipzig,  Teubuer,  1884   (36,  37,  44,  appendice). 

Picard  E.  —  Traile  d'Analyse.  Paris,  Gautliiers  Villars  (36,  45,  apijendice) . 

ScHLESiNGEK  L.  —  Hdndbuch  der  linearen  Dìfferentialgleichungen.  Leipzig, 
Teubuer,  1895-97-98   (1,  33,  39,  42,  43,  45,  48). 

Memorie. 

Ai'PELL  P.  —  Sur  les  fonctions  de  trois  variables  réelles  satisfaisant  à  V èqua- 
tion  différentielle  A  F  ==;  0  «  Acta  Mathematica»,  1884,  jjagg.  313-14, 
tomo  4   (36). 

Bianchi  L.  —  Geometrische  Darstellung  der  Gruppen  linearer  Substitutionen 
mit  ganzen  complexen  Coefficienten  nebst  Anwendungen  auf  die  Zalilen- 
theorie.  «  Miithematiscbe  Annalen  »,  1891,  pagg.  313  e  ss.,  tomo  38 
,     (26,  27,  28). 

—  Sui  gruppi  di  sostituzioni  lineari  con  coefficienti  appartenenti  a  corpi 
quadratici  immaginarii.  «  Matliematische   Annalen  »,  tomo    40,   1892  , 

pag.  332  e  ss.   (26,  27,  28). 

—  Bi cerche  sulle  forme  quaternarie  quadratiche  e  dei  gruppi  poliedrici, 
«  Annali  di  Matematica  »,  1893,  pag.  237  e  ss.,  tomo  21  ;  1895,  pag.  1-45, 
tomo  23  (22,  26,  27). 

Blumenthal  O.  —  Ueber  Modulfunctionen  von  mehreren  Verdnderlichen 
«  Mathematische  Annalen  »,  tomo  56,  1903;   tomo  58,   1904  (47). 

—  Zum  Eliminationsproblem  bei  analytischen  Functionen  mehrerer  Verdn- 
derlichen. «  Mathematische  Annalen  »,  tomo  57   (47). 

FuBiNi  G.  —  Sulla  teoria  delle  forme  quadratiche  Hermitiane  e  sui  sistemi 
di  tali  forme.  «Atti  dell'Accademia  Gioenia  in  Catania»,  serie  4., 
volume  17,   1903  (4,  11,  13,  15,  22,  26,  27). 

—  Sulle  metriche  definite  da  una  forma  Hermitiana.  «  Atti  del  R.  Istituto 
Veneto  »,  tomo  63,  1903  e  «  Bollettino  dell'  Accademia  Gioenia  in  Ca- 
tania »,  fase.  86,  1905   (4,  15). 
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—  Sulla  teoria  dei  (jruppi  discontinui  «  Annali  di  Matematica  »,  1905  (4, 
8,  18,  19,  20,  21,  22,  27,  28,  29). 

—  Sulla  teoria  delle  funzioni  automorfe  e  delle  loro  trasformazioni.  «  An- 
nali (li  Matematica»,  soiio  3.,  1907,  tomo  14  (17,  40). 

—  Una  questione  fondamentale  per  la  teoria  dei  gruppi  e  delle  funzioni 
automorfe.  «  Rendiconti  della  R.  Accademia  dei  Lincei  »,  dicembre, 
1905   (17). 

—  Nuove  ricerche  intorno  ad  alcune  classi  di  gruppi  discontintii  «  Rendi- 
conti del  Circolo  Matematico  di  Palermo  »,  tomo  21,  paj;.  177-187, 
(21,  27,  appendice). 

—  Sulla  costruzione  dei  campi  fondamentali  di  un  gruppo  discontimio 
«  Annali  di  Mateniatica  »,  serie  3.,  tomo  12,  pag.  347-352,  1906  (25). 

Hilbert  D.  —  Grundzìige  einer  allgemeinen  Theorie  der  Integralgleichun- 

gen.  Dritte    Mittheilung.  «  Gòttinger  Naclirichten  »,  1905,  pag.  307   e 

seg.  (37). 
HuRWiTZ    A.    —   Sur    Theorie   der    outomorphen   Functionen    von    beliebig 

vielen    Variabeln    «  Mathematische    Aunalen  »,    1905,    pag.   325-368, 

tomo  61   (25). 
KoEBE  P.  —  Ueher  die  Uniformisieruug  reeller  algebraischer  Kurven  «  Gòt- 

tinger  Nachrichten  »,  1907,  pag.  177-190  (49). 

—  Ueber  die  Uniformi sierung  beliebiger  analytischen  Kurven.  «  Gòttinger 
Nachrichten  »  1907,  pag.  191-210  (49). 

—  Ueber  konforme  Abbildung  mehrfach  zusainmenhdngender  ebener  Bereiche 
«  Jahresberichte  d.  d.  mathem.  Vereinigung  »,  1907,  Band.  16  (49). 

Levi  E.  —  Ricerche  sulla  teoria  delle  funzioni  automorfe.  «  Rendiconti 
deUa  R.  Accademia  dei  Lincei»,  dicembre  1906,  voi.  XV,  serie  5.  (40). 

Picard  E.  —  Sur  une  classe  de  groupes  discontinus  de  substittitions  liueaires 
et  sur  les  fonctions  de  deux  variables  indépendantes  restant  invariables 
par  ces  substitutions.  «  Acta  Mathematica»,  tomo  1,  1882-83,  pag.  297  e 
sg.  (4,  39,  31). 

—  Sur  des  fonctions  de  deux  variables  indépendantes  analogues  a ux  fonctions 
modulaires  «Acta  Mathematica  »,  tomo  2,  1883,  pag.  97-113  (4,  39,  41). 

—  Sur  les  fonncs  qnadraliques  à  indeterminées  cnnjuguées  et  sur  les  fon- 
tions  hyperfuchsiennes  correspondantes  «  Acta,  Mathematica  »,  tomo  5, 
1884-85,  pag.  121-182  (4,  39,  41,  48). 

—  De  Véquation  A  n  =  k  e"  «  .Tonrnal  de  Mathématiqnes  »,  t(mio  9,  Se- 
lle 4,  1893  e  tomo  4,  Serie  5,  1898. 
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Poii;[CAiÌÉ  H.  —  Théorie  des  groupes  fuchsiens.  «  Acta  Mathematica»,  tomo 
1,  1882-83,  pag.  1  e  seg.  (10,  11,  12,  14,  19,  21,  24,  30,  31,  32). 

—  '  Méttioire  sur  les  fonctions  fuchsiennes.  «  Acta  Mathematica  »,  pag.  193 

e  ss.  (39,  40,  41,  44,  48). 

—  Mémoire  sur  les  fonctionnes  kleinéens.  «  Acta  Mathematica  »  tomo  3,  pag. 
49-91,  1883-84  (10,  11,  12.  14,  19,  21,  24,  30,  31,  32,  39,  40', -41).^ 

—  Sur  les  groupes  des  équations  linéaires.  «  Acta  Mathematica  »,  tomo  4, 
1884,  pag.  201-312. 

—  Mémoire  sur  les  fonctions  zèta  fuchsiennes.  «  Acta  Mathematica  »,  tomo  5, 
1884-85,  pag.  209-278  (1,  33,  39,  43,  48). 

-—  Sur  V  uniformisatioii  des  fonctions  analytiques .«  Ada,  Matheuiàtica  », 
tomo  31  (49). 

—  Les  fonctions  fuchsiennes  et  V  arithmdtique.  «Journal  de  Mathémati- 
ques»,  tomo  3,  Serie  4,  1887,  pag.  409   (46,  14). 

—  Sur  les  fonctions  fuchsiennes  et  V  équation  A  u  =  e'^  «  Journal  de  Mathé- 
•      matiques»,  tomo  4,  serie  5,  1898   (49). 
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PARTE  PRIMA. 
TEOKIE  PRELIMINARI 


Capitolo  Primo.  —  Trasformazioni  e  gruppi. 

§  1.  —  Trasformazioni. 

Siano  date  n  variabili  indipendenti  a?!,  x^,  ....,  x„,  che,  a  se- 
conda dei  casi,  supporremo  reali,  oppure  complesse.  Diremo  tras- 
formazione il  passaggio  da  queste  variabili  ad  altre  n  variabili 
x\,  x'^,  .  .  . .  ,  x'„,  determinato  da   formole  del  tipo  seguente: 

1  Xi  =  fi  (ajj,  a?2,  ....  x„} 

dove  le  /",  sono  funzioni  indipendenti  delle  x.  Talvolta  conside- 
reremo le  X  come  variabili  reali,  e  supporremo  che  le  /"<  siano 
funzioni  finite  e  continue  in  un  certo  campo  insieme  a  tutte 
quelle  loro  derivate,  che  sarà  necessario  di  considerare.  Talvolta 
invece  considereremo  le  jc  come  variabili  complesse  ;  e  suppor- 
remo che  le  fi  siano  funzioni  analitiche  uniformi  regolari  in  un 
certo  campo. 

Se  con  //,  e  2,  indichiamo  due  nuovi  sistemi  di  n  variabili 
(/  =  1,  2,  .... ,  w),  noi  non  considereremo  come  distinte  la  tra- 
sformazione (1)  e  la  trasformazione 

(2)         Zi  =  fi  (t/i,  yj,  . . .  .,  yj  (t  =  1,  2,  . . . .,  71). 

1 
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Indicheremo  quasi  sempre  una  trasformazione  con  una  let- 
tera maiuscola  S,  oppure  T  ecc.  Talvolta  useremo  però  anche 
lettere  minuscole.  Se  noi  con  S  indichiamo  la  trasformazione  (1) 
o  (2),  noi  potremo  scrivere  le  (1),  (2)  nel  seguente  modo  : 

(3)  x'i  =  SXi  Zi  ==  Sìfi 

Se  poi  è   T  un'altra  trasformazione 

indicheremo  con  S  T,  e  chiameremo  prodotto  delle  trasforma- 
zioni S,  T  la  trasformazione  definita  dalle: 

.<■  =  S{Tx,)  =  fi  (cp„  (p2, cf)„) 

dove 

'^u  =  ^fc  (^1,  ^2j ^«)  (^  =  Ij  2, ,  n) 

La  trasformazione   T  S  sarà  analogamente  definita  da 

^  ,    =    Cfi  ifn  f^ì   •  •  •  •  ?  fn) 

e  sarà  in  generale  distinta  dalla  S  T.  Se  S  T  =  T  8,  le  trasfor- 
mazioni S,  T  si  dicono  permutabili.  Sia  F  un'altra  trasforma- 
zione. Noi  indicheremo  con  S  T  V  \\  prodotto  della  trasforma- 
zione S  T  per  la  trasformazione  V,  che  evidentemente  coincide 
col  prodotto  della  S  per  la  trasformazione  T  V.  In  simboli 
scriveremo  : 

S  TV  =  SiT  V)  =  (S  T)  V 

In  modo  analogo,  se  W  è  una  quarta  trasformazione,  si  defi- 
nisce il  prodotto  S  T  V  W  ponendo 

S  T  VW  =  S(T  V  W)  =  (S  T  V)  W. 
Si  ha  evidentemente: 

S  T  V  W  =  {S  T)(V  W)  =  S(T  V)  W  =  ecc. 

E  cosi  si  può  continuare,  definendo  il  prodotto  di  5,  6  ...  .  tra- 
sformazioni. In   generale  8  TUV W  =  S  (T  U  V W). 

Segue  da  tutto  questo  che  il  prodotto  di  più  trasformazioni 
gode  sempre  della  proprietà  associativa,  mentre  in  generale  non 
gode  della  proprietà  commutativa. 
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[jR  trasformazione 

x\  =  .T, 

si  dice  trasformazione  identica  e  si  indica  col  simbolo  1. 

Se  le  /",,  che  compariscono  nelle  (1),  hanno  derivate  prime 
continue  (e  quindi,  poiché  sono  indipendenti,  hanno  un  lacobiano 
diverso  da  zero)  noi  potremo  risolvere  le  (1)  rispetto  alle  x. 
Otterremo  cosi  delle  formole: 

(1  )'  X,  =  F,  {x\  ....  x'„)        [i  =  1,  2,  ....  w) 

che  ci  rappresentano  appunto  una  trasformazione  T  tale  che 
T  S  =^  1;  questa  trasformazione  si  dice  inversa  della  S  e  si  in- 
dica con  S~\  Noi  potremo  dunque  supporre  che  (almeno  in  un 
campo  abbastanza  piccolo)  la  (1)'  sia  completamente  indivi- 
duata dalla  (1).  Risolvendo  le  (1)'  rispetto  alle  x',  otteniamo  le 
(1).  La  inversa  della  T  =  S~^  è  dunque  la  stessa  »S^.  In  simboli 
(,S'-')-'  =  S. 

Siano  S,  T,  U  tre   trasformazioni.  Se  S  =  T,  evidentemente 

S  U  =   TU;   U  S  =   UT. 

Viceversa,  ne  S  U  =  TU,  anche  S  =  jT.  E  cosi  pure,  (se  la  U~^ 
è  completamente  individuata  dalla  U)  dalla  U  S  =  U  T  si  trae 
U-'  US  =  U-'  UT  e  quindi  S  =  T.  Ponendo  T  ==  1,  si  deduce 
che,  se  S  U  ==  U,  o  U  S  ==  U,  ì&  S  è  necessariamente  la  trasfor- 
mazione identica  (e  viceversa).  Appunto  perciò  la  trasformazione 
identica  si  indica  con  1. 

In  modo  analogo  si  vede  che  la  proprietà  di  cui  godono  due 
trasformazioni  inverse  (di  avere  cioè  un  prodotto  uguale  a  1)  è 
caratteristica  per  esse.  Se  cioè  S  T  =  1,  allora  S  =  T~\  T  =  S~\ 

Se  A,  B,  C  sono  tre  trasformazioni  che  soddisfano  alla  AB  =  C, 
avremo  CB-'  =  ABB''  =  A  (BB-')  =  A  e  cosi  pure  B  =  A-'C. 
Le  tre  uguaglianze 

AB  ^  C;  A  =  C  B-\'  B  =  A'C 

sono  equivalenti:  da  una  di  esse  si  possono  dedurre  le  altre  due. 
Il  prodotto  di  m  trasformazioni,  uguali  a  una  trasformazione 
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T,  si  indica  con  T*".  Se  S  =  T"',  si  indica  con  r-*»  la  aS"". 
Posto  T°  =  1,  si  ha,  per  valori  qualunque  degli  interi  p,  q  po- 
sitivi, negativi  o  nulli: 

yp  y»?  __    j^p^Q^ 

Se  S,  T  sono  due  trasformazioni,  la  trasformazione  T~'^  S  2'  si 
dice  simile  a  S;  essa  si  chiama  anche  trasformata  di  /S*  mediante 
la   T. 

Chiaramente  si  ha  T~^  S  T  =  S  allora  e  allora  soltanto  che 
T  T-'S  T  ^  T  S,  ossia  che  aS'  T  =  T  8,  ossia  che  le  trasforma- 
zioni S,  T  sono  permutabili.  La  trasformazione  T~^  S~'^  T,  trasfor- 
mata della  trasformazione  S"^  inversa  di  aS,  è  l'inversa  della 
trasformazione   T'^  S  T,  trasformata  di  8,  perchè 

T-'  8-'  T  T-'  8  T  =  T-'  8-' 8  T  =  T"'  T  =  1. 

In  modo  analogo  si  vede  che,  se  aS'  è  uguale  al  prodotto  delle 
trasformazioni  8^,  8^,  . .  .  .,  8^,  la  T~^ 8  T  è  uguale  al  prodotto 
delle  trasformazioni  T~^  8i  T  (i  =  1,  2,  .  . .  . ,  A"),  trasformate  delle 
8i,  prese  nello  stesso  ordine.  Infatti 

T-'  8,  TT-'  8.,TT-'  8^....  T'  T8^T=  T-'  8^  8.,....8,T=  T-\ST 

Due  enti  si  diranno  equivalenti  rispetto  alla  T,  se  uno  di  essi 
è  trasformato  dell'altro  mediante  la   T, 

Osservazione.  —  In  quest'  ultima  parte  del  §  1  ci  riferiamo 
soltanto  a  trasformazioni  lineari  omogenee  intere  su  n  variabili 
ossia  a  trasformazioni  del  tipo  a?',-  =  S  a^  x^  (z,  A;*  =  1,  2,  .  .  .  .  n). 
Le  rt,;t  si  diranno  i  coefficienti  della  trasformazione.  Le  trasforma- 
zioni siffatte  si  diranno  qui  per  brevità  trasformazioni  lineari. 
Una  trasformazione  lineare  del  tipo  x'i  =  mt  x^ -\-  Pi  a?<_i,  dove 
1  m^  I  =  ]  m<  1  =  1,^1  =  0,  (m,-  —  W(_i)  jo.  =  0  (^  =  2,  3,  .  .  .  .  n), 
si  dirà  una  trasformazione  U. 

Si  dimostra  facilmente  col  metodo  di  induzione  completa  che, 
se  i  coefficienti  di  Jc  trasformazioni  lineari  T^,  T^, ,  2\  sono  in- 
feriori in  modulo  rispettivamente  alle   costanti  M■^^,  M^, M^, 


Capitulo  Primo  —  ^  l.  5 

i  coefficienti  del  prodotto  7\  T^ 7\  (che  è  pure  una  trasfor- 
mazione lineare)  sono  in  modulo  inferiori  a  n'"^  MyM^  ....  M„(*). 
Cosi  pure  si  dimostra  che  i  coefficienti  di  T*,  se  T  è  una  tra- 
sformazione U,  sono  in  modulo  inferiori  a  MI"  (**i,  dcjve  M  è  una 
costante  abbast;iiiza  grande  dipendente  dai  coethcienti  della  T^ 
ma  indipendente  da  l'.  Sia  W  =^  F"'  T  V,  dove  V  è  una  trasfor- 
mazione lineare  qualunque  e  7'  è  una  trasformazione  U.  Sarà 
W^-  ==V-'TVV-'TV=  V-'  T^V  e  in  generale  W  ==  F"*  T"  V. 
Se  M  è  una  costante  abbastanza  grande,  i  coefficienti  di  V  e  di 
F''  sono  in  modulo  minori  di  M,  i  coefficienti  di  7'*  sono  in  mo- 
dulo minori  di  M  k" .  1  coefficienti  di  >F*  sono  dunque  in  mo- 
dulo minori  di  ^  (m  Mf  A-"  =  ^  (n  Mf  e  "  ""  ' . 
n                         n 


(*)  Infatti,  .se  x'i  =  il  «,,,  j-v,  ,  x'i  ^=  1  />,»  j;^  sono  due  tali  trasformazioni, 
il  loro  prixlotto  s;nà    tletinito   dalle  x',^=  U  a/;,  X;,  ,  dove  a,,.  =  il  (hkt'ui- 

h  k 

Se  J/i,  M«  sono  costanti  tali  eh»'  niod  «,,,  <  jl/j,  mod  6,^  <  il/g  per  t,  h  = 
=  1,  2,  .  .  .  .,  »*,  avremo  che  mod  a,„  <  n  M^  Jf„.  La  formola  del  testo 
è  dunque  dimostrata  per  A;  =  2.  Dimostriamo  che,  se  detta  formola  vale 
per  k  =  1,  2,  ....  a  —  1,  essa  vale  anche  per  fc  =  a.  Infatti 

T,  T,....  T^,  T,  =  (T,  ....  T,_,)   T^. 

Se  i  coefficienti  di  T,  (i  =  1,  2,  ....  a)  sono  in  modulo  minori  di  J/,  , 
i  coefficienti  di  T'j  T^  ...  T^j^i  sono  minori  (perchè,  per  ipotesi,  il  teorema 
vale  i)er  le  =  i —  1)  di  n'^~''  M^  M„  . . .  M(j_t.  E,  poiché  il  nostro  teorema  è 
j?ià  dimostrato  per  fe  =  2,  i  coefficienti  del  jjrodotto  delle  trasformazioni 
T,  7 2  ....  7'(j_i  e  Ter  saranno  in  modulo  niinori  di  n  (h''"-  ìI/j  3/^  ••••  ^a  i)  ^^i 
=  r»'-'Mi  il/o .V^. 

(**)   Infatti,  se    la    tiasformazione    T  è  definita   dalle   x',  =  2:1  «,/,  j/,  , 

(i,  /t  =  1.  2 n)  si  ;i\  rà    |  a,-,-   |  =  1,  a,»  =  0,  se  h  >  ».  o  s<'  /f  <  /  —  1 . 

La    T"   sia   detiiiila   dalle  x',  =  S  «wt^-T;,.  Avremo 

A 

<'  =  2  2  •  •  •  •  2  "■■■.  '*'.'•.  •  •  •  •  ^^ù-i" 

dove  la  sommatoria  si  dovrebbe   estendere  a  tutti  i  sistemi    di    valori  di 

i,,  L,  .  .  .  .,  tt_i  (1  <  t.  <«)(»  =  1,  2, ,  k  —  ì). 

Ma  ricordiamo  le  ipotesi  fatte  sui  coefficienti  a,,,  della  T.  Riconosce- 
remo tosto  che  : 
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Sia  ora  dato  un  prodotto  W  =  T\^  T"^....  T^p ,  dove  le  T 
sono  trasformazioni  lineari,  le  k  sono  interi  positivi.  Tra  i  p 
fattori  Tii  ve  ne  siano  h,  che  indicheremo  con  3^."'i.  Y'r-,  ....,  T^'' 

7  *1       '  '2      '  '  Vi 

(dove  con  z\ ,  i., i,,  indico  h  interi  inferiori  a  p,   e   dove    si  è 

posto   m,  =    l'i^  per  s  =  1,2, ,  ^)  tali  che  le  corrispondenti 

trasformazioni  2'-  siano  trasformazioni  del  tipo  Vt^  T'  V.  ,  doveK- 
è  una  trasformazione  lineare  qualunque,  e   T' ,  è  una  trasforma- 
zione lineare  JJ.  Potremo  trovare,  per  quanto  abbiamo  già  detto, 
una    costante  M^  1  cosi   grande  che  i  coefficienti  di   77"»  siano 

inferiori  a  -in  Mfl:"  .  Uno  dei  residui  Q  -  li  fattori    del    nostro 

n  ' 


1.  se  h  >  i,  o  se  A;  <  i  —  /ti  termini  della  nostra  sommatoria  sono 
tutti  nulli. 

2.  se  h  =  /,  un  solo  termine  della  nostra  sommatoria  è  differente  da  zero. 

3.  se  li  =  i  —  s  {1  <.  8  <.  i  —  1)  e  fc  >  s  —  1   il  numero  dei  termini 
della  nostra  sommatoria,  che  sono  differenti  da  zero,  è  al  più  ujjjnale  a 


0-'.)  =  (t) 


^(A;  —  1)  .  .  .  .  (/,   —  8'  +  1] 
"  1.  2  ....  s 


Poiché  i  <C  11,  h  <  »,  la  nostra  sommatoria  non  contiene  in  alcun  caso 
|)iù  di  A;"  termini  differenti  da  zero.  Studiamo  uno  di  questi  termini.  Esso 
è  un  prodotto  <li  A;  fattori  del  tipo 

a.   .   a.    .    a. 

dove,  per  simmetria,  si  è  posto  i  =  io,  h  =  i^.  .  La  successione 

io  il    ....  ik 
gode  delle  seguenti  x>i"oprietà  : 

1.  1  numeri  i  sono  interi  positivi  non  nulli. 

2.  Il  numero  io  non  è  maggiore  di   n. 

3.  Ogni  numero  /,  (1  <  s  <  A),  o  è  uguale  a  i^_^  ojjpure  a   »",_,1. 
Esisteranno  (jnindi  al  più  n  —  1   valori  di  s,  tali  che 

».  =  «.-il 
cosi  che   I  a.   .        i  possa  essere  differente  da  1.  Per  tutti  gli  altri  valori  di  s  è 

i,  =  ?,_i  e  quindi  1  a,.  ,        1  =  1 

n— 1 

Se  dunque  J/  >- 1  è  una  costante  positiva  così  grande  che  y  Ju  sia  in 
modulo  maggiore  di  a(i_i  per  tutti  i  valori  di  i  <  n,  ogni  termine  non 
nullo  della  nostra  solita  sommatoria  è  in  modulo  minore  di  M.  Quindi  la 
nostra  solita  sommatoria,  ossia  a'i^\  è  in  modulo  minore  di  Mk"  . 
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prodotto  è  una  trasformazione  del  tipo  TyX  (X<p;  X  4:  ij,  i^j  •••»  **)• 
Se  il/  è  maggiore  del  modulo  di  tutti  i  coefficienti  di  queste  tras- 
formazioni jT,  i  coefficienti  di  y'*>.  sono  in  modulo  inferiori  a 
(«  M)  ^  .  Indichiamo  con  X,  (<  =  1,  2, ,  p  —  A)  i  p  —  h  possi- 
bili valori  di  X.  I  coefficienti  del  prodotto  W  saranno  dunque  in 

* 

modulo  inferiori  a     »''-'  /r"  M'"  (3  **  •=•  ^""^  \  (-)      («  M)  ?  *''^«  . 

h  p-h 

Se  h  <  q,    2  log  A',  <  Z»,  S   k\  <  i/,  questi    coefficienti    saranno 
.=1  '  t=i      ' 

in  modulo  inferiori  a  «*«"'  M"'  e  '"■{n  M)"  =  ^  (w  My^"  -  "'' 
Se  q  =  0,  evidentemente  si  può  porre  L  =  0. 


n 


§  2.  —  Gruppi. 

Noi  diremo  che  un  insieme  G  di  più  trasformazioni  -ò',  in  nu- 
mero finito  o  infinito,  è  (costituisce,  genera)  un  gruppo,  quando 
siano  soddisfatte  le  seguenti  proprietà: 

1."  Se  G  contiene  una  trasformazione  a^',  esso  contiene  anche 
la  trasformazione  inversa  S~\ 

2.°  Se  due  trasformazioni  iS,  T,  distinte  o  no,  sono  contenute 
in  G,  allora  G  contiene  anche  il  loro  prodotto  S  T. 

Ne  segue  tosto  : 

a)  Se  (r  è  un  gruppo  di  trasformazioni,  esso  contiene  la  trasfor- 
mazione identica.  Infatti  sia  S  una  trasformazione  ài  G',  G  con- 
terrà anche  la  S"^^  e  quindi  anche  il  loro  prodotto  S  S~^  =  1. 

^)  È  poi  evidente  che  se  «Sj^  -S'^,  ....,  'S'„  sono  n  trasformazioni 
di  G,  allora  G  conterrà  anche  la  trasformazione  «S,  S^  .  .  .  .  »S,. 
In  particolare,  se  S  è  una  trasformazione  di  G^  allora  G  conterrà 
tutte  le  trasformazioni  aS'",  qualunque  sia  l'intero  positivo  a; 
e,  poiché,  se  un  gruppo  contiene  una  trasformazione,  esso  con- 
tiene anche  la  trasformazione  inversa,  G  conterrà  tutte  le  tra- 
sformazioni aS'",  qualunque  sia  l'intero  a,  positivo  o  negativo. 

Se  T  è  la  trasformazione  identica,  T"'  =  7',  T*  ==  T;  quindi 
la  trasformazione  identica  T  costituisce,  da  sé  sola,  un  gruppo. 
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Viceversa,  se  un  gruppo  contiene  una  sola  trasformazione,  que- 
sta è  la  trasformazione  identica  (per  1'  osservazione  a). 

Se  x'i  =  SXi  è  una  trasformazione  generica  di  un  gruppo,  e 

se  dalla 

cp  {x^  x^ J?„)  =  0, 

dove  cp  è  una  particolare  funzione  delle  x,  segue 
9  {Sx^^  Sx.,j  . . . . ,  Sx„)  =  0, 

noi  diremo  che  il  gruppo  trasforma  in  sé  V equazione  cp  {x^ .... xj=^0. 

Noi  distingueremo  tre  categorie  di  gruppi: 

1.0  gruppi  che  contengono  un  numero  finito  m  di  trasforma- 
zioni distinte.  Questi  gruppi  si  diranno  gruppi  discontinui  finiti. 
Il  numero  m  si  dice  ordine  del  gruppo. 

2.0  gruppi  formati  da  un  insieme  infinito,  ma  numerabile,  di 
trasformazioni  distinte  Ty^  2\^,  T.^,  ....  Questi  gruppi  si  diranno 
gruppi  discontinui  infiniti. 

3.°  gruppi  generati  da  un  insieme  infinito  non  numerabile 
di  trasformazioni. 

Di  questi  ultimi  gruppi  noi  considereremo  specialmente  una 
classe  particolare:  la  classe  dei  gruppi  continui  finiti,  che  a  loro 
volta  distingueremo  in  due  categorie. 

'òa)  Gruppi  continui  finiti  a  una  schiera  di  trasformazioni.  — 
Le  trasformazioni  di  uno  di  questi  gruppi  G  sono  del  tipo  : 

(4)    .»',  =  /*,  (.x;,,  x.^, ,  x„\  a^,  a.^, aj    («  =  ^,% «) 

{r,  n  interi  positivi  finiti) 
dove  le  fi  sono  funzioni  delle  n  variabili  x  e  ài  r  parametri  a. 
Si  suppone  che,  mentre  le  a  variano  in  un  certo  campo,  la  tra- 
sformazione definita  dalle  (4)  generi  il  gruppo  G;  in  altre  parole 
che  ogni  trasformazione  di  G  sia  determinata,  dando  nelle  (4) 
ai  parametri  a  dei  valori  scelti  in  un  certo  campo.  Di  più  sup- 
porremo che  a  valori  distinti  delle  a  corrispondano  trasforma- 
zioni distinte.  E  diremo  allora  che  il  gruppo  G  ha  r  parametri 
essenziali,  o  anche  che  G  h  un  gruppo  a  r  parametri.  Coi  sim- 
boli G^ ,  r^  . . , .  indicheremo  dei  gruppi  ad  r  parametri.    Questi 
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gruppi  si  dicono  gruppi  continui  finiti,  perchè  da  una  trasfor- 
mazione di  essi  si  può  passare  a  un'altra  trasformazione  qua- 
lunque dello  stesso  gruppo,  facendo  variare  con  continuità  un 
numero  finito  di  parametri  a^,a.^,  ....  a,. 

36)  Gruppi  continui  finiti  con  un  numero  finito  di  schiere  di 
trasformazioni.  —  Siano  date  le  k  trasformazioni  : 

X i  =  fu  (U/*j,  X21  . .  . .,  d?„;  Éfj  ....  ttr)        («  =  1,  2,  . .  .  . ,  n) 
•Jo'i  =  fu  K,  ajg, ,  x„:  a^ a^)        (i  =  1,  2, n) 

'V'i  =  fki  {Xi^  x\„ ,  a;„;  «1 a,)         (è  =  1,  2, ,  n) 

dove  le  /'„•  («  =  1,  2,  . . . .,  A;;  i  =  1,  2, .  .  .  .  n)  sono  funzioni  delle 
variabili  x  e  dei  parametri  a.  E  supponiamo  che,  al  variare  dei 
parametri  a  in  un  certo  campo,  si  ottenga  un  insieme  di  trasfor- 
mazioni, che  sia  proprio  un  gruppo.  Noi  diremo  che  questo  grup- 
po è  un  gruppo  continuo  finito  a  più  schiere  (di  trasformazioni). 
Queste  definizioni  riusciranno  più  chiare,  esaminando  qualche 
esempio  speciale  : 

I).  Le   m    trasformazioni  x'  =  e  **  x^  dove  m  è  un  intero  fisso, 

e  A'  è  un  intero  che  può  assumere  uno  dei  valori  1,  2,  8, ,  m, 

costituiscono  un  gruppo  discontinuo  finito. 

II).  Le  trasformazioni  x'  =  x  -\-  w,  dove  w  è  un  intero  qua- 
lunque (w  =  0,  +  1,  +  2,  Hh  3,  . . . .)  costituiscono  un  gruppo  dis- 
continuo infinito. 

III).  Le  trasformazioni  x  =  x  -\-  a,  dove  a  è  un  parametro 
variabile  da  —  00  a  -f-  ex;,  costituiscono  un  gruppo  G^  continuo 
finito  a  un  parametro,  con  una  sola  schiera  di  trasformazioni. 

IV).  Le  trasformazioni 

x'  =^  X  -\-  a  x'  =  —  X  -\-  a, 

dove  a  è  un  parametro  variabile  da  —  cx^  a  -}-  cx^,  generano  un 
gruppo  continuo  finito  con  due  schiere  di  trasformazioni. 

V).  Le  proiettività  di  un  piano  in  se  stesso  e  cosi  pure  i 
movimenti  dell'ordinario  spazio  euclideo  generano  dei  gruppi 
continui  finiti. 
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§  3.  —  Definizioni  e  teoremi  varii. 

Tra  i  gruppi  discontinui  meritano  un  cenno  speciale  i  gruppi 
ciclici:  i  gruppi  cioè,  che  sono  formati  dalle  potenze  di  una  tra- 
sformazione T.  Tali  sono  ad  esempio  i  gruppi  I  e  II  del  §  2;  i 
quali  sono  formati  rispettivamente  dalle  potenze   della    trasfor- 

mazione  x'  =  e  "^  x  e  della  trasformazione  «'  =  a;  -|-  1.  Se  due 
potenze  diverse  T^^  T^  (p  4:  q)  della  T  sono  distinte,  il  gruppo  con- 
terrà infinite  trasformazioni  e  sarà  un  gruppo  ciclico  infinito;  se 
invece  due  potenze  diverse  7^^,  T^  {p  ^q)  sono  uguali,  allora 
T^~^  =  1.  Detto  k  il  minimo  intero  positivo  non  nullo,  per  cui  è 
verificata  la  T'  =  1,  le  trasformazioni  T°  =  1,  T,  T^....,  T"-' 
sono  tutte  distinte.  E  una  trasformazione  T'',  dove  ^  è  un  intero 
qualunque,  è  uguale  a  T'  (0  <  s  <  k  —  1),  se  s  è  quelF  intero 
positivo  o  nullo,  inferiore  a  k,  che  soddisfa  alla p  —  s ^0 (mod  k). 
Il  gruppo  ciclico  G,  generato  dalla  T,  è  quindi  un  gruppo  discon- 
tinuo di  ordine  k.  Il  numero  k  si  dice  anche  :  periodo  della  tras- 
formazione T.  Se  una  trasformazione  T  genera  un  gruppo  ciclico 
discontinuo  infinito,  si  suol  dire  che  essa  è  aperiodica  oppure  che 
essa  ha  un  periodo  infinito. 

Due  enti,  equivalenti  tra  loro  rispetto  a  una  trasformazione 
di  un  gruppo  G  (§  1)  si  diranno  anche  equivalenti  rispetto  a  G. 

Noi  diremo  che  una  trasformazione  di  un  gruppo  è  eccezio- 
nale, se  essa  è  permutabile  con  tutte  le  trasformazioni  del  gruppo. 

Se  noi  abbiamo  un  gruppo  G,  formato  da  certe  trasforma- 
zioni T,  e  se  noi  trasformiamo  ciascuna  di  queste  mediante  un'al- 
tra trasformazione  U  fissa,  ossia  se  costruiamo  le  U"'^  T  U,  l'in- 
sieme Y  di  queste  ultime  trasformazioni  è  un  gruppo,  che  noi 
diremo  simile  a  G^,  0,  più  precisamente,  trasformato  di  G  me- 
diante la   U,  e  che  noi  indicheremo  con   U~^  G  U. 

Per  dimostrare  che  y  è  un  gruppo,  si  osservi  che,  se  T  è  una 
trasformazione  di  G,  il  gruppo  G  contiene   anche  la  trasforma- 
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zione  inversa  T~^\  quindi,  se  l'insieme  y  contiene  la  trasforma- 
zione M  =  U~^  T  U,  esso  contiene  anche  la  iV==  Z7~'  jT"'  U,  che 
(§  1)  è  la  trasformazione  inversa  di  31. 

Cosi  pure,  se  G  contiene  due  trasformazioni  7",  2",  e  se 
T'  T"  =  T"\  allora  G  contiene  anche  T".  Siano  M',  M"  le  tra- 
sformazioni U-'  T'  U,  IT-'  T"  U  di  Y,  corrispondenti  alle  T',  T", 
Il  prodotto  M'  M"  è  (§  Ij  uguale  alla  trasformata  mediante  U 
della  trasformazione  T"  di  G;  quindi  y  contiene  anche  M'  M". 
Ossia,  se  y  contiene  due  trasformazioni  M\  il/',  esso  contiene  anche 
il  loro  prodotto.  Tanto  basta  per  concludere  che  y  è  un  gruppo. 

Sottogruppi.  —  Se  F  è  un  gruppo,  le  cui  trasformazioni  sono 
tutte  trasformazioni  di  un  altro  gruppo  G,  si  suol  dire  che  F  è 
un  sottogruppo  di  G.  Cosi  p.  es.  il  gruppo  formato  dalle  trasla- 
zioni nelF  ordinario  spazio  euclideo  è  un  sottogruppo  del  gruppo 
formato  da  tutti  i  movimenti  euclidei. 

Tra  i  sottogruppi  di  un  gruppo  G  si  può  considerare  anche 
il  gruppo  G  stesso. 

Se  aS'  è  una  trasformazione  di  (/,  il  gruppo  ciclico  generato 
dalle  potenze  della  8  è  un  sottogruppo  di  G  ;  se  poi  8  =  1, 
allora,  poiché  tutte  le  potenze  di  S  sono  ancora  uguali  all'  iden- 
tità, il  sottogruppo  in  discorso  è  formato  dalla  sola  trasforma- 
zione identica. 

Se  F  è  un  sottogruppo  di  G,  e  Uè  una  trasformazione  (qua- 
lunque di  G,  il  gruppo  i7"'  F  fT,  trasformato  di  F  mediante  la 
U,  è  ancora  un  sottogruppo  di  G.  Infatti  ogni  sua  trasforma- 
zione è  prodotto  della  U~^,  di  una  trasformazione  di  F,  e  della 
trasformazione  li:  ossia  è  prodotto  di  tre  trasformazioni  di  (f. 
e  quindi  appartiene  a  G.  Due  sottogruppi  F,  U~'  V  V  di  G  si 
dicono  sottogruppi  equivalenti.  Se  un  sottogruppo  F  di  G  coin- 
cide con  tutti  i  sottogruppi  equivalenti,  esso  si  dice  un  sotto- 
gruppo eccezionale  (invariante)  di  G.  Il  gruppo  G  stesso,  e  il 
gruppo  formato  dalla  sola  trasformazione  identica  si  possono, 
come  abbiamo  visto,  considerare  sempre  come  sottogruppi  di  G: 
essi  sono  anzi  sottogruppi  eccezionali  di  G. 
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Supponiamo  che  G  sia  un  gruppo  discontinuo  ;  ne  sia  V  un 
sottogruppo,  il  quale  sarà  pure  necessariamente  un  gruppo  dis- 
continuo. Indichiamo  con  1,  t^,  t^,  t,,  . . .  .  le  trasformazioni  di  T; 
supposto  r  4:  (r,  indichiamo  con  U^  una  trasformazione  di  Gy 
distinta  da  tutte  le  trasformazioni  di  F  ;  e  costruiamo  tutte  le 
trasformazioni 

Ui,  UiZi,  U^T.^,  UiXs 

Queste  trasformazioni  sono  evidentemente  tutte  distinte.  Esse 
sono  pure  distinte  dalle  precedenti;  infatti  se  fosse  [7jT,- =  t^, 
sarebbe  Z/j  =  t^  x,"',  e  quindi  Z/^,  essendo  uguale  al  prodotto  di 
due  trasformazioni  di  T,  sarebbe  uguale  a  una  trasformazione 
di  r,  contro  il  supposto. 

Se  le  trasformazioni  t,  Ui  x  non  esauriscono  ancora  le  trasfor- 
mazioni di  G,  consideriamo  una  trasformazione  U2  di  G,  distinta 
dalle  trasformazioni  precedentemente  considerate.  E  formiamo 
tutte  le  trasformazioni  U.^,  U^x^,  U^x,^  ....  Si  dimostra  e.  s.  che 
queste  trasformazioni  sono  tutte  distinte  fra  di  loro  e  sono  pure 

distinte  dalle  1,  t^,  t^ ,  e  dalle  U^,  ZJj tj,  U^x^  ....  Cosi  potremo 

poi  continuare  :  cioè,  se  le  trasformazioni  t,  U^  t,  U2 1  non  esau- 
riscono le  trasformazioni  di  G,  sceglieremo  una  trasformazione 
f/3  di  G,  da  quelle  distinta,  costruendo  poi  le  trasformazioni 
^3  5  ^3  ''•1 7  ^3  '^2  •  •  •  •  6  cosi  via.  Potranno  avvenire  due  casi  :  o 
che  il  procedimento  a  un  certo  punto  finisca  (ciò  che  avviene 
certamente,  se  G  è  finito),  oppure  che  esso  si  possa  continuare 
indefinitamente.  Nel  primo  caso  esisteranno  certe  trasformazioni 
in  numero  finito   Z/^,  C/g,  •  .  .  . ,  Z7„_i  tali  che  le  trasformazioni  del 


seguente  quadro 

1 

"Ci 

^2 

X^.... 

u. 

^it, 

U,x, 

U,x,  .... 

U, 

U,x, 

U 2-^-2 

U,x,  .... 

f^.»-i    Z7„_,T2    U^^.X.^     U^-iX. 

sono  tutte  distinte    tra   loro   ed   esauriscono    tutte  le  trasforma- 
zioni di  G.  n  numero  m  si   dice  indice  di  T  in  G.  (Se  G  conte- 
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iiesse  un  numero  finito  p  di  trasformazioni,  P  conterrebbe  ^  tra- 
sformazioni: l'ordine  ^  di  un  sottogruppo  T  di  un  gruppo  O 
finito  discontinuo  di  ordine  p  è  sempre  dunque  un  divisore  di  p). 

Se  invece  il  procedimento  più  sopra  esposto  si  può  prose- 
guire indefinitamente,  si  suol  dire  che  P  è  in  (r  un  sottogruppo 
di  indice  infinito. 

Isomorfismo  di  due  gruppi.  —  Due  gruppi  G,  T  si  dicono  in 
isomorfismo  oloedrico,  se  le  loro  trasformazioni  si  possono  porre 
in  corrispondenza  biunivoca,  in  guisa  che  al  prodotto  T'  T"  di 
due  trasformazioni  T',  T'  di  G  (che  per  definizione  è  una  tras- 
formazione di  G)  corrisponda  proprio  quella  trasformazione 
t'  t"  di  r,  che  è  prodotto  di  quelle  trasformazioni  t',  t"  di  F,  che 
corrispondono  rispettivamente  alle  trasformazioni  T\  T'   di  G. 

In  particolare  se  T,  x  sono  due  trasformazioni  corrispondenti 
di  G,  r,  alla  trasformazione  T'^  di  G  (p  intero  positivo)  corrispon- 
derà la  trasformazione  f  di  V.  Alla  trasformazione  S  =  T*"  T~'"  =-- 
^=  7'''"'"  di  G  (p,  m  interi  positivi  qualunque)  corrisponderà  una 
trasformazione  a  di  F:  e  poiché  S  T""  =  T^,  sarà  aT"*==T'';  quindi 
rs  =  T''"'".  Quindi  alla  T"  (a  intero  positivo,  nullo,  o  negativo) 
corrisponderà  la  -".  E  in  particolare  alla  T°,  ossia  alla  trasfor- 
mazione identica  di  G,  corrisponderà  la  t»,  ossia  la  trasforma- 
zione identica  di  F. 

A  trasformazioni  permutabili  in  G  corrisponderanno  trasfor- 
mazioni permutabili  in  F:  a  una  trasformazione  eccezionale  di  G 
corrisponderà  una  trasformazione  eccezionale  di  F. 

Alle  trasformazioni  di  un  sottogruppo  (di  indice  p)  di  G  cor- 
risponderanno le  trasformazioni  di  un  sottogruppo  (di  indice^)  di  F. 

Un  gruppo  G  è  sempre  oloedricamente  isomorfo  a  sé  stesso. 

Due  gruppi  G,  T  si  dicono  meriedricamente  isomorfi^  se  a  ogni 
trasformazione  di  G  corrisponde  una  trasformazione  di  F,  a  ogni 
trasformazione  di  F  corrispondono  più  trasformazioni  (in  numero 
finito  o  infinito)  di  G,  in  guisa  che  a  una  trasformazione  di  G, 
che  è  prodotto  di  due  trasformazioni  T',  T'  di  G,  corrisponda 
quella  trasformazione  di  F,  che  è  prodotto  delle  due  trasforma- 
zioni corrispondenti  alle   T",  V, 
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Siano  S,  T  due  trasformazioni  di  G,  a  cui  corrisponde  in  V 
la  trasformazione  identica  t  =^  1:  allora  al  prodotto  8  T  corri- 
sponde in  r  la  T  T  =  z'^  =  1'.  ossia  alla  ST  corrisponde  in  V 
ancora  l'identità.  Si  dimostra  come  sopra  che  alla  trasforma- 
zione identica  in  G  corrisponde  la  trasformazione  identica  in  T. 
Se  a  è  la  trasformazione  di  T,  che  corrisponde  alla  trasforma- 
zione aS'~*  di  G^  allora,  poiché  S  S~'^  =  1,  sarà  i  a  =  1,  e,  poiché 
T  =  1,  anche  a  =  1.  Quindi  anche  alla  trasformazione  S~^  di  G 
corrisponde  in  T  la  trasformazione  identica. 

Da  quanto  abbiamo  detto  risulta  dunque: 

Le  trasformazioni  di  G,  a  cui  corrisponde  in  T  V  identità,  for- 
mano un  gruppo  G^,  che  sarà  un  sottogruppo  di  G. 

Se  U  è  una  trasformazione  di  G,  e  S  una  di  G^,  e  se  m  è  la 
trasformazione  di  T,  corrispondente  alla  U,  è  ben  chiaro  che 
alla  trasformazione  U~^  S  U  dì  G  corrisponde  la  u~\  1.  u  = 
=  tr^  u  =  1  di  r.  Quindi  la  trasformazione  U~^  SU  appartiene 
a  G^:  ossia  : 

Il  sottogruppo  G^  di  G  è  un  sottogruppo  eccezionale. 

Le  proprietà  trovate  più  sopra  per  i  gruppi  oloedricamente 
isomorfi  valgono,  con  poche  modificazioni,  anche  per  i  gruppi 
meriedricamente  isomorfi. 

§  4.  —  Classi  speciali  di  grruppi. 

Siano  Ti,  T^, T^  Te  trasformazioni,  operanti  rispettivamente 

sulle  variabili  x^P  (2  =  1, 2, ,  Wj),  a?P^(«  =  1, 2, ,  n^\ x^^ii  = 

=  1,2,  .  .  .  .,  n^)  (Wj,  %,  ....,  w,,  numeri  interi).  Le  x^P  siano 
Wj  -|-  ^2  -j-  .  .  .  .  -j-  Wfc  variabili  distinte  e  indipendenti.  Li  tal 
caso  il  considerare  il  prodotto  T  delle  trasformazioni  Tj,  Tg, ....,  T,, 
è  perfettamente  equivalente  ai  considerare  l' insieme  delle  tras- 
formazioni 7\,  T2,  ....,  Tj  come  un'unica  trasformazione,  ope- 
rante sul  complesso  di  tutte  le  variabili  x.  La  trasformazione 
T  si  dirà  trasformazione  mista,  o  totale,  risultante  delle  trasfor- 
mazioni 'parziali  T^,  T^, ,  T^.  Sia  ora  G  un  gruppo,  di  cui 
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ogni  trasformazione  T  sia  una  trasformazione  mista,  le 'cui  tras- 
formazioni   parziali    T,   operino    rispettivamente   sulle   variabili 

a^/-^  («  =  1,2, k)(i  =  1, 2, ,  «,).  Il  gruppo  G  si  dirà  gruppo 

misfs  o  totale.  Ciascuna  delle  trasformazioni  parziali  T,  genererà 
un  gruppo  G,  di  trasformazioni  sulle  variabili  ,¥'\  Questi  gruppi 
G,  si  diranno  gruppi  parziali. 

Si  dice   gruppo   lineare  me  n  variabili  x^  . .  . .  x„  un   gruppo, 
di  cui  ogni  trasformazione  è  una  trasformazione  lineare,  ossia  è 
una  trasformazione  del  tipo  seguente: 
• 

2  ««  '^fc  +  «. 

x'i  --=  *;'  (a,  h  =  cast.)        (i  ==  1,  2, n) 

^b^Xn-{-b 

k 

Cosi  si  dirà  gruppo  lineare  misto  su   2  *^f  variabili  a?i'^  (i  = 

i  =  l 

=  1,  2,  .  .  .  .,  ^':  s  =  1,  2,  . .  . .,  w.)  un  gruppo  misto,  i  cui  gruppi 
parziali  corrispondenti  sono  rispettivamente  un  gruppo  lineare 
sulle  x'^^^  sulle  a)'''\  ecc.  Ogni  trasformazione  di  un  gruppo  lineare 
misto  è  quindi  del  tipo: 

». 
I 

«i'^'  =  "i; {a,b^co8t.\  i=  l,2,...,ifc:s  =  l,2,...,w..) 

2  6«  a;«  +  6, 

Un  gruppo  lineare  si  dice  intero  omogeneo,  se  le  sue  tras- 
formazioni  sono   lineari   intere   omogenee,   ossia   sono    del  tipo 

k 

D' ora  in  poi,  se  con  A  indichiamo  una  quantità,  con  A^,  o  con 
Aq  indicheremo  la  quantità  immaginaria  coniugata.  E  supporremo 
sempre  che,  se  delle  variabili  x  subiscono  una  trasformazione 
lineare  P,  le  variabili  immaginarie  coniugate  Xo  subiscano  quella 
trasformazione  lineare  P»,  i  cui  coefficienti  sono  immaginarli 
coniugati  dei  coefficienti  omologhi  della  P. 

Un  gruppo  G  lineare  intero  omogeneo  si  chiamerà  gruppo 
iperfuchsiano  intero^  se  ogni  sua  trasformazione  P  trasforma  in 
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se  una  forma  Hermitiana,  cioè'  una  forma  del  tipo:  \^  «.-^t  Xi  xl, 

dove  le  a  sono  costanti  tali  che  «ij  =  al,.  (Secondo  la  prece- 
dente convenzione,  con  x°  e  con  a",^  indico  le  quantità  immagi- 
narie coniugate  delle  x,  e  delle  «,,.,  e  suppongo  che,  mentre  le 
X  subiscono  una  trasformazione  generica  P  di  (7,  le  ocP  subiscono 
la  Po).  Occorre  notare  che  una  forma  Hermitiana  ha  sempre 
valori  reali  qualunque  siano  i  valori  che  si  attribuiscono  alle 
variabili  x,. 

Posto  «/..  =  I''  (i  =  1,  2,  .  . . .,  w  —  1),  e  w  —  1  ==  m,  il  gruppo 
G  individua  un  gruppo  lineare  fratto  T  sulle  y^  .  .  .  .  y^^  che 
trasforma  in  se  stessa  l' equazione  : 

(5)     2  ^'-^  '''  ^^  +  2  %  ih  +  2  ?°  2/r  +  p  =  0 

i,k  =  l 

dove  p,-t  =  a,j,  ^,.  =  «,^^i,  ^  ^  a„  +  ,,„  +  i.  Le  costanti  ^  sono  co- 
stanti legate  dalla  p,j  =  %i^  p  =  P^,  e  quindi  ancora  il  primo 
membro  della  (5)  è  sempre  reale,  quando  alle  «/,  ^°  si  dieno 
valori  immaginari!  coniugati.  Questi  gruppi  T  si  chiameranno 
gruppi  iperfuchsiani  fratti,  o  più  brevemente  senz'altro  gruppi 
iperfiichsiani. 

Un  gruppo  iperfuchsiano  è  trasformato  in  un  gruppo  iper- 
fuchsiaho  (simile),  se  noi  trasformiamo  le  variabili  y  con  una 
qualsiasi  trasformazione  lineare. 

Nel  seguito  noi  intenderemo  però  di  riferirci  a  una  classe 
particolare  di  gruppi  iperfuchsiani,  che  è  la  più  importante,  per 
le  applicazioni  che  abbiamo  in  vista:  un  gruppo  di  tale  classe 
si  può,  con  una  trasformazione  lineare  sulle  y,  trasformare  in 
un  gruppo  tale  che  la  corrispondente  equazione  (5)  assuma  la 
forma  : 

(5)'  .yi2/?  +  .-.-  +  .V«.2/«±l  =  0. 

Un  gruppo  lineare  misto,  i  cui  gruppi  parziali  sono  gruppi 
iperfuchsiani,  si  dice  gruppo  iperfuchsiano  misto. 
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§  6.  —  Le  trasformazioni  infinitesime. 

D'ora  in  poi  useremo  spesso  mi  linguaggio  geometrico.  Quando 
avremo  cioè  n  variabili  indipendenti ìTj, ^2? ••••>  ^m  considereremo 
queste  variabili  come  coordinate  in  uno  spazio  a  n  dimensioni  S„. 
Un  sistema  di  valori  delle  x  ci  individuerà  un  punto  di  S„:  i  punti 
di  S„  le  cui  coordinate  soddisfano  a  w  —  1,  n  —  2,  w  —  3, ....,  1 
equazioni  indipendenti  si  diranno  formare  una  linea,  una  super- 
ficie, una  varietà  a  8,  a  4,  . . ..,  a  w  —  1  dimensioni,  contenuta  in 
.S'„  (subordinata  di  aS'„).  Una  trasformazione 

si  potrà  considerare  come  una  corrispondenza  stabilita  tra  i  punti 
di  coordinate  a?.,  e  i  punti  (trasformati)  di  coordinate  x\=fi. 

Se,  G  è  un  gruppo  discontinuo,  noi  diremo  che  esso  contiene 
delle  trasformazioni  infinitamente  poco  differenti  dall'identità, 
o  più  brevemente  delle  trasformazioni  infinitesime,  quando,  per 
ogni  numero  s  positivo  non  nullo,  piccolo  a  piacere,  si  può  tro- 
vare una  trasformazione  non  identica  x\  =  fi  (x^  ....  X„)  del  grup- 
po Gj  tale  che  sia 

I  x\  -Xi\<t        (*) 

per  tutti  i  punti  x,  per  cui  sono  definite  le  nostre  trasforma- 
zioni, esclusi  al  più  con  intorni  piccoli  a  piacere  un  numero 
finito  di  punti  singolari  isolati,  i  punti  di  qualche  linea,  super- 
ficie, varietà  singolare  a  3,  4  ....  w  —  1  dimensioni. 

Per  es.  consideriamo  il  gruppo  ciclico  G  generato  dalle  po- 
tenze della   trasformazione 

X'  =  e"=  X, 


(*)  Come  al  solito,  »<'  .1  (^  una  quantità  qualunque,  con  [  A  \  indichia- 
mo il  suo  valore  assoluto,  o  il  suo  modulo;  poiché  con  A'^iAo)  intendia- 
mo la  quantità  immaginaria  couiugaita  di  A,  sarà  \A\-  ==  A  Ao. 
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dove  a  è  un  numero  reale,  il  cui  rapporto  con  tc  è  irrazionale. 
Consideriamo  la  x  come  variabile  complessa,  e  rappresentiamola, 
al  solito  modo  di  Gauss,  su  un  piano  a.  Il  gruppo  G  è  definito 
per  tutti  i  punti  di  a.  Escludiamo  in  a  il  punto  (singolare)  .'T  =^  co 
con  un  intorno  arbitrario,  ossia  consideriamo  una  qualunque  re- 
gione di  a,  posta  a  distanza  finita.  Sia  li  una  costante  maggiore 
del  massimo  modulo  di  x  in  questa  regione. 

Una  trasformazione  di  G  è  del  tipo:  x' =  e  ""'-'■  x^  dove  m  è 
un  qualunque  intero:  cosicché  sarà  nella  nostra  regione 

I  OJ'  —  05  I  =  I  e"*'^  —  1  I    \x\<:\  e"""'^  —1\T{. 

Essendo      irrazionale,  io  potrò  scegliere  l'intero  m  in  guisa  che 

m  oc  sia  cosi  prossimo  a  un  multiplo  di  2  ti,  che  si  abbia  : 

I  g«'ix  —  1  i  <^  p  (e  costante  positiva  piccola  a  piacere) 

e  quindi 

I  x'  —  X  I  <<  e . 

Tanto  basta  per  affermare  che  G  contiene  trasformazioni  in- 
finitesime. 

Per  brevità,  con  l'abbreviazione  g.  d.p.  d.  t.  i.  intenderemo  la 
frase  :    «  gruppo  discontinuo  privo  di  trasformazioni  infinitesime  » . 

In  senso  analogo,  ma  ben  distinto,  noi  parleremo  delle  tras- 
formazioni infinitesime  di  un  gruppo  G  continuo  finito.  Siano  (4) 
le  equazioni  definenti  le  trasformazioni  di  un  tal  gruppo  G,  che 
supponiamo  a  una  sola  schiera  di  trasformazioni.  Poiché  G 
contiene  la  trasformazione  identica,  esisteranno  dei  valori  a',- 
dei  parametri  a,,  tali  che  per  a,-  =  a\  sia  /",-  =  Xi.  Noi  chiame- 
remo trasformazione  infinitesima  del  gruppo  una  trasformazione 
(4),  in  cui  i  valori  dei  parametri  a,,  differiscono  di  una  quan- 
tità infinitesima  dalle  a',..  In  altre  parole  chiameremo  trasfor- 
mazioni infinitesime  di  G  quelle,  che  si  ottengono  ponendo  in 
(4)  at^a'i  -\-  bit,  dove  le  bi  sono  costanti  arbitrarie,  e  t  è  una 
quantità,  che  varia  tendendo  al  limite  zero. 

Le  trasformazioni  (4)  si  possono  scrivere  per  questi  valori 
dei  parametri  nel  modo  seguente: 
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-  ,  -v    I    i  Vi   ^  fi  (-^'t oc„ai n  r)       ,,,, 


X,-\- 


/3  J/. 


(love  le  Mf  sono  quantità  finite.  La  differenza  x'i  —  x,  è  perciò, 
a  meno  di  infinitesimi  del  secondo  ordine,  data  dalle  : 


oc  i  OOi 


,  =  t2b. 


èfi{Xx'."Xnax".'ar) 

da. 


Il  secondo  membro  di  questa   uguaglianza    si   può  dire  rap- 
presenti l'incremento  So*.,  che  la  Xi  riceve  per  una    trasforma- 
zione infinitesima    del   nostro    gruppo.  Sia  ora  U  una  funzione 
qualunque  delle  x:  noi  indicheremo  con  5  Z7  la  differenza 
U  {x\ x'„)  —  U(Xi x„), 

la  quale  a  sua  volta,  a  meno    d'infinitesimi  d'ordine  superiore, 
ò  data  da  : 


5r 


,■  =1  O  Xi 


Ib, 


S  ò  U 

)  e  Xi 


d  fi   (Xi    .  .  .  .    X^   «J^^-J.    «r) 

d  a. 


ì 


PoBtO 


da. 


^.f  {x\, ....  Xn)  avremo  infine 


ÒU=t2,h. 


,   dU   ,^   dU    .  , .   dU 


Noi  esprimeremo  questa  uguaglianza  dicendo  che  il  simbolo 


rappresenta  una  trasformazione  infinitesima  generica  del  gruppo, 
e  identificheremo  spesso,  per  brevità  di  discorso,  una  tale  tra- 
sformazione col  simbolo  che  la  rappresenta. 

Se  ((ualunque  sia  la  funzione  U.  si  ha  3Z7  =  (),  ossia  se 


2i. 


7=1. 2, 


,,  n\ 


si  dice  che,  X  è  identicamente  nullo,  li  I^iE  ha  dimostrato  che, 
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nelle  nostre  ipotesi,  ciò  avviene  soltanto  se  ò,  =  0  (s  =^  1,  2, r). 

Osserviamo  ora  che  si  può  scrivere  : 

dove  è  Z,  =  2  ?.<  n      '  Z,  è  cioè  quella  espressione  che  si  deduce  da 

X,  ponendovi  b^  ^=  b^  =  . ...  =  6,_i  =  &,+i  ==  —  =  &„  =U,  ò,  =  1. 

Le  X,  si  dicono  essere  le  trasformazioni  infinitesime  generatrici 
del  gruppo  G,  e  il  gruppo  G  si  dice  generato  dalle  X,\  ogni 
altra  trasformazione  infinitesima  del  gruppo  G  è  una  combina- 
zione' lineare  a  coefficienti  costanti  delle  trasformazioni  Z,.  Tale 
denominazione  è  legittimata  dal  fatto  che  il  Lie  ha  dimostrato 
che  il  gruppo  continuo  G  è  completamente  individuato  dalle  sue 
trasformazioni  infiìiitesime. 

Se  G  fosse  un  gruppo  a  un  parametro,  (r  =  1)  esso  sarebbe 
generato  da  una  sola  trasformazione  infinitesima,  la  quale  è  al- 
lora individuata  a  meno  di  un  fattore  costante. 

Se  una  trasformazione  S  trasforma  il  gruppo  continuo  (ì  in 
un  gruppo  (simile)  T,  essa  porta  le  trasformazioni  infinitesime 
Z,  («  =  1,  2,  — ,  r)  di  G  nelle  trasformazioni  infinitesime  di  F  (*•). 

Se  una  funzione  U  resta  invariata  per  tutte  le  trasformazioni 
del  gruppo  G,  allora  chiarameìde 

Z,  C/- =  0  (.9  =  i,  2,  . . . . ,  r). 


(*)  Diciamo  che  In  trasforniazione  8,  definita  dalle 

Vi   "^^   Ji   (^l>    ^2?    •    •    '    '  ì    ^n) 

porta    la  trasfonii azione    infinitesima     S  ^»  o^      nella    ^  fis  ,    dove 

3  y 
Y],  =  S  ?i  .  '—•  Scrivendo  risjiettivaniente  le  ^,  ed  yj,  come  funzioni  delle 

X,  o  delle  y,    la  uguaglianza  2  L  ^^   =  Ti  fi,  V^-  si  riduce  a  un'  identi- 

9-f.  «     '    '■Ih 

tà,  qualunque  sia  la  t^,  in  conseguenza  delle  equazioni  definenti  la  S, 
quando  nel  calcolarne  il  primo,  o  il  secondo  membro  si  considerino  ri- 
spettivamente le  u?,  o  \e  y  come  variabili  indipendenti. 
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Viceversa  io  dico  che,  ne  una  funzione  U  soddisfa  a  un  equazione 

U 


2       2  U 


essa  resta  invariata  almeno  per  le  trasformazioni  di  un  gruppo  con- 
tinuo r  a  un  parametro,  che  è  generato  dalla  trasformazione  ìnfl- 

.     2 
nitesima  X  =  T,  z,  -^     . 

Si  possono    infatti    scegliere   sempre  n  nuove  -variabili  indi- 
pendenti //i,  //^,, ,  ij„,  tali  che  si  abbia  identicamente: 

2  2 

^'^^^'dxr2y\' 

Basta  ])icndere  la   */,  in  guisa  che 

e  scegliere  per  z/^,  .  .  .  .,  y,,  n  —  1    integrali  indipendenti  dell'e- 
quazione 

Sarà  appunto  identicamente: 


La    Uj   considerata    come   funzione    delle   y,   soddisferà    alla 

2Lr  

A'Z7  =  ^  =  0,  e  quindi  sarà  indipendente  da  //,.  Se  noi  dunque 
poniamo    al    posto    delle  y,  le 

!fi  =  //i  -r  «:  y^  =  ih'  //'.  =  !h-  •  •  •  •:  //'«  =  !/..'  ^    (B) 

dove  a  è  un  parametro  qualunque,  la  CI  resta  trasformata  in  so 
stessa.  Ora  le  (6)  individuano  una  trasformazione  T,  che,  al  variare 
del  parametro  a,  genera  evidentemente  un  gruppo  V'  a  un  para- 
metro sulle  variabili  //,  il  quale  è  generato  appunto  dalla  trasfor- 

.    ^    .      .  2 

mazione  infinitesima  x—   . 

Ora  le  jc  sono  legate  alle  y  da  certe  equazioni  : 

^i  =  fi  {yii  y^^  '"-,  Vn)         (i  =  1,  2,  .... ,  »), 
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le  quali  individuano  una  certa   trasformazione  8.  Potremo  (§  1) 

scrivere  Xi  =  aS'^,,  //,•  =  8^^ ./;,.  Porremo  poi 

oc'i  =  Sy\  =  /•,  {:y\,  y\_,  y\....  y'„}  =  /",  {y,  ^  a,  y,,  . ...  y„)  =  aS'  Ty,. 
Eliminando  le  y,  troveremo  delle  equazioni  : 

le  quali  (§  3)  definiscono  un  gruppo  T,  simile  al  gruppo  T'. 

È  poi  evidente  che  la  U,  pensata  di  nuovo  come  funzione 
delle  X,  resta  invariata  per  le  trasformazioni  di  F.  Ed  è  pure 
ben  chiaro,  per  quanto  si  è  detto  più  sopra,  che  T  è  generato 
dalla  trasformazione  infinitesima 

Osservazione.  —  Dal  teorema  di  Lie,  che  un  gruppo  è  indi- 
viduato dalle  sue  trasformazioni  infinitesime,  scende  che  V  è 
completamente  individuato  dalla  A'. 

Questi  concetti  sono  fondamentali  nella  teoria  dei  gruppi 
continui  (di  S.  LiEj.  Noi  non  abbiamo  bisogno  di  approfondirli  (*): 
e  ci  basterà  richiamare  l'attenzione  sulla  profonda  differenza, 
che  passa  tra  le  proprietà  delle  trasformazioni  infinitesime  di 
un  gruppo  discontinuo,  e  quelle  delle  trasformazioni  infinitesime 
di  un  gruppo  continuo.  Quando  avremo  bisogno  di  distinguere, 
chiameremo  trasformazioni  infinitesime  di  S.  Lie  le  trasforma- 
zioni infinitesime  di  un  gruppo  continuo,  trasformazioni  infini- 
tesime di  Klein  quelle  di  un  gruppo  discontinuo. 


(*)  11  lettore  potrà  consultare  l'opera  classica  di  Lie  ed  ENCfEL  sulla 
teoria  dei  {gruppi  continui  tìniti  di  trasformazioni  e  specialmente  il  primo 
volume,  opi>ure  le  lezioni  (litografate)  del  Prof.  Luna  Bianchi,  o  quelle 
del  Prof.  Ernesto  Pascal,  pubblicate  nei  «  Manuali  Hoepli  ». 
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Capitolo  Secondo.  —  Metriche  e  movimenti. 
§  6.  —  Definizioni  fondamentali. 

Se  con  X,  y,  z  indichiamo  coordinate  cartesiane  ortogonali 
nello  spazio  ordinario,  è  ben  noto  che  la  lunghezza  di  una  linea(*) 
rettificabile  L  e  data  dall'integrale  curvilineo 


esteso  alla  stessa  linea  L  (**). 

Perciò  la  forma  differenziale  quadratica 
ds^^dx^  -{-dy^-^dz^ 
si  chiama  elemento  lineare  della   geometria  euclidea,  in  quanto 
che  essa  basta  a  definire  la  lunghezza  di  una  linea  qualunque. 
L'elemento    lineare  è,  per    cosi   dire,  uguale    al    quadrato    della 
distanza  dei  due  pùnti 

{Xy  y,z)  {x  -^  dx,  y  -\-  dy,  z  -^  d  z) 

infinitamente  vicini.  Questa  forma  dell'elemento  lineare  dipende 
essenzialmente  dal  teorema  di  Pitagora,  che  a  sua  volta  si  de- 
duce dai  postulati  della  geometria  Euclidea. 

Viceversa  si  può  dimostrare  che  basta  ammettere  detta  forma 
di  elemento  lineare,  perchè  se  ne  possa  dedurre  tutta  la  geo- 
metria metrica  di  Euclide  (che  talvolta  si  chiama  anche  geome- 
tria piana^  o  geometria  a  curvatura  costante  nulla). 


(*)  Una  liuea  si  dà,  come  è  noto,  ponendo  le  coordinate  x,  y,  a  funzioni 
di  nna  variabile  indipendente  t:  noi  supponenio  sempre  cl»e  queste  fun- 
zioni abbiano  derivate  prime  continue:  ed,  ove  sia  necessario,  anche  quelle 
altre  derivate  che  occorrerà  considerare.  Sotto  (jneste  condizioni  è  noto 
che  la  linea  è  rettificabile. 

(**)  Con  la  panda  linea  noi  intemlerenio  tanto  i  pezzi  (i  sedimenti, 
gli  archi)  di  una  curva,  quanto  la  curva  completa.  Non  vi  ha  possibilità 
alcuna  di  equivoco. 
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Di  più  detta  forma  dell'  elemento  lineare  euclideo  vale,  come 
è  noto,  soltanto  nell'ipotesi  che  x^  y,  z  siano  coordinate  carte- 
siane ortogonali.  Se  noi  usassimo  coordinate  curvilinee  qualun- 
que, legate  alle  x,  y,  z  da  equazioni  del  tipo 

X  =-  X  (?i,  p,,  paj, 

y  =-  y  (pi;  9->,  9Ùi 

z  =  z  (Pj,  ?,,  p.,), 
l' elemento  lineare   nelle    nuove   variabili   sarebbe  quello,  che   si 
deduce  dal  precedente,  ponendo  6^  j?  =  ^  ^      rf  p,,  ecc.    Tutti    gli 

elementi  lineari,  che  così  si  possono  ottenere,  sono  equivalenti  {*)\ 
essi  definiscono  tutti  la  stessa  geometria  (Euclidea). 

Se  noi  non  ammettessimo  il  postillato  euclideo  delle  rette 
parallele,  e  supponessimo  invece  che  per  un  punto  A  passino 
infinite  rette,  complanari  con  una  data  retta  r,  ma  non  interse- 
canti la  r,  si  potrebbe  ancora  sviluppare  una  metrica.  Essa  non 
sarebbe  più  la  geometria  di  Euclide,  ma  una  geometria  ben  di- 
stinta: la  ben  nota  geometria  di  Bólyai-Lobacefskij,  detta  tal- 
volta geometria  iperbolica  o  anche  geometria  a  curvatura  costante 
negativa. 

Scegliendo  opportunamente  il  sistema  di  coordinate,  troverem- 
mo che  la  lunghezza  di  una  linea  L  sarebbe  data  dall'integrale 


"} 


' % — ! (h  =  cost.) 


(*)  Com'  è  noto,  due  forme  ditteieiiziali 

^   «.-,  t-  ...,•     àxi     dxi         cIjCì   ,      V*  l>i,i.,...i     diji    dt/i        di/i 


1     2  •••"m 


(dove  tanto  che  x,  che  le  y  formano  un   sistema  di  «  variabili  indipen- 
denti, le  rtj   .        .     sono  funzioni  delle  a;,  le   ft.  ,.        .     delle  y)  si  dicono 

equivalenti,  se  da  mui  si  passa  all'  altra  mediante  una  trasformazione 

^i  ^  fi  iUi,  y^, ,  y„) 

d^i  =  2  3»     ^  y'  (*'  ^  =  1,2,....,  n). 
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esteso  alla  data  linea  L.  L'elemento  lineare  sarebbe  in  questo  caso 

d  .v2  =  /i2  ^  ^''  +  ^  y^j±_d^ 

E  viceversa  si  può  dimostrare  che  basta  ammettere  questa 
forma  di  elemento  lineare,  per  poterne  senz'altro  dedurre  tutta 
la  geometria  di  Bólyai.  Naturalmente  si  sarebbe  condotti  alla 
stessa  geometria,  se,  anziché  partire  dal  detto  elemento  lineare, 
noi  partissimo  da  un  qualunque  elemento  lineare  equivalente. 

Ma  potremmo  mutare  i  postulati  della  geometria  elementare 
per  modo  che  la  retta  appaia  come  una  linea  chiusa  (di  lun- 
ghezza finita):  due  punti  A,  B  su  di  essa  non  determinano  allora 
un  verso  ^4  B,  ne  si  può  parlare  di  rette  complanari  parallele. 
Si  ottiene  allora  una  nuova  geometria  :  la  geometria  di  Riemann, 
detta  anche  geometria  eìlittica  o  a  curvatura  costante  positiva. 
Con  una  opportuna  scelta  di  coordinate,  noi  troveremmo  per 
essa  l'elemento  lineare 

E  viceversa,  partendo  da  questo  elemento  lineare,  o  da  un  ele- 
mento lineare  equivalente,  potremmo  costruire  tutta  la  geometria 
di  Riemann. 

Tutte  queste  geometrie  sono  casi  particolari  di  un'  intera 
classe  di  geometrie,  che  si  possono  così  definire.  Sia 

2  «*i  d  Xi  d  x;  (i,  A-  =  1,  2, ,  ti)    (a«  =  «*.) 

i,k 

una  qualsiasi  torma  dift'erenziale  quadratica  nelle  x:  le  a^  siano 
funzioni  finite  e  continue  delle  x  in  un  certo  campo,  le  quali 
ammettano  inoltre  tutte  quelle  derivate  che  in  seguito  ci  occor- 
reranno. Immaginiamo  uno  spazio  ad  «  dimensioni  i  cui  punti 
si  possano  determinare  mediante  le  variabili  x  assunte  come 
variabili  coordinate:  e  consideriamo  di  esso  quella  sola  regione 
in  cui  sono  soddisfatte  le  ora  ricordate  condizioni  di  continuità 
e  derivabilità  per  le  a^*. 
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Definiamo  come  lunghezza  di  una  linea  L  in  questo  spazio 
il  valore  dell'integrale 


(7)  /  ]/2  «,t  dXi  dXk 

L 

esteso  alla  stessa  linea  L.  Assumiamo  cioè  la  data  forma  qua- 
dratica come  elemento  lineare  dello  spazio  considerato.  Avremo 
cosi  definito  in  questo  spazio  un  sistema  di  misure,  o,  come  si 
suol  dire,  una  metrica,  da  cui  potremmo  partire  per  edificare  una 
geometria  metrica  in  questo  spazio. 

La  geometria,  che  cosi  otterremo,  sarà  proprio  l'usuale  geo- 
metria euclidea,  se  il  nostro  elemento  lineare  è  la  forma  S  dxì^ 
oppure  una  forma  equivalente:  in  generale  invece  otterremo  una 
geometria,  affatto  distinta  dalla  geometria  euclidea. 

Tra  le  questioni  più  importanti,  che  si  presentano  in  queste 
geometrie  generali,  noi  ne  ricorderemo  due. 

La  prima  si  riferisce  alle  linee  geodetiche,  e  si  può  enun- 
ciare cosi: 

Dati  due  punti  A,  B  si  trovi  una  linea,  che  passi  per  A  e  B, 
e  la  cui  lunghezza  sia  minore  della  lunghezza  di  ogni  altra  linea, 
che  congiunga  i  punti  A,  B. 

Una  tale  linea  si  dirà  linea  geodetica;  la  determinazione  delle 
linee  geodetiche  è  un  problema,  che  tratta  coi  metodi  del  cal- 
colo delle  variazioni.  E  si  trova  : 

•  Una  linea  geodetica  L  è  in  generale  determinata  univocamente^ 
quando  si  dia  un  stio  punto  Xi,  e  la  direzione  di  L  in  detto  punto. 
(Questa  direzione,  com'è  noto,  si  determina,  dando  i  rapporti  dei 
differenziali  d  Xt  per  Xi  =  x'i). 

Una  linea  geodetica  L  è  determinata  univocamente,  quando  si 
dieno  due  punti  A,  B  di  L  abbastanza  vicini. 

Prima  di  passare  alla  seconda  questione,  di  cui  vogliamo  far 
cenno,  dobbiamo  premettere  una  definizione  : 

Una  trasformazione  x'i  ^=  fi{Xn  . . . . ,  x,)  si  dice  essere  un  mo- 
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cimento  per  una  assegnata  metrica,  se  essa  non  altera  le  lunghezze, 
ossia  se  essa  porta  una  qualsiasi  linea  L  in  una  linea  L'  di'  uguale 
lunghezza. 

Se  a,t  =  Un  (JTi,  Ji'..,  .  .  .  .,  x„),  noi  porremo 

a'it    "^^  ^ik  («^  1  >••••>   ^  n  ) 

Ijh  nudila  iiastbrmazione  sarà  un  movimento,  allora  e  allora  sol- 
tanto che  r  uguaglianza 

2j  Ua  d  Xi  d  Xk^=  ^  tt'ik  d  x'i  d  x\ 
è  una  conseguenza  delle  formole,  che  definiscono  la  trasformazione. 
In  altre  parole  i  movimenti  sono  le  trasformazioni,  che  lasciano 
incartante  (trasformano  in  sé  stesso)  //  nostro  elemento  lineare. 
La  questione,  che  ci  possiamo  porre,  è  la  seguente: 
Definita  una  metrica  mediante  il  suo  elemento  lineare  trovare: 

1.  se  esistono  dei  movimenti  per  tale  metrica, 

2.  determinare  in  caso  affermativo  tutti  questi  movimenti. 

Così  p.  es.,  se  w  =  3,  e  se  1'  elemento  lineare  è  l'elemento  eu- 
clideo dx^  -\-  d y-  -j-  dz^,  le  uniche  trasformazioni,  che  lo  la- 
sciano invariante,  sono  gli.  ordinarii  movimenti  della  geometria 
elementare,  e  i  cosidetti  movimenti  di  seconda  specie,  (prodotti 
di  un  movimento  vero  e  proprio  per  una  simmetria),  i  quali 
difieriscono  dai  precedenti  per  il  fatto  che,  pur  conservando  le 
distanze,  portano  un  triedro  in  un  altro  triedro  uguale,  ma  ge- 
neralmente non  sovrapponibile  al  primo. 

La  definizione  analitica  di  questi  movimenti  è  : 
x  =  a„  X  -|-  fl,,  //  -[-  a,3  z  -\-  a, 
y'  =  rt,,  X  -\-  ««  y  -\-  rt,:,  z  -[-  a.i 
z'  =  rts,  X  -\-  a-i.,  z  -[-  a^  z  -|-  «, 

dove  le  a,,  «^  sono  costanti,  legate  dalla  condizione  che  il  deter- 
minante delle  «vt  sia  ortogonale.  Secondo  che  questo  determi- 
nante è  uguale  a  -,-  1,  o  a  —  1,  il  movimento  è  di  prima,  o  di 
seconda  specie. 

Tutti  questi  movimenti  dello  spazio  euclideo  formano  un 
gruppo  continuo  finito  a  sei  parametri,  a  due  schiere  di  trasfor- 
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inazioni  e  si  distinguono  in  due  classi  ben  distinte.  Da  un  mo- 
vimento di  una  classe  si  può  passare  con  continuità  a  ogni  altro 
movimento  della  stessa  classe,  ma  non  a  un  movimento  dell'al- 
tra classe.  I  movimenti  della  prima  specie  formano  già  da  se  soli 
un  gruppo  continuo  (a  una  sola  schiera  di  trasformazioni),  che  è 
contenuto  nel  gruppo  totale  dei  movimenti  di  prima  e  di  seconda 
specie  come  sottogruppo  di  indice  2.  Invece  il  prodotto  di  due 
movimenti  di  seconda  specie  dà  origine  a  un  movimento  di  pri- 
ma specie,  cosicché  i  movimenti  di  seconda  specie  non  formano 
un  gruppo. 

Se  noi  prendiamo  invece  una  metrica  generica,  si  può  dimo- 
strare che  essa  non  ammette  nessun  movimento,  e  quindi  anche 
«  a  fortiori  »  nessun  gruppo  continuo  di  movimenti.  E  si  pre- 
senta quindi  la  questione,  di  trovare  tutte  le  metriche  partico- 
lari, che  ammettono  un  gruppo  continuo  di  movimenti.  Noi,  nel 
seguente  paragrafo,  ne  determineremo  una  classe,  che  ha  speciale 
importanza  per  le  ricerche,  che  dovremo  fare  più  avanti. 

Faremo  ancora  una  importante  osservazione  di  indole  generale. 

Noi  diciamo  che  una  metrica  è  reale,  se  ogni  linea  reale  ha 
sempre  una  lunghezza  reale,  positiva,  non  nulla.  Affinchè  questo 
avvenga  è  necessario  e  sufficiente  che  1'  elemento  lineare  sia  una 
forma  definita  positiva,  e  che  il  radicale  sia  preso  col  segno  -}-. 
Dicendo:  <^  forma  definita  positiva  »  intendo  che  l'elemento  lineare 
deve  essere  positivo,  quando  alle  Xi  si  dieno  valori  reali,  appar- 
tenenti al  campo,  ove  sono  definite  le  a,-,,,  e  ai  differenziali  d  Xi 
dei  valori  reali  non  contemporaneamente  nulli.  Ne  segue  in 
particolare  che  il  determinante  delle  «.^  {discriminante)  deve  es- 
sere differente  da  zero. 

Per  maggior  generalità  noi  potremmo  anche  supporre  che 
r  elemento  lineare  sia  una  forma  differenziale  F„  di  grado  m, 
anziché  una  forma   quadratica,  assumendo    poi,  per  definizione, 

come  lunghezza  di  una  linea  L  il  valore  dell'  integrale    /  \/ F„ 

L 
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esteso  alla  linea  stessa.  Queste  metriche,  o,  come  diremo  talvolta, 
queste  ipermefriche  coincidono  con  le  precedenti,  nel  caso  che 
m  =  2. 

Anche  ora,  se  vogliamo  supporre  la  metrica  reale,  dovremo 
ammettere  che  F„,  sia  una  forma  definita  positiva  dei  differen- 
ziali d  X,  e  in  particolare  quindi  che  m  sia  pari. 

Metriche  miste.  —  Siano  ora  date  più  metriche  definite  ri- 
spettivamente dagli  elementi  lineari  A^,  A^,  ....,  A^  tali  che  le 
variabili,  da  cui  dipende  uno  qualunque  di  questi  elementi  lineari 
siano  affatto  distinte  e  indipendenti  dalle  variabili,  da  cui  dipen- 
dono gli  altri  le  —  1  elementi  lineari.  Se  le  forme  differenziali 
Ai  {i  =  1,  2,  .  .  . .,  fc)  sono  dello  stesso   grado,  l'elemento    lineare 

A  =  1j\  Ai  (X..  =  cost.) 

definisce  una  nuova  metrica,  che  è  certamente  ita  le.  se  le  forme 
^1,  ....  .Ik  sono  forme  definite  positive  e  le  X  sono  costanti  po- 
sitive. Questa  metrica  si  dirà  una  metrica  mista  o  totale;  le  me- 
triche definite  dagli  elementi  lineari  Ai  si  diranno  metriche 
parziali. 

Siano  ora  Gì,  G^,  ....,  G^,  dei  gruppi  di  movimenti  rispetti- 
vamente nelle  metriche  definite  dalle  ^,.  A,^  . .  . .,  A^.  Le  varia- 
bili su  cui  opera  Gì  saranno  quelle  stesse,  da  cui  dipende  la 
forma  Ai.  Un  gruppo  misto  (§  4)  G,  i  cui  gruppi  parziali  sieno 
rispettivamente  dei  sottogruppi  di  6r,,  G.,,.....  G^,  o  eventual- 
mente coincidano  con  6r„  G^, ,  G^,  h  evidentemente  un  gruppo 

di  movimenti  nella  metrica  mista  definita  dall'elemento  lineare  A. 

Volume  in  una  metrica.  —  Sia  S  a^  dXi  dXkii,lc=l,2, ....,  n) 
l'elemento  lineare  definente  una  certa  metrica  in  uno  spazio  S. 
Con  I  a.t  I  noi  indicheremo  il  determinante  delle  af^  (discriminante 
della  metrica):  ciò  non  può  portare  ambiguità  con  la  notazione 
usata  per  indicare  il  modulo  di  una  quantità.  Sia  R  una  regione 
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di  S.  Noi  chiameremo  volume  di  R  nella  nostra  metrica  l' inte- 
grale del  valore  assoluto  di 

\/  ai,,   d  .r,  d  or.,  . . . .  d  x„ , 

quando  l'integrazione  sia  estesa  a  tutto  lì.  Questa  definizione 
non  è  che  la  generalizzazione  della  regola,  con  ,  cui  in  geometria 
euclidea  si  calcolano  i  volumi.  Ed  è  ben  facile  verificare  che  i 
volumi,  cosi  definiti,  godono  delle  seguenti  proprietà: 

1.  Il  volume  di  una  regione  R  è  sempre  positivo. 

2.  Il  volume  di  una  regione  R,  somma  di  due  regioni  R',  R", 
è  uguale  alla  somma  dei  volumi  delle  regioni  R\  R". 

3.  Il  volume  di  una  regione  R  è  indipendente  dalla  scelta  delle 
variabili  coordinate. 

Quest'ultima  proprietà  si  dimostra,  ricordando  la  regola,  con 
cui  si  trasformano  gli  integrali  multipli,  quando  si  cambino  le 
variabili  coordinate,  e  ricordando  la  proprietà  invariantiva  del 
discriminante  di  una  forma  quadratica,  che  si  enuncia  così: 

Se  S  «,fc  d  Xi  d  Xk  =  S  6,4  dj/i  dy^,  (essendo  le  x  funzioni  delle 
ly),  e  se  7  è  il  lacobiano  delle  x  rispetto  alle  _?/,  si  ha: 

1  &,*  1  =  I  «a  1  !'• 

Angolo  in  una  metrica.  —  Nello  spazio  eviclideo  due  direzioni 
uscenti  da  un  punto  0  formano  un  angolo  cp,  il  cui  coseno  è 
determinato  senza  ambiguità.  La  nota  formola  di  Carnot  per- 
mette di  esprimere  cos  sp  per  mezzo  di  distanze  geodetiche.  Se 
infatti  0  A,OB  sono  i  raggi  uscenti  da  0  secondo  le  direzioni 
citate,  e  se  A,  B  sono  due  punti  (uno  su   ciascun  raggio)  si  ha  : 

OA^^OB^  —  BA' 

Più  generalmente,  per  calcolare  l'angolo  :p  di  due  curve  qua- 
lunque, passati  per  un  punto  0,  si  prendano  due  punti  C,  D  (uno 
su  ciascuna  di  queste  due  curve).  Si  avrà 

cos  ^n  =  lim  OC'-^O  D^-CD' 

o  e  =  o  z)  =  «  ^  oc.  OD 
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dove  con  0  C,  0  D  indico  la  lunghezza  degli  archi  0  C,  0  D 
(Ielle  due  curve,  i  quali  diventano  infinite8Ìmi  dello  KteHHO  or- 
dine, e  con  CD  la  lunghezza  dell'arco  di  geodetica   ('  /). 

In  una  metrica  generale,  alla  parola  angolo  di  due  linee  noi 
non  abbiamo  dato  finora  un  significato  preciso.  E  se  noi  vo- 
gliamo conservare  l' analogia  con  lo  spazio  euclideo,  potremo 
assumere  la  seguente  definizione: 

Angolo  rp  di  due  linee  L,  L  uscenti  da  un  punto  0  è  quello, 
che  è  dato  dalla  formola  precedente,  dove  con  C,  D  indito  due 
punti,  scelti  uno  su  ciascuna  delle  linee  L,  L',  i  quali  si  fanno 
tendere  al  punto  0  come  punto  limite. 

L' angolo  cosi  definito  resta  determinato  a  meno  del  segno 
e  a  meno  di  multipli  di  2  ti.  Per  calcolarlo,  useremo  senz'  altro, 
per  brevità,  il  metodo  infinitesimale. 

Se  ^  ai,,d  XidX:,  è  l'elemento  lineare  della  nostra  metrica  e 
rr„  Xt  -\-  d  X{,  X-,  -\-  5  Xi  sono  le  coordinate  del  punto  0,  e  dei  punti 
G,  D,  che  si  possono  supporre  infinitamente  vicini  ad  O,  allora 
avremo,  a  meno  di  infinitesimi  di  ordine  sliperiore, 

0  C^  =  S  a,4  rf  Xi  d  x„, 

C  1)2  =  S  aa  (dXi  —  S  Xi)  {dXk  —  5  Xu)i 

quando  con  a,t  ^^  indichino  i  valori  delle  «.j  nel  punto  O  (*)  e 
quindi  sarà 

2  «.i  dXfhXi  _ 


cos  ro  = 


y2  ^ik  dXid  Xt  |/2  ^«  5  ^'  ^  ^» 


Dalla  formola  precedente  si  deduce  tosto  che  l'angolo  di  due 
direzioni  non  muta,  se  si  moltiplica    l'elemento   lineare   per  un 


(*)  Nell'ultima  di  quest**  tw  u<;iiiixli:uizc  <'<m  o.^t  iu>i  (lovivniiiio  in- 
tendere i  vrtloi'i  delle  fl«  nel  punto  D.  Se  però,  rome  supponemmo,  \v  att 
sono  continue  in  O,  noi  possiamo  aiidic  iiella  terzii  formola,  <'onn»  nelle 
precedenti,  indicare  con  «^  i  valori  delle  «j^  nel  punto  O.  Gli  intìiìitesinii 
così  trascurati  sono  infinitesimi  di  ordine  superiore. 
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qualsiasi    fattore    finito  M,  funzione    di   Xx  x.,  .  .  . .  x^,  ossia  se  si 

assume 

M  S  eia  d  .T,  d  X,, 

come  elemento  lineare. 

Se  due  spazii,  in  ciascuno  dei  quali  è  definita  una  metrica, 
sono  in  una  corrispondenza  biunivoca,  che  conserva  gli  angoli, 
si  dice  che  i  due  spazii  sono  in  corrispondenza  conforme.  In 
particolare  dunque  uno  spazio,  il  cui  elemento  lineare  è  del  tipo 

M  11  dx] 

è  in  corrispondenza  conforme  con  lo  spazio  euclideo,  il  cui  ele- 
mento lineare  è  S  rf  xj- ,  quando  si  considerano  come  omologhi 
i  punti  di  uguali  coordinate. 

Osservazione.  —  I  movimenti  in  una  data  metrica  conservano 
evidentemente  non  solo  le  lunghezze,  ma  anche  le  geodetiche, 
gli  angoli,  i  volumi. 

Osservazione.  —  Talvolta  le  variabili  x,  da  cui  dipende  l'ele- 
mento lineare  di  una  metrica,  non  si  assumono  come  indipen- 
denti ;  e  si  suppone  invece  che  esse  siano  legate  da  un  certo 
numero  di  relazioni  finite.  Naturalmente  si  suppone  allora  che 
i  differenziali  d  Xt  siano  legati  dalle  relazioni  che  si  ottengono 
differenziando  quelle  assegnate  nelle  x.  Le  considerazioni  su 
svolte  per  1'  angolo  di  due  direzioni,  e  la  formola  sopra  trovata 
continuano  a  valere  anche  in  questo  caso  più  generale. 

§  7.  —  Classi  particolari  di  metriche. 

Questo  paragrafo  è  dedicato  allo  studio  di  alcune  relazioni, 
che  passano  tra  i  gruppi  di  ,  movimenti  in  certe  metriche  spe- 
ciali, e  i  gruppi  di  trasformazioni  lineari  intere  omogenee  su  n 
variabili  x^^  x.^^- ,  rr„,  che  noi  potremo  considerare  come  coor- 
dinate omogenee  in  uno  spazio  lineare  S. 

Noi  studieremo  dapprima  un  caso  particolare,  che  ci  servirà 
come  preparazione  allo  studio  del  caso  più  generale. 
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Sia  G  un  gruppo  di  trasformazioni  lineari  intere  omogenee 
sulle  Xi,  le  quali  trasformino  in  sé  stessa  una  forma  V(Xi,  oj^,  . . . . ,  a?,) 
di  grado  m  nelle  stesse  variabili.  Siano  ;/,  e  Z;  due  sistemi  di 
variabili  cogrecUenti  al  sistema  delle  a;,;  p.  «"s.  le  coordinate  di 
due  punti  qualunque  in  S.  Avremo  evidentemente  che 

se  dalle  y  e  dalle  z  si  passa  alle  y',  z'  precisamente  mediante 
una  stessa  di  quelle  trasformazioni,  che  mutano  in  se  stessa  la 
forma  V.  E  di  più  la  precedente  uguaglianza  sarà  identica  nei 
parametri  À,  ja.  Se  ordiniamo  ciascuno  dei  due  membri  secondo  le 
potenze  di  |x,  e  paragoniamo  poi  i  coefficienti  di  [i'(.'?=0,  l,....,m), 
otterremo  : 

(^1 4i  +  ••••+ '^-  a  Ir  J  ^'(^"  •  •  •  •  '  y^^  = 

Indicando  i  due  membri  di  questa  uguaglianza  rispetti va^ 
mente  coi  simboli  F,{Zi\y,)  e  F,iZi\y'i),  potremo  scrivere  la  se- 
guente identità 

F.izr^yò  =  F.{z'r,y\). 

Osserviamo  ora  che  i  ditferenziali  dx^  formano  un  sistema 
di  variabili  cogrediente  al  sistema  delle  variabili  x,;  cosicché 
dalla  detta  uguaglianza  deduciamo  in  particolare  :  . 

F,(dx,,x,)  =  F.{dx\\x\) 
(s  =  0,  1,  . . . .  m). 

Dunque  V  espressione  F,{d  Xi]  x^,  che  è  una  forma  differen- 
ziale di  grado  s,  è  trasformata  in  sé  stessa  dalle  trasformazioni 
del  gruppo  G. 

Noi  potremo  ora  fissare  il  fattore  di  proporzionalità  per  le 
coordinate  omogenee  Xt  di  un  punto  generico  dello  spazio  S  in 
guisa  che  la  forma  V{x^, a?,)  acquisti  un  certo  valore  co- 
stante K  non  nullo:  poiché  le  trasformazioni  di  G  non  mutano 
la  forma   V,  le  quantità  x't,  trasformate  delle  x  per  una  trasfor- 

s 
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inazione  di  6r,  soddisferanno  ancora  alla  stessa  relazione  V{x')  =  K. 
Dalla  relazione  V  (oc)  =  AT  si  deduca  il  valore  di  una  delle  x, 
(p.  es.  della  a^i)  in  funzione  delle  altre  variabili  x  (delle  x^,  x^^ ....,  a?„), 
che  noi  potremo  riguardare  come  variabili  indipendenti.  Sosti- 
tuendo poi  nella  F,{Xi\  dx^  alla  x^  e  alla  d  x^  ì  valori  che  se 
ne  ricavano  in  funzione  delle  x^, ....,  x„,  d  X2j  ....■,  d  x„,  otter- 
remo una  forma  differenziale  <3>,  dello  stesso  grado  in  w  —  1  va- 
riabili affatto  indipendenti. 

Una  trasformazione  di  G  dà  luogo  cosi  ad  una  trasformazione 
sulle  sole  variabili  «g,  .  .  .  .  «„•  E  queste  trasformazioni  formano 
chiaramente  un  gruppo  T  isomorfo  a  G  (oloedricamente  o  me- 
riedricamente).  Per  il  teorema  precedente  le  trasformazioni  di  F 
trasformano  in  sé  stesse  le  forme  $,.  Il  gruppo  T  è  dunque  un 
gruppo  di  movimenti  nella  metrica,  che  si  defifiisce  assumendo 
una  di  queste  forme  <!),,  moltiplicata  per  una  qualsiasi  costante  A, 
come  elemento  lineare. 

Noi  abbiamo  qui  assunto  le  x^,  x^,  .  .  .  . ,  x„  come  variabili  in- 
dipendenti :  si  potrebbero  però  assumere    invece   a   variabili  in- 
dipendenti le  ^,.  ^  -^  (i  =  1,  2,  .  .  .  .,  w  —  1).  Con  questa  scelta 
x„ 

delle  variabili  indipendenti  abbiamo  il  vantaggio  che  il  gruppo  G 
diventa  un  gruppo  di  trasformazioni  ancora  lineari  (ma  fratte) 
sulle  variabili  indipendenti  ^f. 

Ma  ora  ci  chiediamo:  quando  mai  la  metrica,  cosi  definita,  è 
reale?  ossia:  quando  la  forma  ^  O,  è  una  forma  definita  e  posi- 
tiva? Ciò  avviene  allora  e  allora  soltanto  che  h  O,  sia  sempre 
reale  e  maggiore  di  zero  per  valori  reali  delle  x^,  .  . .  . ,  x„j  e  per 
valori  reali  non  contemporaneamente  nulli  dei  differenziali  dx. 
Ma  ora  ricordiamo  che  h^,  =  h  F.^  quando  si  suppongano  le  x 
legate  dalla 

V(X):=K, 

e  i  differenziali  rfic  legati  dall'unica  relazione  (che  si  ottiene 
differenziando  la   V  =  K) 

dV='Z,~dxt  =  F,(dx:x)=0. 

i    dXi  1  V  7       / 
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La  forma  li  ^,  sarà  dunque  una  forma  definita  positiva,  se 
la  forma  lì  F,  assume  soltanto  valori  reali  e  positivi  per  valori 
reali  delle  a?,,  e  per  valori  reali  non  tutti  nulli  dei  differenziali 
dXi  (i  =  1,  2,  .  . .  .,  n\  soddisfacenti  alle  precedenti  equazioni.  Ciò 
avviene  (tutt'al  più  mutando  il  segno  di  K)  soltanto  quando  sono 
soddisfatte  le  seguenti  condizioni  :  la  forma  V  sia  a  coefficienti 
reali;  a  sia  un  intero  pari;  la  forma  ii^,  (2;  a?)  non  si  annulli  mai 
per  valori  reali  delle  x,  e  per  valori  reali,  non  tutti  nulli  delle 
z,  soddisfacenti  alle  due  equazioni: 

V{Xt)  =  K  S  ^-^2,  =  F,  (2;  X)  =  0. 

•     cXf 

Queste  equazioni  si  deducono  da  quelle  scritte  più  sopra, 
ponendo  z,  al  posto  dei  differenziali  d  X(. 

In  altre  parole  le  condizioni  necessarie  e  sufficienti  affinchè 
la  metrica  considerata  sia  reale  sono  le  seguenti  : 

I.  La  forma   V  sia  a  coefficienti  reali. 

IL  .s'  sia  pari  (p.  es.  s  =^  2  t), 

III.  le  varietà  F,  (z;  x)  =  0,  jF\  (2;  x)  =  0  (dove  si  considerino 
le  z  come  coordinate  correnti)  non  abbiano  punti  reali  comuni. 

Questa  ultima  condizione  si  può  interpretare  geornetricamente 
nel  seguente  modo,  appena  si  ricordi  che  F,  (z;  x)  =  0  rappre- 
senta la  (m  —  ^.)-"""«  varietà  polare  del  punto  (x)  rispetto  alla 
varietà    V  =  0. 

La  forma  F.^,  {dx;  x)^  considerata  come  elemento  lineare,  defi- 
nisce una  metrica  reale  soltanto  in  quella  regione  (se  pure  esiste) 
dello  spazio  ambiente,  i  cui  punti  godono  della  proprietà  che  il 
loro  iperpiano  polare  e  la  loro  (m  —  2  f)"'""  varietà  polare  ri- 
spetto alla  ipersuperfìcie   F  =  0  7ion  hanno  punti  reali  comuni. 

Se  m  è   pari,  possiamo   anche    porre  ^  =  ^y  ,  intendendo,  in 

modo  conforme  alle  nostre  convenzioni,  che  F^  (2;  x)  sia  pro- 
porzionale a  V  (2),  ossia  che  la  ipersuperficie  F  =  0  sia  la  zero- 
esima  varietà  polare  di  un  punto  qualunque  rispetto  alla  stessa 
ipersuperficie   T''  =  0.  Questo  fatto  ci  interessa  specialmente  nel 
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caso  che  m  =  2,  ossia  nel  caso  clie  V  sia  una  forma  di  secondo 
grado.  Le  metriche  corrispondenti  sono,  come  vedremo  più  a- 
vanti,  le  metriche  a  curvatura  costante,  che  abbiamo  già  citato 
al  §  6.  Intendendo  che  le  x  siano  variabili  legate  da  una  relazione 

V  (x)  =  S  a,-ft  Xi  Xn  =  K  (a,.ft,  K  =  cost.) 

i,  h 

dette  metriche  sono  definite  da  un  elemento  lineare  Ji  V(dx), 
dove  h  è  una  costante. 

Insieme  alle  metriche  ora  citate,  noi  ne  possiamo  trovare 
altre,  per  cui  il  gruppo  G  è  ancora  un  gruppo  di  movimenti. 
Le  forme  F,  {z;  x)  sono  forme,  la  cui  proprietà  essenziale  dal 
nostro  punto  di  vista  è  quella  di  essere  trasformate  in  se  stesse 
da  ogni  trasformazione  lineare  che  muta  in  se  stessa  la  forma 
V,  appena  si  considerino  le  z,  x  come  variabili  cogredienti. 

Se-  L  {z;  x)  è  una  qualunque  forma,  che  gode  dì  questa  pro- 
prietà, allora  evidentemente  il  gruppo  G  si  potrà  considerare 
come  gruppo  di  movimenti  della  metrica,  definita  assumendo 
h  L  {dx;  x)  (h  =  cost.)  come  elemento  lineare,  e  intendendo  che 
le  X  siano  variabili  legate  dalla  relazione  V  (x)  =  K.  Questa 
metrica  sarà,  come  precedentemente,  reale  (se  L  ha  coefficienti 
reali  e  se  il  grado  di  L  nelle  variabili  2  è  un  numero  pari)  in 
tutta  quella  regione  dello  spazio  ambiente  (ammesso  che  una 
tal  regione  esista),  i  cui  punti  x  godono  della  proprietà  che  le 
ipersuperficie 

L(0;^)  =  O,  Sg^^.—  O 

(dove  lessiano  le  coordinate  GorrerLÌi)?ion  hanno  punti  reali  comttni. 
Osserviamo  che  facilmente  possiamo  determinare  alcune  forme 
L  {z;  x)  trasformate  in  se  da  ogni  trasformazione  di  G.  Tale  è 
p.  es,  la  forma,  che,  uguagliata  a  zero,  rappresenta  (se  si  consi- 
derano le  z  come  coordinate  correnti)  il  cono  proiettante  da  un 
punto  X  V  intersezione  di  due  varietà  polari  dello  stesso  punto  x 
rispetto  alla  F  =  0.  Se  il  grado  di  questo  cono  è  pari,  e  se  esso 
oltre  al  punto  x  non  contiene  alcun  altro  punto  reale,  almeno 
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quando  il  punto  x  si  trova  in  una  certa  regione  R  dello  spazio 
ambiente,  allora  la  nostra  metrica  si  potrà  supporre  reale  in  li. 

Applicheremo  ora  i  risultati  testé  ottenuti  ai  gruppi  V  di 
trasformazioni  lineari  intere  omogenee  reali  su  n  variabili 
iCi,  ic^, ....,  a;„,  che  al  solito  potremo  considerare  come  coordinate 
omogenee  in  uno  spazio  S,  per  il  caso  che  non  si  sappia  se  il 
gruppo  r  considerato  trasforma  o  non  trasforma  in  se  stessa 
una  forma   V  delle  variabili  x. 

Noi  supporremo  senz'  altro  che  ogni  trasformazione  di  F  sia 
unimodulare,  ossia  che  il  determinante  formato  coi  coefficienti 
di  una  qualsiasi  trasformazione  di  T  sia  uguale  all'  unità.  In  tal 
caso,  se  una  trasformazione  di  V  porta  una  forma  delle  varia- 
bili X  in  un'altra,  gli  invarianti  della  forma  iniziale  sono  uguali 
ai  corrispondenti  della  forma  trasformata/E  in  particolare,  se 
la  forma  iniziale  è  quadratica,  il  suo  discriminante  resta  inalte- 
rato per  tutte  le  trasformazioni  di  F. 

Sia  A  =  ^  tti^  dX{  d  x^  (an,  =  a„)  la  più  generale  forma  qua- 
dratica nelle  x.  Una  proiettività  di  F  porterà  la  forma  A  in  una 
forma  A'  =  H  a'i^  ^i  oCt  ;  i  coefficienti  «'«  di  A'  saranno  funzio- 
ni lineari  intere  omogenee  dei  coefficienti  af..  di  A,  e  il  discri- 
minante I  «rt  I  di  A  sarà  uguale  al  discriminante  |  a'a  \  di  A'. 

In  altre  parole,  se  noi  pensiamo  i  coefficienti  a,,  come  coor- 
dinate omogenee  di   uno    spazio  S  a      ^    Z^ — -  —  1  dimensioni, 

allora  in  questo  spazio  alle  proiettività  di  F  corrisponderanno 
delle  proiettività  formanti  un  gruppo  (r,  isomorfo  a  F,  il  quale 
trasforma  in  sé  stessa  la  forma   V  =  \  a,..  |  delle  variabili  «j,. . 

Possiamo  dunque  applicare  al  gruppo  G  i  risultati  preceden- 
temente ottenuti.  E  in  particolare  deduciamo  che  nello  spazio  «V 
il  gruppo  G  si  potrà  considerare  come  gruppo  di  movimenti 
per  la  metrica  definita  dall'elemento  lineare 

hK,  {d  a;  a)=  h  2j  -f  '  'l'*  '     ^  «'-  d  «p,         [h  =  cost.), 

t.m.p.q     C  tti^  a  a™ 
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quando  si  immagini  che  le  a^.  siano  legate  da  una  relazione 

I  a,-i  1  =  cost. 

È  ora  importante  trovare  una  regione  R  di  8,  in  cui  questa 
metrica  è  reale.  Sia  A  una  determinata  forma  quadratica  defi- 
nita positiva  delle  x.  Ridotta  a  forma  canonica,  essa  sarà  del 
tipo  : 

a  S  xi  {a  =  cost.). 

Per  eseguire  la  riduzione  a  forma  canonica,  si  sono  trasfor- 
mate le  X  con  una  proiettività  reale  unimodulare,  alla  quale 
corrisponde  una  proiettività  reale  sulle  a^  (in  S\  che  trasforma 
in  se  stessa  la  forma  V  =  \  a  a  |  .  Le  forme  F^  {z;  a\  F^  (z;  a) 
diventano  rispettivamente  le  forme  analoghe  costruite  per  la 
nominata  forma  canonica;  e  quindi,  a  meno  di  un  fattore  co- 
stante, sono  date  da  : 

S    {Zu  Z,,  —  2:,)  =  \  (S  ZuY  —  è  S  4  -  S  4, 

i,k  i  i  i,k 

21  Za. 

Ponendo  F-^  {z;  a)  =  0  V  equazione  F.^  (z;  a)  =  0  diventa 

I    S  4  +  S  2:.  =  0. 
.•  ih 

E,  limitandoci  a  quantità  reali,  ne  deduciamo 

Za  ^=  2j;s  =  *J« 

Le  varietà  F^  (z;  a)  =  0,  jPg  (z;  a)  =  0  non  hanno  perciò  punti 
reali  comuni  :  e  quindi  si  ha  :  Un  gruppo  qualunque  di  proiettività 
reali  in  uno  spazio  S  si  può  considerare  come  gruppo  di  movi- 
menti reali  in  una  metrica  esistente  in  uno  spazio  S  e  determinata 
da  una  forma  quadratica  differenziale.  Questa  metrica  è  reale 
in  una  ceì'ta  regione  R  di  S.  Lo  spazio  S  è  quello  spazio,  i  cui 
punti  reali  corrispondono  biunivocamente  alle  quadriche  dello  spa- 
zio S,  che  hanno  un'  equazione  a  coefficienti  reali.  La  R  è  quella 
regione  di  S,  i  cui  punti  reali  corrispondono  ad  ellissoidi  total- 
mente immaginarii  di  S  (ma  che  ciononostante  hanno  un'  equa- 
zione a  coefficienti  reali),  ossia  a  quadriche,  la  cui   equazione  si 
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ottiene  uguagliando  a  zero  una  forma  definita  delle  variabili  omo- 
genee   coordinate  in  S* 

Cosi  p.  es.,  se  w  =  2,  al  gruppo  continuo  (a  tre  parametri) 
generato  da  tutte  le  proiettività  reali  di  una  retta  in  se  stessa, 
corrisponde  una  metrica,  determinata  da  un  elemento  lineare  del 
tipo  : 

(h  =  cost.)  h  {daii  da^^  —  da\.^ 

dove  «11,  «22,  «12  sono  tre  variabili  legate  da  una  relazione 
a-y,  —  «11  «22  ^^=  cost. 

Posto  «12  =  y^ ,  r^u  +  «22  =  2  y.,,  «n  —  «22  =  'iy^2,  le  y  sa- 
ranno legate  dalla: 

y\  +  y\  —  ìjl  =  cost. 
e  l'elemento  lineare  in  discorso  sarà  proporzionale  a 

dyi  -}-  dyl  —  dyl. 

Questa  metrica,  per  quanto  abbiamo  visto,  si  potrebbe  anche 
dedurre  dalla  considerazione  delle  proiettività  del  piano  in  se 
stesso,  che  lasciano  fissa  una  forma  quadratica  V{y)  =  2/J  +  y\  —  yl- 
Infatti,  con  questa  definizione  di    F,  si  ha 

\  F^  {d  y;  y)  =  dy\-\-  d  y'i  —  d  yl . 

E  in  modo  analogo,  ponendo  n  =  3,  4,  6,  tì  . . . .  troveremmo  che 
il  gruppo  formato  da  tutte  le  collineazioni  reali  in  uno  spazio  a 
2,  3,  4  ... .  dimensioni  si  può  considerare  come  gruppo  di  movi- 
menti reali  in  una  metrica  reale   di   uno   spazio  a  5,  1),  14 

dimensioni. 

Noi  siamo  giunti  a  queste  metriche  particolari,  studiando 
come  un  gruppo  proiettivo  reale  su  date  variabili  a;  trasforma  le 
forme  quadratiche  nelle  variabili  x;  a  gruppi  analoghi,  ma  meno 
semplici,  giungeremmo  studiando  come  sono  trasformate  le  for- 
me V  di  grado  qualunque  nelle  x.  L' ufficio,  che  nelle  precedenti 
ricerche  aveva  il  discriminante  |  ««  |  sarebbe  compiuto  da  un 
qualsiasi  invariante  delle  F.  Non    importa    neanche  di    conside- 
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rare  tutte  le   forme   V  di   uno    stesso    grado.   Basta  limitarci   a 

considerare  un  sistema  di  forme  V,  tale  che  ogni  proiettività  di 

G  muti   una  forma  del  sistema   in   un'altra   forma   del   sistema 

stesso. 

Di  questo  principio  generale  faremo  ora  una  applicazione 
specialmente  importante.  Sia  T  un  gruppo  qualunque  di  trasfor- 
mazioni lineari  omogenee  unimodulari  complesse  su  n  variabili 
?ij  ?27  •  •  •  •?  ^»'  Potremmo  applicare  a  T  le  precedenti  considera- 
zioni; ma  con  ciò  dovremmo  nel  caso  attuale  ricorrere  a  metri- 
che non  reali.  L' inconveniente  si  evita  p.  es.  nel  seguente  modo: 
consideriamo  l'insieme  delle  forme  Hermitiane  V=  S  a,,,  ^,.  ^°,  dove 
fli,  =  ali  7  6  dove  con  « ■.. ,  ^°  indichiamo  le  quantità  immaginarie 
coniugate  delle  c^,-,,,  ^,,,  conformemente  a  una  convenzione  già  fat- 
ta (§  4,  pag.  16).  Il  sistema  di  tali  forme  F,  considerate  come 
forme  quadratiche  della  parte  reale  e  della  immaginaria  delle 
variabili  ^,  gode  precisamente  della  proprietà,  cui  più  sopra  ac- 
cennammo; che  cioè  ogni  proiettività  di  T,  considerata  come  una 
trasformazione  lineare  sulla  parte  reale  e  sulla  parte  immagina- 
ria delle  ^,  trasforma  ogni  forma  del  tipo  precedente  in  una 
forma  dello  stesso  tipo. 

Prendiamo  ora  come  coordinate  omogenee  (in  uno  spazio  S  a 
ìf  —  1  dimensioni^  precisamente  le  Uu  (che  son  tutte  reali,  perchè 

a,..  =:  a-,)  e  le     ^''   ]^ — -  ,     '*      . — -  (che    sono    pure    reali,   poiché 

ci'ik  =  Citi)-  In  questo  spazio  S  noi  otteniamo  un  gruppo  G  di 
proiettività  reali  che  lascia  fìssa  la  forma  V  =  \  aa,  \  .  Se  ne 
deduce,  e.  s.,  che  nello  spazio  S  noi  otteniamo  cosi  un  gruppo 
di  movimenti  in  una  metrica  reale  in  quella  regione  R  di  S,  i 
cui  punti  sono  immagine  di  forme  definite. 

In  particolare,  se  n  =  2,  noi  otteniamo  un  gruppo  di  proiet- 
tività in  uno  spazio  a  4  —  1  =  3  dimensioni,  il  quale  lascia  ivi 
fissa  la  ipersuperfìcie 

^11  ^'22  —  ^v^  (f-n  =^  ^• 
jrOStO   a^-^  - —  yjj ,   ^22  —  '^2ì   ^12  —  '^3  ~T~  ^  *^4?      21  ~^^^     3  ^i.ì 
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1'  equazione  di  questa  ipersuperficie  diventa 

2'i  iCg  —  [;X\  -7-  X\)  =  U. 

Poiché  Xi,  x^,  x^,  a?4  si  devono  intendere  come  coordinate 
reali,  questa  è  precisamente  una  quadrica  reale  W.  Il  nostro 
gruppo  diventa  cosi  un  gruppo  di  movimenti  per  la  metrica 
determinata  da  h  {dx^  dx^  —  dx:^  —  ^^^4)  {h  =  cost.)  dove  le  Xi 
sono  variabili  legate  dalla  relazione 

1       2  **  •*       •'•   COSI» 

E  questa  metrica  è  reale,  se  si  dà  ad  Ji  un  segno  opportuno, 
in  quella  regione  di  S,  formata  dai  punti  interni  alla  quadrica  W. 

Questa  metrica,  per  quanto  abbiamo  visto  nella  prima  parte 
del  presente  paragrafo,  si  potrebbe  anche  dedurre  dalla  conside- 
razione di  quelle  proiettività  dello  spazio,  che  trasformano  in  sé 
la  forma  quadrica 

In  tal  caso  è  infatti 

h  F2  {dx;  x)  =  dxi  dx-i  —  d  xl  —  dxi. 

In  modo  analogo,  ponendo  n  =  3,  4,  . . . .,  troveremmo  che  il 
gruppo  formato  da  tutte  le  collineazioni  complesse  in  uno  spazio 
rt  2,  B,  ....  dimensioni,  si ptuò  considerare  come  gruppo  di  movimenti 
reali  in  una  metrica  reale  di  uno  spazio  «  8,  lo  ... .  dimensioni. 

§8.-1  sgruppi  iperfuchsiani. 

Nell'ultima  parte  del  precedente  paragrafo  abbiamo  studiato 
i  gruppi  più  generali  di  trasformazioni  lineari  intere  omogenee 
su  n  variabili,  a  coefficienti  reali  o  complessi.  Nella  prima  parte 
abbiamo  studiato  il  caso  particolare  di  un  gruppo  G  di  tra- 
sformazioni cosifatte,  il  quale  trasformi  in  se  stessa  una  for- 
ma V  {Xl,  X.J,,  .  .  .  .,  Xn).  E  abbiamo  visto  che,  se  le  trasforma- 
zioni di  G  sono  reali,  esse  si  possono  considerare  come  movi- 
menti reali  in  una  metrica,  in  cui  sono  variabili  coordinate  le 
^  {i  =  1,2,  ....,«-  1). 

Xn 
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A  un  risultato  analogo  vogliamo  ora  giungere  nel  caso  di 
gruppi  6r  di  trasformazioni  lineari  intere  omogenee,  reali  o  com- 
plesse, sulle  n  variabili  x. 

Comincieremo  dal  caso  più  importante  di  un  gruppo  G  iper- 
fuchsiano  intero,  di  un  gruppo  cioè,  le  cui  trasformazioni  lasciano 
invariante  una  forma  Hermitiana 

S  au  Xi  Xi        {aa  =  <•)• 

Sia  F  una  trasformazione  generica  del  gruppo  G.  Se  le  y^ 
sono  un  sistema  di  variabili  cogredienti  alle  x,  allora,  quando 
le  Xi  subiscono  una  trasformazione  P  di  G,  le  ?/•  subiscono  la 
trasformazione  Po,  i  cui  coefficienti  sono  immaginarli  coniugati 
dei  coefficienti  omologhi  della  P.  Quindi  la  forma 

S  aa  Xi  Ifi 

resta  trasformata  in  se  stessa.  Per  simmetria  anche  la  forma 
S  ttii  ìji  x°  resta  trasformata  in  sé  stessa  ;  e  altrettanto  avverrà 
dunque  della 

S  ttii  ìji  x°  S  a„  Xi  yl. 

Questa  espressione  è  evidentemente  reale  per  tutti  i  valori 
reali  e  complessi  delle  variabili  x,  y.  Supponiamo  che  le  x,  y 
siano  coordinate  di  due  punti  dello  spazio  ambiente;  e  immagi- 
niamo (in  modo  analogo  a  quanto  si  fece  più  sopra  per  le  va- 
rietà algebriche^  che  sia 

S  a,,  Xi  xi  -=  K  ^j^^  ^^y^^  ^^^^^^ 
2j  au  yi  y1  =  K 
L'  espressione 

A    X    /S  ^n   Vi  '^"   2i  ^ii   Xj  Vi     Il 

~        \S  ««   Xi  Xi    S  CLii   Vi  Vi  ) 

(h  =  cost.  reale) 

è  reale  per  tutti  i  sistemi  di  valori  reali  e  complessi  delle  x,  y 
ed  è  trasformata  in  se  stessa  dalle  operazioni  di  G.  Questa 
espressione  è  chiaramente  omogenea  di  grado  nullo  nelle  a:;,-,  i/j, 
X'it  yt:  quindi  essa  è  funzione  dei  soli  rapporti 

^.  =  •''',  i=^'         (^  =  1,2,  ..../*  — 1) 

Xn'     ^'  Vn 
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e  dei  rapporti  immaginarli  coniugati.  PoBto  quindi: 

f  '  =  ««'  f  «■  ^'  ) 

[.  (^  =  1,  2,  ....,« -1), 

=   Ut  -]-  «  Vt  > 

Un 

la  espressione  ^  diventa  una  funzione  reale  delle  u,  v,  u,  v,  ehe 
noi  indicheremo  con  A  (u,  v;  u,  v),  e  che  non  muta  di  valore, 
scambiando  u,  v  con  u,  v-  Al  gruppo  G  di  trasformazioni  sulle 
X  corrisponde  un  gruppo,  che  indicheremo  ancora  con  G,  di 
trasformazioni  lineari  fratte  sulle  5,  il  quale  è  un  gruppo  iper- 
fuclisiano  (fratto)  (§  4,  pag.  16)  (*).  Il  gruppo  G  individua  natural- 
mente un  gruppo,  che  ancora  indicheremo  con  G,  e  ancora  chia- 
meremo iperfuchsiano  (**),  di  trasformazioni  reali  sulle  u,  v, 
le  quali  lasciano  invariata  la  A  (ti,  v;  u,  t?). 

Se  noi  supponiamo  che  le  y  siano   infinitamente  vicine   alle 
X,  e  poniamo  |<  =  ^«  -f-  d^,,  la 

/(S  a,,  l  ??  -h  S  a„,  E?  -h  S  a,„  ^  -+-  «„„)  ^S  «,  ^,  f^r  -f-  S  a,, ^"r  +  S  «,„ l",  -f  «„) 
si  riduce,  a  meno  di  infinitesimi  d'ordine  superiore,  alla: 

(Sa,,  ?,  ?r  -h  Sa„,  ?r  4-  S  «,„  ?,  -f-  a„„y 

che  è  una  forma  differenziale  quadratica  delle  d^,  d^°. 

Ed  evidentemente    quindi,  se   noi    in  A  (m,  v;  m,  v)  poniamo 
u  '=  u  -]-  du,  V  =  V  -h  dv,  \r  A  si  riduce  a  una  forma  differen- 


(*)  Esso  trasfoniiii  in  sé  stt'ssu  1'  equazione  (ct'r.  fonuiila  (5),  $  4)  : 

»-l  »-t  n-l 

2  «.V  ^*  ^r  +  H  «„,  ?r  +  S  «:,  ^,  +  «,„  =  o. 
i  1=1  i-i 

(**)  Ciò  non  può  geueiare  eviilenteiuente  alcuu  errore. 
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ziale  quadratica  nei  du,  e?  »  (a  coefficienti  reali).  Noi  potremo 
assumere  una  tale  forma  come  elemento  lineare  in  una  metrica 
dello  spazio  a  2  (w  —  1)  dimensioni,  in  cui  le  w,  v  sono  coordi- 
nate non  omogenee. 

Il  gruppo  G  diventa  un  gruppo  di  movimenti  reali  in  que- 
sta metrica. 

Per  riconoscere  poi  quando  questa  metrica  è  reale,  comin- 
cieremo  coli' osservare  che  due  forme  Hermitiane,  da  una  delle 
quali  si  passi  all'  altra  mediante  una  trasformazione  lineare  sulle 
variabili  indipendenti,  definiscono  due  metriche,  i  cui  elementi 
lineari  sono  forme  equivalenti;  queste  metriche  sono  perciò  con- 
temporaneamente reali,  o  non  reali.  Di  una  tale  trasformazione 
lineare  ci  potremo  servire  per  ridurre  la  nostra  forma  Hermi- 
tiana  Q  =  S  a^  Xi  x°  a  forma  canonica.  Per  far  questo  si  ope- 
rerà in  modo  analogo  a  quanto  si  fa  per  le  ordinarie  forme 
quadratiche.  Si  ha  l'identità 

Q  =  S  a«  Xi  Xl  =  «11  Vi  Ul  +  Qi 
dove 

Vi  =  X,  -4-  J'  X.,  -f-  -'^  3.3  -+-....+    -    X, 


e  Qi  è  una  forma  Hermitiana  delle  sole  n  —  1  variabili  x.,,  X-^, 
....,a^„,  che  potremo  indicare  con  ^ba  XiX'ì^  dove 

r     ^  (^ii   O'ìi    (f'ii  ttn  (^n  f^u 

Un  —  Un  -  — —    — . 

«Il  dn 

Sulla  Qi  potremo  usare  un  procedimento  analogo,  ponendo 
Q2  =  &22  //2  y-z  +  Qa 


dove 


1/2    X^    ~r   jT—    iX/Q   "T"    ....   ~T"   -f        Xn 


e  Q3  è  una  forma  delle  sole  variabili  Xq,  x^,  . . . .,  iP„. 
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Così  proseguendo,  otterremo  infine  una  formola  del  tipo: 

(8)  Q  =  S  a,  Vi  ij°        (a  —  coat.) 

dove  le  ?/,  sono  nuove  variabili,  legate  alle  x  da  una  trasforma- 
zione lineare  unimodulare.  In  particolare  si  avrà 

a,  =  a,, ,  a,  =  K^  =  ^ii  «22  -  ^i«  <»2_i  ^  ecc. 

Affinchè  poi  Q  abbia,  per  valori  non  tutti  nulli  delle  va- 
riabili indipendenti,  sempre  uno  stesso  segno,  le  a  dovranno  a- 
vere  tutte  lo  stesso  segno.  E  in  particolare  «„  dovrà  avere  il 
segno  di     "  -**-  ~  J*  _JJ  .  Permutando  gli  indici  1,2, ,  w,  tro- 

veremo  che  affinchè  Q  abbia  sempre  uno  stesso  segno  è  condizione 
necessaria  che  le  «,,  abbiano  tutte  uno  stesso  segno  e  che  le  quati- 
tità  a«  a,i  —  rt„  ttn  siano  tutte  positive. 

Premesse  queste  osservazioni,  ritorniamo  alle  nostre  metriche. 
Per  quanto  abbiamo  detto,  noi  potremo  supporre  la  nostra  forma 
Hermitiana  ridotta  alla  forma  canonica  (8). 

Ponendo  $..  =  ^'  (7  =  1,  2, ,  n  —  1),  l'elemento  lineare  della 

metrica  corrispondente  sarà  del  tipo: 

Il  fatto  che  nella  formola  precedente  i  coefficienti  a,  non 
hanno  un  ufficio    simmetrico  dipende    da    ciò,  che  noi    abbiamo 

assunto  i  rapporti  *  '  a  variabili  coordinate.  Se  noi  invece  aves- 
simo scelto  come  variabili  coordinate  le 

Vi      Vi  }h        Vi  Vi  ^     " 

avremmo  ottenuto  un  elemento  lineare  equivalente. 
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Le  metriche  definite  da  tutti  questi  elementi  lineari,  che  noi 
diremo  metriche  aggiunte  alla  metrica  sopra  definita,  sono  con- 
temporaneamente reali,  o  non  reali. 

Se  poi  assumiamo  nell'elemento  lineare  sopra  scritto  come 
nuove  coordinate  delle  quantità  X,- 5o  dove  le  À,  sono  opportune 
costanti,  riconosciamo  tosto  potersi  supporre  che  tutte  le  a,,  siano 
uguali  a  +  1,  senza  che  con  ciò  si  diminuisca  la  generalità. 

Il  numeratore  dell'elemento  lineare  sopra  scritto  è  una  forma 
Hermitiana  P  delle  variabili  c?^,-;  se  la  metrica,  che  ne  viene 
definita,  è  reale,  questa  forma  P  deve  avere  sempre  uno  stesso 
segno:  il  segno  di  ^.  ■ 

Per  i  risultati  dimostrati  più  sopra,  il  prodotto  di  h  per  il 
coefficiente  di  d  ^,-  d  ?°,  cioè  la  quantità  h  cCi  (a,.  ^,.  ^°  —  S)  (dove  si 

n  — 1 

è  posto  S  =  2j^i  ?/  ?°  +  *n)  deve  essere  positiva  per  i  =  1,  2, ,...,  n-\. 
E  le  quantità 

h-  a,,  a,  (a^  ^,  ^?  —  S)  (a,  l,  li  —  S)  —  ce;  af  ;?  ;;  ;,  ;,  = 

dovranno  essere  tutte  positive  per  i^iZ,  z,  Z  =  1,  2, ,  w  —  1. 

Ripetendo  ragionamenti  analoghi  per  le  metriche  aggiunte, 
che,  come  sappiamo,  sono  reali  o  non  reali  contemporaneamente 
alla  metrica  ora  studiata,  troviamo  che  le  quantità 

h  a,  (a,  5,  ?r  —  S),  h^  oc,  oc,  S  (S  —  oc,  6,  ^?  —  a,  ?,  ?;)  (/  ^  l) 

devono  essere  ttitte  positive  per  i,  l  =1,2,  .  .  .  .,  n,  qua«do  si 
convenga  di  porre  ^„  =  ^°  =  1. 

Poiché  il  nostro  elemento  lineare  non  muta,  quando  si  cambii 
il  segno  di  tutte  le  a,-,  potremo  supporre  che  S  sia  positivo  nel 

punto  (?i,  ?2; ,  ^n-i),  che  si  considera.  Io  dico  che,  ne  due  delle  a, 

p.  es.  le  a, ,  a^ ,  sono  positive,  anche  tutte  le  altre  costanti  a  sono 
positive.  Se  infatti  fosse  a.^  <^  0,  dai  precedenti  risultati  dedur- 
remmo che  le  quantità 

A^S—x,%,l\  —  oc,l,l'l,  B  =  h(oi,U"  —  S),  C  =  h(-oc,U^,-^S) 
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debbono  essere  positive.  Dalle  due  identità 

B^h{—<^l,^,  —  A\     C^-=h  (a,  ^.  ^?  -f-  a,  ?,  ^J  —  a,  ^«  5°  +  A) 

si   ricaverebbe   rispettivamente,  ricordando  le    nostre    ipotesi,  e 
ricordando  che  -4^0, 

^  <  0  /i  >  0. 

La  contraddizione  ottenuta  dimostra  il  nostro  teorema. 

La  nostra  metrica  può  dunque  essere  reale  soltanto  nei  se- 
guenti due  casi. 

1.**  Le  a  hanno  tutte  lo  stesso  segno.  Potremo  supporre  che 
tutte  le  a  siano  uguali  a  -f-  L  Dovrà  essere  A  <^  0.  Si  verifica 
facilmente  che  in  tal  caso  la  nostra  metrica  è  reale  (*).  Essa  si 
dirà  metrica  Hermitiana  ellittica. 

2.°  Tutte  le  a,  eccetto  una,  che  si  potrà  supporre  essere  la  a„, 
hanno  uno  stesso  segno.  Potremo  porre 

«1  =  «2  = =  a«-i  =  —  1         a„  =  -f-  1. 

Per  i  risultati  trovati  dovrà  essere  h  (1  —  *S^)  ^  0  e  quindi 
A  >  0.  Di  più  ^  ed  aS'  +  ^,  ^t  -  1  =  -  ^,  ^?  -  .  . . .  —  L-r  ?:-. 
dovranno  avere  segno  contrario.  La  nostra  metrica  è  reale  quindi 
al  più  nella  sola  regione,  in  cui 

ossia 

È  poi  evidente  che  in  questa  regione  la  nostra  metrica  è 
proprio  reale.  Una  tale  metrica  si  dirà  Hermitiana  iperbolica. 

.Vedremo  più  avanti  che,  nel  caso  n  =  2,  le  metriche  Her- 
mitiane  sono  metriche  a  curvatura  costante. 


(*)  Infatti  »e  x,  ^,  x, ,  ìfi  (i  =  1,  2,  .  .  .  . ,  n  —  1)  »ono  quantità   com- 
plesse  qitalsiasi,  si  ha: 

Il  terzo  membro  di  questa  disuguaglianza,  che  è  una  forma  Hermitiana 
delle  a,  p,  non  è  mai  negativo.  Quindi  i)  o',  x?  S  .«/,  y"  <!  S  x,  ìf°.  il  j-°  »/,. 
Ponendo  rispettivamente  ^j  e  d  ^<  al  posto  delle  X(  ,  y,  ,  si  deduce  la  ve- 
rità dell'  affermazione  del  testo.  > 
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Le  precedenti  considerazioni  si  possono  general izziire  nel  modo  seguente; 

Sia  dato  un  gruppo  G  misto  (§  4)  di  proiettività,  ogni  trasformazione 
del  quale  sia  prodotto  di  una  trasformazione  parziale  P  lineare  intera 
omogenea  su  certe  variabili  .r^,  x^,  .  .  .  . ,  x„  o  di  un'altra  trasformazione 
parziale  I\  lineare  intera  ouiogenea  su  nuove  variabili  ^i,  ^o,  .  .  •  .,  3„  , 
indipendenti  dalle  x.  TI  gruppo  G  ti-asformi  in  sé  stesso  il  polimmiio  V{x.,s), 
che  supponiamo  omogeneo  e  di  grado  k  tanto  nelle  x,  quanto  nelle  s. 

Siano  ^,  ^  due  nuovi  sistemi  di  variabili  cogredienti  rispettivamente 
alle  X,  z.  Il  gruppo  G  trasformerà  in  se  stessa  l'espressione 

^'^  V\x,z)   VilQ 

che  è  una  foi-ma  di  grado  zero,  tanto  nelle  x,  che  nelle  q,  z,  ^,  ossia  è 
una  funzione  dei  soli  rapporti 

7"  >  w'  '  e    '  r~        (<  =  1,  2,  . . . . ,  »  —  1). 

•*»  *n  S»  "S" 

Assumiamo  i  rapporti     '    ,     '    come  coordinate  noii  ouiogenee 

ìln  y^j  '  •  '  • ,  ìln-i  Wj,  nv,  .  .  .  .,  *r„_, 

in  uno  spazio  /Sa  2  (n  —  1)  dimensioni. 

Se    i    rapporti  i'    ,   p    sono  infinitamente  vicini  ai  rapporti     '    ,     '    in 

guisa  che  si  possa  porre: 

P  r 

ì'   =  Vt  -{-  (fyt  Y"  =  '»^\  +  dw,  , 

allora  la  A  diventa  una  forma  diflferenziale,  che  si  pu(>  assumere  come 
elemento  lineare  di  una  metrica.  Per  questa  metrica  il  gruppo  G,  consi- 
derato come  gruppo  di  trasformazioni  sulle  y,  w,  sarà  un  gruppo  di  movi- 
menti. L'  elemento  lineare  sìirà  a  coefficienti  reali,  e  il  gruppo  G  sarà  un 
gi'uppo  di  trasformazioni  reali  sulle  y,  tv,  se  la  F  è  una  forma  a  coeffi- 
cienti reali,  e  se  le  proiettività  P,  Pj   sono  a  coefficienti  reali. 

Se  ciò  non  fosse,  supporremo  che  la  forma  V  non  muti  di  valore, 
scambiando  le  x  con  le  z,  e  mutando  ogni  coefficiente  nella  <iuantità  im- 
maginaria coniugata.  Supporremo  di  più  che  una  proiettività  P  si  muti 
nella  corrispondente  P^,  quando  si  sostituiscano  le  z  alle  a-,  e  ai  coeffi- 
cienti di  P  si  sostituiscano  gli  immaginarii  coniugati.   Si  prendano  «allora 

in  S  come  coordinate  le  variabili  u  =  - — ^ —  ,  v  =       ^-.~.  lauto  l'ele- 

2  2  t 

mento  lineare  citato,  quanto  il  gruppo  di  trasformazioni,  indotto  da  G  sulle 
«.,  V  sono  ancora  a  coefficienti  reali.  La  metrica  è  poi  reale,  se  l'uguaglianza 

V{^,Q  v{^,z)  =  r{x,^)  vìì;,z) 

(dove  si  suppongano  le  z,  ì^  immaginarie  coniugate  delle  x,  ^)  v  soddisfatta 
soltanto  per  a;  =  ^  (e  quindi  ^  =  Q,  o  per  valori  nulli  di  tutte  le  x,  o 
di  tutt^  le  E.  -     .  
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Capitolo  Terzo.  —  Le  metriche  a  curvatura  costante 
e  le  metriche  Hermitiane. 

§  9.  —  Definizione  delle  metriche  a  curvatura  costante. 

Nel  §  7  (pag.  33  e  seg.)  abbiamo,  tra  l'altro,  visto  come  da 
ogni  forma  algebrica  V  {Xt  ....  x,,)  a  coefficienti  reali  si  possa 
partire  per  definire  delle  metriche  speciali:  in  particolare  si  può 
supporre  che  V  sia  di  secondo  grado.  Otteniamo  cosi  delle  metri- 
che, che  hanno  ricevuto  il  nome  di  metriche  a  curvatura  costante. 
Le  metriche  di  Bólyai  e  di  Riemann  (§  6,  pag.  24  e  26)  sono 
(come  vedremo  al  §  10,  pag.  54  e  60)  appunto  metriche  a  cur- 
vatura costante,  nel  senso  teste  definito  (*). 

Secondo  tale  definizione,  partendo  dai  principii  generali  espo- 
sti al  §  7,  vediamo  che,  indicando  con  Funa  forma  quadratica, 
le  metriche  a  curvatura  costante  hanno  un  elemento  lineare 
del  tipo 

d  s'  =  h  V{dXi,  dx2, ,  dXn)  (h  =  cost.) 

dove   le   a?,  sono  coordinate   in   uno  spazio  S  &   n  —  1   dimen- 
sioni legate  dalla 

V{Xt,  X2, ,  x„)  =  K  (if  =  cost.) 

Come  abbiamo  trovato  al  §  7  (pag.  39  e  seg.),  queste  metriche 
hanno  per  w  =  3  e  per  n  =  4  un'  altra  importante  applicazione.  Il 
gruppo  delle  proiettività  reali  (complesse)  su  una  retta,  su  cui  a;,,  Xt 
sono  coordinate  omogenee,  si  pensi  come  operante  sulle  forme  qua- 
dratiche (Hermitiane)  a3ifi-\-'^hXiX^-\-cxl[ot.XiX\-\-  {^-\-i^)XiXl  -\- 
-f-  (P  —  i  y)  x^i  a??  4-  5  a?8  a^].  Esso  dà  luogo  cosi  ad  un  gruppo  O 


(*)  Anclie  la  metrica  euclidea  si  dice  essere  a  curvatura  costante. 
Essa  è  un  caso  limite  delle  metriche  di  Bólyai  e  di  Riemann.  Anche 
essa  si  potrebbe,  volendo,  definire  partendo  da  una  forma  F  quadratica 
(nelle  coordinate  di  iperpiano).  La  V  sarebbe  però  una  forma  degenere, 
e  la    r  =  0  rappresenterebbe  il  cosidetto  assoluto. 
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di  trasformazioni  proiettive  sulle  a,  h,  e  (a,  p,  y,  S).  Pensiamo  le 
a,  6,  e  (a,  p,  Y,  5)  come  coordinate  omogenee  nel  piano  (nello  spa- 
zio). Il  gruppo  G  trasforma  in  sé  stessa  la  conica  a  e  —  6^  =  0  (la 
quadrica  a  5  —  (P  -f-  «  Y)  (P  —  i  y)  :=  a  8  —  ^^  —  y^  =  0)?  ed  è  un  gruppo 
di  movimenti  nella  metrica  a  curvatura  costante  definita  da  que- 
sta conica  (quadrica). 

Ora  noi  ci  chiediamo  :  quando  può  la  metrica  definita  da  una 
forma  quadratica  essere  una  metrica  reale? 

Per  i  risultati  del  §  7,  la  metrica  sarà  reale  nella  regione  R 
(se  pure  esiste)  di  S,  i  cui  punti  hanno  un  iperpiano  polare,  che 
non  interseca  in  punti  reali  la  quadrica  V  =  0.  Una  tal  regione 
esiste  soltanto  in  due  casi: 

1."  La  forma  V  (a  coefficienti  reali)  è  una  forma  definita, 
cosicché  V  ^  0  è  l' equazione  di  una  quadrica  totalmente  imma- 
ginaria. In  tal  caso  con  un  cambiamento  lineare  reale  di  va- 
riabili noi  possiamo  ridurre  la  V  alla  forma  +  {x\  -\-  ccl-\-  ....  -f-  xl). 
La  regione  R  coincide  con  V  intero  spazio  aS';  e  la  nostra  me- 
trica sarà  definita  da  un  elemento  lineare 

ds^  =  h^  (dxi  ■{-  dxl  -{-....  -^  dxl)         {h  =  cost.  reale) 

dove  le  x  sono  variabili  legate  da  una  relazione,  che  possiamo 
supporre,  senza  diminuire  la  generalità,  essere  la 

x\-\-  af^-\- -\-  xl  =  \. 

Una  tal  metrica  si  dice  ellittica.  Come  vedremo  al  §  10,  a 
questa  classe  di  metriche  appartiene  la  metrica  di  Riemann  (§  6, 
pag.  26). 

2.^*  La  quadrica  F=  0,  pure  contenendo  punti  reali,  non  è 
rigata.  Con  un  cambiamento    lineare   reale    di  variabili,  la    F  è 

riducibile  al  tipo  -^^ixX-^  x\-\- -+-  x\_x  —  x^^.  La  regione  R, 

in  cui  la  nostra  metrica  è  reale,  è  la  regione  formata  dai  punti 
interni  alla  quadrica  F=0.  In  tal  regione  noi  potremo  supporre 
le  X  legate  dalla 

V  [3^)  ==  Xp         Xx         X^  ....  Xn-\  "^^  1) 
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e  l'elemento  lineare  sarà  del  tipo 

h{dxl  —  dx\  —  ....  —  dxl_^)  ' 

dove  h  è  una  costante.  Noi  naturalmente  dobbiamo  scegliere  la 
h  in  guisa  che  questo  elemento  lineare  sia  una  forma  positiva. 
Ora  dalla  V  {x)  =  1  si  trae  differenziando  x„dx„  —  x^dXi  —  .... 
—  x„-idx„-i=  0.  Quindi  i  dx  sono  proporzionali  alle  coordinate 
di  un  punto  B,  posto  sull'  iperpiano  polare  del  punto  (x)  rispetto 
alla  quadrica  V  =  0.  Ma  per  ipotesi  il  punto  (x)  è  interno  alla 
V  =  0.  Il  punto  B  è  quindi  esterno  alla   F  =  0  e  perciò 

dxl  —  dxl  —  ....  —  d  xl_x  <C  0« 

Noi  dunque  dovremo  prendere  come  elemento  lineare  la  for- 
ma differenziale 

ds'^  =  h^  (dx^x  -\-  ....-+-  d  xi_-i  —  d  xl)        (h  ==  cost.  reale) 

Una  tale  metrica  si  dirà  iperbolica.  Come  vedremo  (§  10),  a 
questa  classe  di  metriche  appartiene  la  metrica  di  Bólyai  (§  6, 
pag.  26). 

§  10.  —  Iie  rappresentazioni  conformi  delle  metriche  a  curvatura 
costante  su  uno  spazio  euclideo. 

Vogliamo  ora  dimostrare  che  tra  uno  spazio  a  curvatura  co- 
stante ellittico  o  iperbolico  a  w  —  1  dimensioni  e  uno  spazio 
euclideo  pure  a  w  —  1  dimensioni  si  può  sempre  porre  una  cor- 
rispondenza conforme,  ossia  una  corrispondenza  che  conservi  gli 
angoli  (§  6,  pag.  32). 

Cominciamo  dagli  spazii  ellittici.  Sia  S  un  tale  spazio,  a 
n  —  1  dimensioni,  il  cui  elemento  lineare  sia 

(10)  ds''  =  h^  i  dxì        ih=^  cost.) 

dove  le  x  sono  costanti  legate  dalla: 

(11)  a:?  +  . . . .  +  a^,  =-  1, 
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Consideriamo  uno  spazio  euclideo,  in  cui  le  x  sono  coordi- 
nate cartesiane  'ortogonali.  Esso  avrà  un  elemento  lineare  (^  a??  -f- 
. . . .  A;-  dx\.  La  (11)  sarà  in  questo  spazio  l'equazione  di  una 
ipersfera  J  col  centro  nel!'  origine,  e  con  raggio  uguale  all'unità. 
A  ogni  punto  di  J  corrisponde  un  punto  di  S;  e  la  distanza  di 
due  punti  infinitamente  vicini  di  J"  è  per  la  (10)  proporzionale 
alla  distanza  dei  due  punti  corrispondenti  di  >S'.  E  quindi  anche 
1'  angolo  di  due  direzioni  poste  su  .7  è  uguale  all'  angolo  delle 
direzioni  corrispondenti  poste  su  S.  Osserviamo  però  che,  se  noi 
continuiamo  a  considerare  in  8  le  x  come  coordinate  omogenee, 

e  quindi  come  non  distinti  un  punto  {x^,x,^, ,  a?„)  e  il  punto 

( —  a^i ,  —  x^,  . . . ..,  —  iPn),  a  uno  stesso  punto  di  B  corrispondono 
due  punti  di  J  diametralmente  opposti.  Se  vogliamo  avere  tra 
S  e  J  una  corrispondenza  biunivoca,  dovremo  considerare  sol- 
tanto un  emisfero  di  J,  o,  più  precisamente,  una  regione  R  di  J, 
i  cui  punti  soddisfino  per  es.  o  alla: 

x„  <  0, 
oppure  alle  due  relazioni 


oppure  alle 
oppure  alle 


x„-r  <  0  a?»  =  0, 

^„_2  <  0  a;„_,  =  07»  =  0, 


oppure  ecc.  ecc. 

Ora  ricordiamo  che,  proiettando  stereograficamente  una  iper- 
sfera J  da  un  suo  punto  sull'  iperpiano  n  tangente  a  J  nel  punto 
diametralmente  opposto,  si  ottiene  una  rappresentazione  di  J  su 
uno  spazio  euclideo  u,  che  conserva  gli  angoli.  Noi  proietteremo 
dunque  stereograficamente  la  nostra  ipersfera  dal  punto  (0, 0 ...,  0, 1) 
sull' iperpiano  x„  =  — ^  1.  Per  determinare  un  punto  di  questo 
iperpiano  tt  basta  darne  le  prime  n  —  1  coordinate,  in  quanto  che 
si  sa  a  priori  che  la  ic„  di  un  punto  di  tt  è  uguale  a  —  1.  E  noi 
indicheremo    queste  n  —  1  coordinate  con  ^^,  ^2j  ••••>  ^«-u  per 
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evitare  ogni  ambiguità.  Per  la  nostra  proiezione  stereografica 
a  un  punto  (a?i ,  a?j, ,....,  a?„)  di  J  corrisponderà  in  tz  il  punto  di 
coordinate: 

(12)  ^,    =     ~^^,  U    =--:    1,  2,    .  .  .  .,    n    -    1) 

E  a  un  punto  di  questo  iperpiano  tt,  di  coordinate  ^j,  ^g? >  $n-ij 

corrisponde  sull' ipersfera  il  punto  di  coordinate 

(13)  oc,^~^     0'*l,2,....,w-l),     ^»=f^, 

dove  abbiamo  posto: 

n-l 

(13)'  Ì^  =  lì^>- 

Indicherò  d'  ora  innanzi  in  questo  paràgrafo  con  i  un  indice, 
che  varia  da  1  ad  n,  con  j  un  indice  che  varia  da  1  ad  w  —  1. 
Le  (12),  (13)  danno  una  corrispondenza  biunivoca  tra  i  punti  di 
J  e  quelli  di  tt,  e  quindi  anche  una  corrispondenza  (1,  2)  —  non 
biunivoca  —  tra  i  punti  {x)  dello  spazio  non  euclideo  Sei  punti  (§) 
dello  spazio  euclideo  tc.  La  metrica  esistente  in  S  e  definita  dalle 
(10),  (11):  la  metrica  esistente  in  tc  è  definita  dalla  rfs^  =  2Id^|. 
La  corrispondenza  cosi  stabilita  tra  -S'  e  ti  è  una  corrispondenza 
conforme  (che  conserva  gli  angoli).  Ciò  risulta  da  quanto  ab- 
biamo detto  fin  qui;  e  si  può  verificare  direttamente,  perchè  le 
(13)  danno: 

I  due  elementi  lineari  differiscono  solo  per  un  fattore  finito  : 
ciò  che  dimostra  il  nostro  asserto. 

Al  nostro  risultato  si  può  dare  anche  un'altra  forma.  Se  noi 
cambiamo  coordinate  nello  spazio  *S',  assumendo  in  luogo  delle 
n  coordinate  x,  legate  dalla  (11),  le  w  —  1  coordinate  indipendenti 

l' elemento  lineare  h^  '^  dx]  ài  S  diventa  ,  ,  .     „  , . — ^ r-rx» 

(i2?  +  i^»  +  — +  ^1+1)* 
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Resta  cosi  in  particolare  evidente  che  la  metrica  di  Riemann, 
citata  al  §  6  (pag.  26),  è  proprio,  come  avevamo  già  enunciato 
al  §  9  (pag.  49),  una  metrica  ellittica  a  curvatura  costante. 

Ricordiamo  ancora  che,  non  considerando  noi  come  distinti 
in  S  un  punto  {x^  e  un  punto  ( —  a;,),  la  corrispondenza  tra  S 
e  n  è  una  corrispondenza  (1,  2).  Questa  corrispondenza  si  può 
rendere  biunivoca,  se  noi  consideriamo  soltanto  quella  regione  p 
di  Tz  (immagine  della  regione  R  di  J),  i  cui  punti  soddisfanno 
alla  p  <  4:,  oppure  alle  ^  =  4,  §„_i  <  0,  oppure  alle  j?  =  4, 
§„_i  =  0,  ^„_2  <  0,  ecc.  ecc. 

Con  queste  convenzioni  dovremmo  però  rinunciare  alla  con- 
tinuità della  corrispondenza;  e  noi  perciò  non  le  adotteremo. 

A  un  punto  (Xi)  corrispondono  dunque  i  due  punti 

Per  due  punti  {^'j)  e  (^"j)  corrispondenti  a  uno  stesso  punto  di  S 
si  ha  quindi: 

yj  --^    g//     —    pi     —  ....  —   p, 

Si  S  •-'  5  n-i 

s  ?m:  ^1  =  16  ^t^  =  16. 

I  due  punti  (f^),  {^'j)  sono  dunque  allineati  col  centro  0  del- 
l'ipersf  era  S  ?|  -]-  4  =  0,  e  il  prodotto  delle  distanze  da.  essi  al 
punto  0  è  uguale  a  4;  il  centro  0  è  interno  al  segmento  con- 
giuhgente  i  due  punti.  Tutto  ciò  si  può  riassumere  dicendo  che 
i  punti  (^  j)  e  (^"j)  si  corrispondono  nell'  inversione  per  raggi  vet- 
tori reciproci,  che  lascia  fìssi  i  punti  dell'  ipersfera  (immagina- 
ria) S  ^i  +  4  =^  0.  (Cfr.  la  nota  a  pag.  57  e  seg.). 

Quelle  linee  di  S,  i  cui  punti  soddisfano  a  w  —  1  equazioni 
lineari  omogenee  indipendenti  sulle  rxJ,  sono  rappresentate  su  /  da 
cerchi  massimi,  vale  a  dire  da  cerchi  che  tagliano  in  punti  dia- 
metralmente opposti  r  intersezione  di  J  con  l' iperpiano  x„  =  0. 
Poiché   nella  proiezione  stereografica  di  J"  su  t:^  i  cerchi  (come 
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è  ben  noto  e  del  resto  facilmente  si  verifica  mediante  le  (12), 
(13))  si  proiettano  in  cerchi,  avremo  che  le  linee  suddette  hanno 
su  7t  per  immagine  dei  cerchi,  che  tagliano  in  punti  diametral- 
mente opposti  la  ipersfera  |>  =  4.  Osserviamo  che  l' asserzione  : 
il  cerchio  C  taglia  in  punti  diametralmente  opposti  V  ipersfera 
/>  =  4,  equivale  all'altra:  il  cerchio  C  taglia  ortogonalmente  Vi- 
persfera  p  -\-  4:  =^  0.  E  viceversa  {*).  L' ipersfera  p  -{-  4:  =  0  è  però 
immaginaria. 

Studiamo  ora  gli  spazii  iperbolici  S,  il  cui  elemento  lineare  è 
(10)'  cls-  =  h^(dafi-\-dxl-\-  ....-\-  d af„_i  —  d xl)  (h  =  cost. reale) 
dove  le  x  sono  variabili  legate  dalla: 

(11)'  ^d-ia^.-i-jol +  ....+  af„_,)  =  1. 

Osserviamo  che,  se  noi  definiamo  mediante  le  (13)  n  quantità 
X  in  funzione  di  w  —  1  variabili  indipendenti  ^,  le  quantità  x 
cosi  ottenute,  sono,  in  virtù  dei  calcoli  precedenti,  legate  dalla 
sola  (10);    e   le    forme  S   dx'i,  S  d^|  differiscono    per  il  fattore 

— pjj    dove  i>  =  S  ?!•  Quindi,  se  poniamo  nelle  (13)  —  \/ — 1  Xj  e 

V — 1  ^j  al  posto  delle  Xj,  Ij  (J  ^^\  riconosciamo  che  le  quantità 
X  definite  dalle 

/  4?, 

^''  ~  '"'  +  •  •  •  •  +^»-"^  4       (^  =  1,  2,  . . . . ,  r*  -  1) 

sono  legate  dall'unica  relazione  (11)',  e  che  si  ha  identicamente 


h^  idxi-\--"-  -h  dxU,  -  dxl)=^h'  ^^      .___^.^___^j  Sd^l . 


(*)  Infatti  le  condizioni  alfinchè  un  cerchio  «"  H-  //'  -|-  ^  x  -K/y  H--  /t  =  0 
tagli  ortogonalmente  il  cerchio  x^  -f-  //*  —  a  =  0,  o  tagli  il  cerchio 
x'  4  y^  ~\-  a  =  0  in  punti  diametralmente  opposti,  si  esprimono  ambedue 
mediante  la  stessa  equazione  h  =  a. 


66  Capitolo  Terzo  —  §  10. 

Le  (12)  diverranno  poi: 

(15)  ^>  =  ^3^      0'  =  l,2,....,w-l). 

Dalle  (14),  (16)  si  trae  che  valori  reali  per  le  \  corrispondono 
a  valori  reali  per  le  x,  e  viceversa.  Le  (14),  (16)  individuano  una 
corrispondenza  conforme  reale  tra  lo  spazio  iperbolico  S,  e  uno 
spazio  euclideo  tc,  in  cui  le  \,  sono  coordinate  cartesiane  orto- 
gonali. Un  punto  (^^)  di  tc  individua  il  punto  {x^  di  aS*;  ma  ad 
un  punto  (a;,)  di  8  corrispondono  in  generale  due  punti  (^'y)  e  (5^) 
di  TX..  Infatti  un  punto  {x^  non  si  deve  in  B  considerare  distinto 
dal  punto  ( —  x^\  e  per  le  (16)  a  questi  due  punti  non  distinti 
corrispondono  in  tc  due  punti  distinti,  le  cui  coordinate  sono 
date  dalle: 

Per  due  punti  di  n  corrispondenti  a  un  medesimo  punto  di  S 
si  ha  quindi: 

/\    ^  S_L  Ia    ^  n-1 


— 1 


S  ^]  S  ^1  =  16. 

Vale  a  dire  :  a  uno  stesso  punto  di  S  corrispondono  due  punti 
di  TI,  posti  su  uno  stesso  raggio  uscente  dal  centro  dell'  ipersfera 
S  $•  =  4,  e  tali  che  il  prodotto  delle  loro  distanze  dal  centro 
di  questa  ipersfera  è  uguale  a  4.  In  altre  parole  questi  due  punti 
sono  trasformati  l'uno  dell'altro  nell'inversione  per  raggi  vet- 
tori reciproci,  che  trasforma  in  sé  stesso  ogni  punto  di  questa 
ipersfera.  Se  noi  dunque  ci  limitiamo  a  considerare  quella  re- 
gione di  7C,  che  è  interna  a  questa  ipersfera,  la  nostra  rappre- 
sentazione diventa  una  rappresentazione  biunivoca,  pure  restando 
continua.  Questa  ipersfera  si  chiama  V  ipersfera  assoluto,  perchè 
è  l'immagine  della  quadrica 

la  quale  si  chiama  quadrica  assoluto  in  quanto  che  essa  è,  come 
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vedremo  al  §  12,  l'immagine  dei  punti  di  S,  che  nella  nostra  me- 
trica sono  a  distanza  infinita. 

Anche  qui  i  nostri  risultati  si  possono  interpretare  in  un'  al- 
tra forma,  dicendo  che  l'elemento  lineare  di  una  metrica  iper- 
bolica, quando  si  prendano  a  coordinate  indipendenti  le 

^^-  =  5  ^'=  ^l  '       {j  =  h%'"-.n-l)        (16)' 
assume  la  forma 

6?  s-  =  4  A-  /  2   1         'n^^  2 —    1X2  •       (^  =  cost.  reale) 

Le  linee,  che  in  S  sono  rappresentate  da  w  —  1  equazioni 
lineari  omogenee  indipendenti  tra  le  07,  hanno  per  immagine  in 
%  dei  cerchi,  che  tagliano  in  punti  diametralmente  opposti  V  iper- 

sfera  immaginaria  S  ^<  -[-  4  =  0,  o,  ciò  eh' è  lo  stesso,  che  tagliano 

ì 

ad  angolo  retto  V  ipersfera  assoluto  (reale) 

S  lì  =  4. 
Nel  caso  delle  metriche  ellittiche  si  può  pure  parlare  di  iper- 
sfera assoluto:  una  tale   ipersfera  è,  nelle  precedenti    notazioni, 
l' ipersfera  2]  ^i" -|- 4  =  0;  e  quindi  è,  come    abbiamo   già    detto, 

totalmente  immaginaria. 

Faremo  ancora  un'  osservazione  importante.  Se  lo  spazio  eu- 
clideo immagine  n  è  rappresentato  conformemente  su  un  altro 
spazio  euclideo  5  (*),  esisterà  evidentemente  una  rappresentazione 
conforme  tra  lo  spazio  iperbolico  S  e  il  nuovo  spazio  euclideo  5. 


(*)  Ricorderò  brevemente  le  proprietà  fondamentali  delle  rappresen- 
tazioni conformi  di  due  spazii  euclidei  »,  «'  a  h  —  1  dimensioni  1'  uno  sul- 
l' altro.  Siano  j?,  ,  ^,  coordinate  cartesiane  ortogonali  rispettivamente  in 
«,  s'  (i  =ar  1,  2,  ....,»  —  1).  Una  tale  rappresentazione  è  p.  es.  la  tra- 
sformazione T  definita  dalle  ^,  =  Xt  . 

Tutte  le  altre  rappresentazioni  conformi  di  s  su  s'  saranho  trasfor- 
mazioni del    tipo    T  U,  dove   U  è  una  trasformazione  conforme   generica 
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Indicliiamo  con  y^^  y.^^  .....  /y„_i  coordinate  cartesiane  ortogo- 
nali in  8;  e  studiamo  il  caso,  specialmente  notevole,  che  l'iper- 
sfera  assoluto  di  ti  abbia  in  S  per  immagine  un  iperpiano,  che 
sarà  detto  iperpiano  assoluto.  Dalla  teoria  della  inversione  per 
raggi  vettori  reciproci  si  sa  che  una  rappresentazione  conforme 
tra  i   due   spazii  euclidei  7t   e  5,  che   all'ipersfera  S  ^;  —  4  =  0 


dello  spazio  «  in  sé  stesso.  Studiamo  queste  trasformazioni  U.  Si  dimostra 
(cfr.  Bianchi,  «Lezioni  di  Geometria  differenziale»,  2.»  edizione,  voi.  I, 
pag.  375-376.  Pisa,  Spoerri)  coi  metodi  della  geometria  differenziale,  che, 
se  n  >-  3,  ogni  trasformazione  U  conforme  reale  dello  spazio  s  in  sé  stesso, 
o  è  un  puro  movimento,  o  è  una  pura  similitudine,  o  è  un'  inversione  per 
raggi  vettori  reciproci,  oppure  è  prodotto  di  più  trasformazioni  dei  tipi 
qui  ricordati.  E  ricordo  che,  come  già  si  è  osservato  più  sopra  nel  testo 
(pag.  54  e  56),  si  dice  inversione  'per  raggi  rettori  reciproci  rispetto  a  una 
ipersfera  L  di  centro  0  e  raggio  R  reale  o  puramente  immaginario  quella 
trasformazione  che  porta  un  punto  A  nel  punto  A',  allineato  con  A,  tale 
che  O  è  esterno  o  interno  al  segmento  A  A\  a  seconda  che  B  è  i-eale  o 
puramente  immaginario,  e  che  0 A.  0 A'  =^  \E\-  .  Se  0  ha  per  coordinate 
«1  ,  «2  >  .  . . . ,  a„_i,  le  formole  che  rappresentano  tale  inversione  sono  dunque 

x'.  —  a,  =  ^^ -—(2  {t,h  =  l,2, ,n  —  l). 

h 

Una  tale  trasformazione  è  involutoria,  ossia  coincide  con  la  trasfor- 
mazione inversa. 

Se  B  tende  all'  infinito,  mentre  la  sfera  L  tende  a  diventare  un  iper- 
piano, allora  la  inversione  citata  si  riduce  a  una  simmetria  risjjetto  a 
questo  iperpiano. 

Nel  caso  di  n  =  3,  oltre  alle  trasformazioni  conformi  ([ui  ricordate 
di  8  in  sé  stesso,  ve  ne  sono  infinite  altre  di  natura  affatto  distinta:  noi 
in  queste  pagine  ne  prescinderemo  in  via  assoluta,  riferendoci,  anche  nel 
caso  di  ?»  =  3,  soltanto  a  trasformazioni  del  tipo  considerato  più  sopra. 

La  geometria  elementare  insegna  che  moviìnenti,  siniilitudini  e  inversioni 
per  raggi  vettori  reciproci  portano  un'  ipersfera,  0  un  iperpiano  in  una 
ipersfera  {o  eccezionalmente  in  un  iperpiano).  Altrettanto  avverrà  quindi 
delle  rappresentazioni  conformi  più  generali  (se  n  >  3),  o,  se  n  =  3,  di 
quelle  rappresentazioni  conformi  che  qui  consideriamo.  Questa  proprietà 
é  anzi  caratteristica  per  le  nostre  rappresentazioni  conformi,  e  serve  così, 
nel  caso  di  «  =:  3,  a  distinguerle  dalle  altre  rappresentazioni  conformi 
possibili.  Basta  anzi  che  una  rappresentazione  conforme  del  piano  euclideo 
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di  7C  faccia   corrispondere  un   iperpiano    di  5,  (p.  es.  l'iperpiano 
y^O)  è  data  p.  es.  dalle  equazioni: 

che  sono  equivalenti  alle 

^'  ^ ^TT7:T+l^L7+ly-i  +  1^" '     ('=1' 2,  ....,7.-2) 
?    =2  —  4 _y«-i  + 1 


71  in  sé  stesso  porti  un  cerchio  in  un  altro  cerchio,  perchè  essa  sia  una 
delle  rappresentazioni  ila  noi  considerate. 

Una  iuversion<!  rispetto  ad  una  ipersfera  L  trasforma  una  ipersfera  I 
ortogonale  ad  L  in  una  ipersfera  ancora  ortogonale  ad  X  e  passante  per 
l' intersezione  di  L  e  di  /;  e  quindi  trasforma  1  in  sé. 

Inversamente  se  una  trasformazione  U,  scelta  tra  le  rappresentazioni 
conformi  sopra  considerate,  muta  in  sé  stessa  un'  ipersfera  reale  1  di 
centro  O,  e  trasforma  in  sé  stessa  anche  ciascuna  delle  regioni,  in  cui 
1  divide  «,  allora  la  {7  o  è  una  simmetria,  o  è  una  inversione  per  raggi 
vettori  reciproci  rispetto  a  un  iperpiano  od  a  un'  ipersfera,  che  taglia  1  or- 
togonalmente, oppure  è  prodotto  di  più  operazioni  di  questo  tipo.  Ciò  è 
ben  evidente,  se  la  U  lascia  lisso  il  punto  O.  In  tal  caso  essa  deve  mu- 
tare le  rette  uscenti  da  O  in  cerchi  o  rette  uscenti  da  O  e  taglianti  or- 
togonalmente 1:  essa  porta  quindi  le  rette  uscenti  da  0  in  rette  uscenti 
da  0.  Di  più  gli  angoli,  che  ([ueste  rette  formano  a  due  a  due,  devono  es- 
sere conservati.  Se  ne  deduce  tosto  che  U  è  un  puro  movimento  euclideo, 
il  quale  lascia  fisso  il  punto  O,  e  che  quindi  U  è  prodotto  di  simmetrie 
rispetto  a  iperpiani  uscenti  da  O. 

Se  poi  0  fosse  dalla  U  portato  in  un  punto  O',  è  ben  facile  dimo- 
strare che  esiste  un' ipersfera  ij,  tagliante  1  ortogonalmente,  tale  che  O 
e  O  siano  punti  omologhi  nell'  inversione  S  per  raggi  vettori  recii)roci 
definita  da  1^ .  Quindi  la  U'  :=  8  U  lascia  fisso  il  punto  O,  e  come  la  S  e 
la  U  trasforma  I  in  sé  :  essa  dunque,  per  quanto  abbiamo  detto,  è  un  pro- 
dotto di  simmetrie  rispetto  a  iperpiani  passanti  per  0.  La  J7=  S~^  U'=  SU' 
è  quindi  i>rodotto  di  simmetrie  siffatte  e  della  inversione  8. 

Del  resto  questo  teorema  è  conseguenza  immediata  dei  risultati  della 
prima  parte  del  ^  13. 
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Ricordando  le  (14),  (15),  ne  deduciamo  : 

•'  /  -j 

(16)       1/,  =  --^^  (f  =  l,2,....,w-2);     y„_,  =  - — -. 

Assumendo  in  S,  al  posto  delle  x,  come  nuove  coordinate  le 
ìjf  definite  dalle  (16),  l' elemento  lineare  assume  la  forma  note- 
vole seguente: 

(17)  n^^. 

Da  essa  risulta  tosto  che  le  metriche  di  Bólyai,  citate  al  §  6  (pag. 
26),  sono  metriche  iperboliche  a  curvatura  costante.  Tra  lo  spazio  8 
e  lo  spazio  euclideo  S,  in  cui  le  ?/j ,  . . . . ,  y„_i  sono  coordinate  car- 
tesiane ortogonali,  vi  è  una  rappresentazione  conforme.  A  un 
punto  di  5  corrisponde  un  punto  di  S;  a  un  punto  di  S  corri- 
spondono due  punti  di  S,  simmetrici  rispetto  all'  iperpiano  asso- 
luto y„_i  ==  0.  La  rappresentazione  è  biunivoca,  se  noi  ci  limi- 
tiamo a  considerare  una  sola  delle  due  regioni,  in  cui  l'iperpiano 
y„-i  =  0  divide  lo  spazio  5:  p.  es.  la  regione  definita  dalla  y„-i^O. 
In  tal  caso  le  formule  (16)  si  possono  scrivere  sotto  la  forma 
più  precisa: 

(i6)'       y.  -  ^o-^ir-  (^  =  1,  2, . . . . ,  »i  -  2),  !/„_.  =  i  v-i-^T- 

^n  •*•»— 1  '^n  •*'n— 1  I 

Se  noi  lasciassimo  indeterminato  il  fattore  di  proporzionalità 
delle  jc,  senza  prefissare  che  xl  —  ^l  —  ••••  —  ^«-i  =  1,  l'ultima 
delle  (16)'  si  scriverebbe: 


(16)"         y.. 


V^l  —  iPi  —  —  —  ool_i 


mentre  le  altre  equazioni  (16)'  rimarrebbero  inalterate. 

§  11.  —  Movimenti  negli  spazii  a  curvatura  costante. 

Noi  abbiamo  visto  che  una  metrica  a  curvatura  costante  in 
uno  spazio  a  w  —  1  dimensioni  è  definita  da  una  quadrica  di 
questo  spazio.  Ogni  proiettività,  che  muta  questa  quadrica  in  se 
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stessa,  è,  come  abbiamo  visto  nel  §  7,  un  movimento  nella  nostra 
metrica.  Ci  proponiamo  ora  di  determinare  tntti  i  movimenti  delle 
due  specie  di  metriche  reali  a  curvatura  costante  trovate  nel 
§  lU  :  e  vedremo  cosi  che  non  esiste  nessun  altro  movimento 
oltre  a  quelli  rappresentati  dalle  suddette  proiettività. 

Nel  nostro  caso,  secondo  quanto  trovammo  precedentemente, 

la  forma  quadratica  sarà  la  V  (a?,)  ==  x\  -{-  ai  -\- -h  xl^^  -{-  txl, 

dove  con  e  indichiamo  +  1  o  —  1,  secondo  che  si  tratta  del- 
l'una 0  dell'altra  metrica:  e  l'elemento  lineare  è  dato  da  h^  V{dx') 
(h  =  cost.),  dove  le  a)  sono  variabili  legate  dalla  equazione  V(x)  =  e. 
Il  movimento  più  generale  sarà  dato  dalla  più  generale  trasfor- 
mazione 

che  trasforma  in  se  stessa  tanto  la  forma  V{x),  quanto  la  forma 
V  {d  x).  Posto  per  simmetria  Sj  ==  Sg  =  . . . .  e„_i  =  1,  e„  =  e,  do- 
vrà dunque  essere  : 


,,  w) 


Derivando  (a)  rispetto  a  ac,,  si  ottiene: 

^  '  k      ^^Xi      dXi^Xt 

Derivando  (P)  rispetto  x,  si  ha: 

^^^  ^^^  dx,    dx,dx,  ^  r    *  dx,dx,    dx,~^' 

che  vale  anche  per  i  =  l,  perchè  equivale  in  questo  caso  alla  (8). 
Scriviamo  l' equazione  che  si  ricava  da  (e)  permutando  l,  t, 


(«) 

^■^*(a|r=^'      ('  =  i.2---«) 

(P) 

?4|   a-t  =  o      (i*i)ii,i-i,2, 

(r) 

S  e.  tJ  =  S  e.  a^.. 
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e  quella  che  si  ricava  da  (e)  permutando  /,  ^, 

Aggiungendo  (£')  a  (s)  e  sottraendone  (s"),  otteniamo  : 

Il  sistema  delle  equazioni,  che  si  ottengono  da  questa  te- 
nendo fissi  Z  e  f  e  facendo  percorrere  a  «  i  valori  da  1  ad  n, 
è  un  sistema  di  n  equazioni  lineari  omogenee  nelle  n  incognite 

;;^ f/^— ,  il  cui  determinante  è  il  lacobiano  delle  cp.  Ma  il  laco- 

c  XiC  Xt 

biano  delle  qj  non  può  essere  identicamente  nullo;  quindi  si  avrà  : 


e  Xi  d  i^t 


=  0. 


In  altre  parole  le  '^  sono  polinomii  di  primo  grado  nelle  x. 
Poniamo  dunque 

T*  =  ?  C'kn  Xn  +  «i  («  =  COSt.); 

sostituendo  questi  valori  in  (y),  e  identificandone  i  due  membri, 
si  ottiene  immediatamente  che  le  «^  sono  nulle.  Un  movimento 
resta  cosi  definito  dalle 

x'u  =  S  a^ft  Xn-  (fl  =  cost.) 

Sostituendo  in  (y),  si  riconosce  poi  che  le  n^  costanti  a,^  sono 
legate  dalle  n  — -^ —  equazioni  seguenti: 

SstaL  =  s*,  (Zs  =  l,  2, ,w) 

S  £,  a,;,  a,t  =  0.  [h^t]  h^t=l^% ,  w) 

E  si  riconosce  facilmente  che  le  (a),  (P)  non  impongono  al- 
cuna ulteriore  condizione  alle  a^^.  I  movimenti  dipendono  dun- 
que da  n^  —  _.\- ^r_J  ossia  -^ —  '  parametri  arbitrarli.  L'in- 
sieme  di  tutti  i  movimenti  gode  evidentemente  delle  proprietà 
caratteristiche  dei  gruppi  (§  2,  pag.  7).  Essi  costituiscono  perciò  un 
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fi  (vi  .     1  ^ 
gruppo  finito  continuo  a     ^— ^ — -  parametri.  Studieremo  nel  §  13 

la  questione  se  questo  gruppo  è  a  una,  o  a  più  schiere  di  tras- 
formazioni. 

Ricordando  le  proprietà  più  elementari  delle  proiettività,  noi 
abbiamo  : 

/  movimenti  dei  nostri  spazii  sono  quelle  trasformazioni  biuni- 
voche dello  spazio,  in  cui  le  co  sono  coordinate  omogenee,  che  tra- 
sformano in  sé  stessa  la  qicadrica  assoluto  S  S;  xl  =  0  e  portano 
una  retta  in  una  retta. 

(Naturalmente  con  retta  intendiamo  quella  linea,  i  cui  punti 
soddisfano  a,  n  —  2  equazioni  lineari  intere  omogenee  indipen- 
denti nelle  x). 

Consideriamo  ora  la  rappresentazione  conforme  di  uno  dei 
nostri  spazii  S  su  uno  spazio  euclideo  ti  studiata  al  §  10.  La 
quadrica  assoluto  ha  in  7c  come  immagine  una  ipersfera  /reale 
o  immaginaria,  che  può  eventualmente  ridursi  a  un  iperpiano 
(§  10).  E,  nel  caso  di  metriche  di  Bólyai,  il  nostro  spazio  ha  per 
immagine  soltanto  una  delle  due  regioni,  in  ciii  7  divide  tt.  Una 
trasformazione  di  S  individua  una  corrispondente  trasformazione 
in  71.  Noi  ci  chiediamo  :  Quali  trasformazioni  in  n  corrispondono 
ai  movimenti  di  S?  Ricordiamo  che  le  rette  (nel  senso  più  sopra 
definito)  di  aS^  hanno  per  immagine  in  tc  i  cerchi  che  tagliano  / 
ortogonalmente.  Dal  nostro  precedente  teorema  si  può  quindi 
dedurre  : 

Ai  movimenti  di  uno  spazio  S  in  sé  stesso  corrispondono  su  tc 
quelle  trasformazioni  T,  che  lasciano  fìssa  la  ipersfera  (o  iperpiano) 
assoluto  I,  che  portano  ogni  cerchio,  che  taglia  I  ortogonalmente, 
in  un  altro  cerchio,  che  taglia  I  ortogonalmente,  e  che,  se  I  é  reale, 
trasformano  in  sé  stessa  ciascuna  delle  regioni,  in  cui  I  divide  z 
(e  non  le  permutano).  Questa  ultima  condizione  si  potrebbe  sop- 
primere, se  noi,  conformemente  ai  risultati  del  §  10,  non  consi- 
derassimo come  distinti  due  punti,  trasformati  l'uno  dell'altro 
mediante  l'inversione  per  raggi  vettori    reciproci  definita  da  I 
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(o,  se  7  è  un  iperpiano,  mediante  la  simmetria  rispetto  all'iper- 
piano  /).  Qiiesta  ultima  condizione  è  invece  necessaria,  se,  con- 
formemente a  quanto  abbiamo  fatto  nel  §  1(J,  e  a  quanto  faremo 
sempre  d'  ora  in  poi,  rappresentiamo  S  in  quella  regione  di  7C,  che 
è  interna  ad  I,  o,  se  7  è  un  iperpiano,  che  giace  da  una  certa 
banda  determinata  di  7. 

Noi  possiamo  subito  trovare  una  ulteriore  proprietà  di  que- 
ste trasformazioni  T  (che  naturalmente  sarà  una  conseguenza 
di  quella  enunciata  più  sopra).  I  movimenti  in  S  conservano 
evidentemente  i  valori  degli  angoli.  Ma  S  è  rappresentato  con- 
formemente su  IT.  L' angolo  di  due  direzioni  su  /S  è  quindi  uguale 
all'angolo  delle  due  direzioni  corrispondenti  su  tt.  Le  trasforma- 
zioni'T  conservano  dunque,  in  tc,  le  grandezze  degli  angoli;  o, 
con  l'usuale  linguaggio,  le  trasformazioni  T  sono  trasformazioni 
conformi  in  n. 

Osserviamo  ancora  che  la  condizione  :  «  T  porta  ogni  cerchio 
che  taglia  ortogonalmente  I  in  un  altro  cerchio,  che  taglia  ortogo- 
nalmente I  »  si  può  evidentemente  enunciare  anche  nel  seguente 
modo:  «  T  trasforma  ogni  ipersfera  che  taglia  ortogonalmente  I, 
in  un'  altra  ipersfera  che  taglia  ortogonalmente  7»  (*). 

A  queste  ipersfere  corrispondono  in  S  delle  ipersuperficie, 
che  per  le  (15)  sono  rappresentate  da  una  equazione  lineare  omo- 
genea tra  le  x.  Perciò  queste  ipersuperficie  si  dicono  gli  iper- 
piani  della  nostra  metrica. 

Osservazione.  —  Nel  caso  delle  metriche  ellittiche,  la  ipersfera 
assoluto  7  ha  un  raggio  puramente  immaginario  i  R  {R  =  cost. 
reale).  Ma  noi  possiamo  facilmente  sostituire  al  precedente  enun- 
ciato un  altro,  in  cui  non  si  parli  di  ipersfere  immaginarie. 
Indichiamo  con  T  la  ipersfera  reale  di  raggio  R,  che  è  concen- 


(*)  Basta  ricordare  che  le  ipersfere,  che  tagliano  1  ortogonalmente, 
sono  le  nniche  ipersuperficie,  che  godono  della  seguente  proprietà:  per 
due  punti  A,  B  di  una  tale  ipersuperficie  passa  un  cerchio  (e  uno  solo), 
che  giace  suU'  ipersuperficie  e  taglia  1  ad  angolo  retto. 
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trica  a  /.  Per  quanto  abbiamo  già  detto  (§  lU,  pag.  65),  le  ipersfere 
e  gli  iperpiani  che  tagliano  ortogonalmente  I  non  sono  che  le  iper- 
sfere  e  gli  iperpiani,  la  cui  intersezione  con  T  giace  in  un  iperpiano 
passante  per  il  centro  comune  di  I  e  /'. 

Studiamo  ora  più  particolarmente  le  metriche  iperboliche. 
In  tal  caso  la  ipersfera  /  è  reale.  Supponiamo  w  ^  3  ;  la  /  avrà 
almeno  due  dimensioni.  E  noi  potremo  parlare  dell'angolo  che 
due  direzioni  poste  su  /  fanno  tra  di  loro  (nel  senso  euclideo: 
evidentemente  questi  angoli  non  hanno  alcun  significato  nella 
nostra  metrica,  perchè  /  è  singolare  per  questa  metrica).  Una 
trasformazione  T  è  conforme  (*)  in  tutto  re,  e  trasforma  /  in  se  stes- 
sa per  le  proprietà,  che  noi  abbiamo  sopra  trovato.  Quindi  essa 
porterà  anche  l' angolo  {euclideo)  di  due  direzioni  poste  su  /  in 
un  angolo  uguale.  Di  più  ogni  varietà  subordinata  W„_sj  posta 
su  I,  a  n  —  3  dimensioni,  che  sia  varietà  base  di  un  fascio  di 
ipersfere,  dovrà  essere  portata  in  una  varietà  W'„_3,  posta  su  /, 
che  sia  pure  base  di  un  fascio  di  ipersfere.  Infatti  per  \V„_s  pas- 
serà un'ipersfera  W„_.  ortogonale  ad  I,  la  quale  sarà  portata  da 
T  in  un'altra  ipersfera  W'„_2  (ortogonale  ad  /);  questa  taglierà 
/  in  una  varietà  W'„_ai  per  cui  passano  le  ipersfere  /  e  1F"„_2, 
e  che  è  quindi  base  di  un  fascio  di  ipersfere.  Le  trasformazioni 
T  subordinano  dunque  su  I  delle  trasformazioni  T'  che  mutano 
in  sé  stesso  il  sistema  delle  varietà  W„,^,  poste  su  I,  che  sorto 
base  di  un  fascio  di  ipersfere  (*  *). 

Viceversa  se  n  ^  S  e  se  T'  è  una  trasformazione  {necessaria- 
mente conforme)  di  I  in  sé  stessa,  che  porta  ogni  varietà   W\_a  di  I, 


(*)  Si  ricordi  (cfr.  la  nota  al  $  10  pag.  57)  clic  T  è  prodotto  di  sim- 
metrie e  di  inversioni  per  raggi  vettori  reciproci. 

(**)  Per  »  ==  3  questo  teorema  perde  ogni  significato,  in  quanto  che 
una  ([ualunque  coppia  di  punti  (TF„_3)  del  cerchio  1  è  base  di  un  fascio 
di  cerchi.  In  tal  caso  però  la  T,  essendo  una  trasformazione  biunivoca, 
subordina  sul  cerchio  I  a  una  proiettività. 
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che  sia  base  di  un  fascio  di  ipersfere,  in  una  varietà  analoga  W'„_s, 

allora  essa  determina  una  delle  nostre  trasformazioni  T  in  tutto  ti. 

Infatti  sia  W„_.i  una  ipersfera  ortogonale  a  I,  sia  W„_^  V  in- 
tersezione di  W„_^  e  di  /,  e  sia  W'„_c,  l' ipersfera  ortogonale  a  1, 
passante  per  la  varietà    TF'„_s,  trasformata  di    W„_^  per  la   T'. 

Noi  assumeremo  la  TF'„_2  come  trasformata  di  PF„_2«  E  avremo 
cosi  definita  in  tt  una  trasformazione  delle  ipersfere  W„_.,  ta- 
glianti  ortogonalmente  /  in  ipersfere  W'„_^  taglianti  ortogonal- 
mente /.  Per  provare  che  questa  trasformazione  è  una  tras- 
formazione T,  basterà  dimostrare  che  le  W^-'ii  trasformate  di 
quelle  TF„_2,  che  passano  per  un  punto  A,  passano  per  un  altro 
punto  A',  che  assumeremo  come  trasformato  di  A  per  la  T.  In- 
fatti in  questo  caso  la  nostra  trasformazione  godrà  delle  pro- 
prietà caratteristiche  per  le  trasformazioni  T,  che  noi  abbiamo 
determinato  precedentemente  (pag.  63  e  64). 

Senza  diminuire  la  generalità,  potremo  supporre  che  /  sia  un 
iperpiano;  e,  se  y^,  y.^,  . .  . .,  ?/„_,  sono  coordinate  cartesiane  orto- 
gonali nel  nostro  spazio  euclideo  rappresentativo,  potremo  (§  10, 
pag.  67  e  seg.)  supporre  che  /  sia  l' iperpiano 

^«-1  =  0. 

Una    TF„_s  di  I  sarà  in  /  definita  da  un'equazione: 

n— 2  n-2 

(a)     .     To  S  2/'  +  S  T/  «//  +  T  =  0  (y  =  cost.) 

<=i  1 

E  la    TF'„_3  trasformata  sarà  rappresentata  da  un'equazione 

(«)'  ns^/'  +  Sr'.  2/. +  r'  =  o 

dove  le  y  saranno  funzioni  lineari  delle  y.  Affinchè  la  TF„„.,  che 
taglia  ortogonalmente  /  lungo  la  (a)  passi  per  un  punto  A  dello 
spazio  ambiente,  è  necessario  e  sufilciente  che  le  y  siano  legate 
da  una  relazione  lineare  (dipendente  soltanto  dal  punto  A).  Se 
questo  avviene,  altrettanto  avverrà  per  le  y',  che  sono  funzioni 
lineari  delle  y.  Le  W'„_^  passanti  per  le  Tr„_3,  definite  dalle  (a)', 
passeranno  quindi  per  un  altro  punto  A'  dello  spazio  ambiente. 

e,  d.  d. 
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§  12.  —  Goedetiohe  e  distanze  negali  spazi  a  curvatura  costante. 

Come  abbiamo  detto  al  §  6  (pag.  26),  due  punti  Aj  B  abbastanza 
vicini  di  uno  spazio  S^  in  cui  sia  definita  una  metrica  reale  qua- 
lunque, determinano  in  modo  univoco  un  arco  di  geodetica  A  B 
passante  per  A,  B.  Quindi  un  movimento  M,  relativo  alla  nostra 
metrica,  che  lasci  fissi  i  punti  A,  B,  lascierà  fisso  l' arco  di  geode- 
tica A  B,  e  quindi  anche  tutta  la  geodetica  A  B.  ^e  C  e  nw  punto 
qualunque  dell'arco  di  geodetica  considerato,  esso  sarà  portato 
da  M  in  un  punto  C  dell'  arco  stesso.  E,  poiché  i  movimenti 
lasciano  inalterate  le  lunghezze,  le  lunghezze  degli  archi  A  G,  C  B 
saranno  rispettivamente  uguali  a  quelle  degli  archi  A  C,  C  B. 
Il  punto  C  coincide  dunque  con  C.  I  movimenti^  che  lasciano 
fissi  due  punti  A^  B,  lasciano  fissi  tutti  i  punti  dell'  arco  di  geo- 
detica definito  dai  punti  A,  B  (almeno  se  A,  B  sono  sufficiente- 
mente vicini),  e  quindi  anche  evidentemente  tutti  i  punti  della 
geodetica  A  B. 

Sia  ora  S  uno  spazio,  in  cui  sia  definita  una  metrica  a  cur- 
vatura costante,  determinata  da  una  forma  quadratica  V  nelle 
coordinate  omogenee  aPi  (i  =  1,  2,  .  .  . .,  n).  Abbiamo  visto  che  i 
movimenti  non  sono  che  le  proiettività  trasformanti  la  forma  V 
in  se  stessa.  Se  una  tale  proiettività  P  lascia  fissi  due  punti  A,  B, 
essa  lascia  fissa  la  retta  A  B  (retta  essendo,  come  già  abbiamo 
detto  a  pag.  03  la  linea,  che  è  determinata  da  n  —  2  equazioni 
lineari  omogenee  indipendenti  nelle  x\  e  quindi  anche  i  punti 
A' ,  B'  di  questa  retta,  coniugati  dei  punti  A,  B  rispetto  alla  qua- 
drica  V  =  0.  Ma,  se  una  proiettività  lascia  fissi  quattro  punti  di 
una  retta,  essa  lascia  fissi  tutti  i  punti  della  retta.  Quindi  P  lascia 
fissi  tutti  i  punti  della  retta  A  B.  Sia  ora  «  >  3.  Si  vede  subito 
in  tal  caso,  anche  dal  semplice  computo  dei  parametri,  che,  preso 
un  punto  qualunque  C  non  posto  sulla  retta  A  B,  si  può  sempre 
trovare  un  movimento  che  lasci  fissi  i  punti  A,  B,  e  che  non 
lasci  fisso  il  punto  C.  Quindi,  se  w  >»  8,  la  retta  A  B  è  il  luogo 
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dei  punti  lasciati  fìssi  da  tutti  i  movimenti^  che  lasciano  fìssi  i 
punti  A,  B.  Ma  per  la  osservazione  precedente  noi  sappiamo  già 
che  tutta  la  geodetica  A  B  h,  fìssa;  si  ha  dunque:  La  geodetica, 
che  congiunge  due  punti  A,  B  coincide  con  la  retta  A  B,  od  in  altri 
termini  :  nelle  coordinate  Xi  le  geodetiche  sono  rappresentate  da 
n  —  2  equazioni  lineari  omogenee  indipendenti. 

Io  dico  che  questo  risultato  vale  anche  nel  caso  di  spazii 
(a  curvatura  costante)  a  due  dimensioni  (n  =  3). 

Sia  infatti  dx'i  -\-  dxl-^^dxl  (dove  xl  +  {xl  -\-  xz)  =  1)  l'ele- 
mento lineare  di  un  tale  spazio  S^.  Evidentemente  questo  spa- 
zio si  può  considerare  come  coincidente  con  la  superficie  x^  =  0 
dello  spazio  (a  tre  dimensioni  ed  a  curvatura  costante)  S^,  il  cui 
elemento  lineare  è  dx\  -\-  dxl  -\~  dxi  -\2  dx^^,  dove  le  x  sono 
coordinate  legate  dalla  xl  +  {x\  +  oc:^  +  ccl)  =^  1.  Ora,  per  quanto 
abbiamo  detto,  la  geodetica  di  S.^  che  congiunge  due  punti  A,  B 
della  nostra  superficie  x^=  0  e  una  retta  che  giace  evidente- 
mente sulla  superficie  stessa  0^4  =  0.  E  questa  retta  è  quindi  a 
fortiori  una  geodetica  di  questa  superficie,  perchè  essa  dà  il  più 
breve  degli  archi  che  congiungono  A,  B  nello  spazio  S^  e  quindi 
anche  a  maggior  ragione  il  più  breve  degli  archi  che  congiun- 
gono A,  B  senza  uscire  dalla  detta  superficie  x^  =  0.  Quindi  le 
geodetiche  di  S.2  sono  ancora  linee  rette  (vale  a  dire  linee  rap- 
presentate da  una  equazione  lineare  nelle  coordinate  x^,  X2,  0^3). 

Conseguenza  di  ciò  è  che  in  uno  spazio  a  curvatura  costante 
due  punti  diversi  A,  B,  comunque  distanti,  determinano  in  modo 
univoco  la  geodetica  che  passa  per  essi.  Cosicché,  se  la  geodetica 
A  B  passa  per  un  punto  E,  la  geodetica  A  E  passa  per  B. 

Data  una  metrica  qualunque,  si  chiama  distanza  geodetica  o, 
più  brevemente,  distanza  di  due  punti  A,  B  la  lunghezza  del- 
l'arco di  geodetica  A  B,  che  è  terminato  ai  punti  A,  B.  Noi  vo- 
gliamo ora  determinare,  nelle  metriche  a  curvatura  costante,  la 
lunghezza  di  un  arco  di  geodetica  A  7?,  ossia  la  lunghezza  di  un 
segmento   rettilineo  A  B,  che,  per  definizione,  sarà   la   distanza 
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dei  punti  A^  B.  Osserviamo  che:  Se  un  segmento  A  B  è  portato 
da  un  movimento  nel  segmento  A  B ,  deve  essere  (in  valore  as- 
soluto): 

distanza  A  B  =  distanza  A'  B'. 

Ma,  poiché  i  movimenti  non  sono  che  le  proiettività  trasforman- 
ti in  se  stessa  la  quadrica  V  =  0,  si  sa  che  :  Condizione  necessaria 
e  sufficiente  affinchè  esista  un  movimento,  che  porti  un  segmento 
A  B  in  un  segmento  A  B',  è  che  il  hirapporto  {A  B  C  D)  (*)  sia 
uguale  al  hirapporto  {A'  B'  C  Z>'),  o  al  hirapporto  {B  A  C  D)  = 

^  (AB'  a  U)  ^  (B'  A  DC)  ^  ^^'  ^  ^  ^^'  ^^*^^  ^^^*  ^r^  ^^'  ^'^ 
indico  i  punti  comuni  alla  retta  A  B  {A  B')  e  alla  quadrica  F  =  0. 
Dai  precedenti  due  teoremi  segue  che,  se  per  due  coppie  di 
punti  A,  B  e  A\  B'  si  ha 

{A  BCD)  =  {A  B'  C D)      oppure      {A  B  C D)  =  Tj-j^c'jy) 

la  distanza  geodetica  dei  punti  A,  B  è  uguale  alla  distanza  dei 
punti  A,  B'.  La  distanza  di  due  punti  A,  B  (che,  secondo  le 
nostre  convenzioni,  è  sempre  positiva)  sarà  dunque  una  funzio- 
ne 9,  evidentemente  continua,  del  corrispondente  hirapporto 
X  =  {A  B  C  D),  tale  che  : 


(18)  ^{^)  =  ^[l) 


Studiamo  ora  p.  es.  le  metriche  iperboliche.  Siano  A,  B,  E 
tre  punti  di  una  retta  generica  r,  interni  alla  regione  li,  ove  la 
nostra  metrica  è  reale.  Se  C,  D  sono  i  punti   comuni   alla  r,  e 


(*)  Il  birappoito  (J,  A.,  A.^  .1,)  di  quattro  ])iinti  <li  unu  stessii  retta  r, 
k"  cui  t'oordiuute  non  omogenee  su  r  sono  ordinatamente  x^,  x^,  r^,  x^,  è 
per  definizione  uguale  a 

j-,  —  x.j      j",  —  -r, 

X.,  —  j*.;  ■  x.,  —  J*, 

Ricordo  (jucsli),  per  evitare  ogni  ambiguità   di   notazione. 


70  Capitolo  Terzo  —  §12. 

alla   quadrica   F  =  0,  e  se  sulla  r  i  punti  A^  B,  C,  D,  E  si  sus- 
seguono nel  verso  C  A  B  E  D,  ai  ha: 

distanza  A  B  {  distanza  B  E  =  distanza  A  E. 

Posto  cioè  X  =  {A  B  CD),  X'  =  (5  E  C D),  X"  =  {A  E  C D),  sarà: 

(18)'  cp  (X)  +  cp  (V)  =  cp  (X"). 

Ma,  per  le  nostre  ipotesi,  i  birapporti  À,  X',  X"  sono  quantità  sod- 
disfacenti alle  sole  relazioni 

(19)  XX' =  X"  0<X'<1  0<X<1. 

La  (18)'  deve  dunque  essere  conseguenza  delle  (19).  E  perciò  (*): 

La  cp  (^)  è  uguale,  a  meno  di  un  fattore  costante,  al  valore  as- 
soluto del  logaritmo  (sempre  reale)  di  X. 

Se  il  punto  A  o  il  punto  B  giacciono  sulla  V  =  0,  si  ha 
X  =  0,  oppure  X  =  co;  e  la  distanza  A  B  h.  perciò  infinita.  Ecco 
perchè  la    F  =  0  si  dice  quadrica  assoluto  (§  10,  pag.  66). 

A  un  analogo  risultato  si  giunge  nel  caso  di  metriche  ellitti- 
che (*  *).  Questo  caso  ha  però  per  noi  assai  minore   importanza. 


(*)  Infatti  ^  (X),  funzione  sempre  continua  e  positiva  della  variabile 
positiva  X,  soddisfa  per  le  (18)'  e  (19)  alla: 

(a)         cp(X)  H-cp  (X')  =  cp(XX')     se     0  <X  <  1,  0  <X' <  1. 
E  per  la  (18)  soddisfa  albi 

(P)  ?  (À)  =  cp  {^-^^         se        X  >  0. 

Se  (^  (e)  =  £,  la  e  sarà  vma  costante  reale  e  positiva;  e  dalle  (a),  ([^)  si  trarrà: 

(T)         '?  (     )  ^^  ^j  9  (^)  =  £l  ^  >  ^^  ir=  e''  ,  ossia  li  =  log  K 

essendo  h  un  qualsiasi  numero  razionale  positivo  o  negativo.  La  continuità 
della  9  dimostra  che  la  seconda  delle  (y)  vale  anche  se  h  è  irrazionale;  e 
così  risulta  dimostrato  il  teorema  del  testo. 

(**)  Si  osservi  che  in  questo  caso  log  X  è  puramente  immaginario, 
ed  è  detìnito  a  meno  di  multipli  di  2  ti  i.  La  cp  (X)  è,  a  meno  di  un  fat- 
tore costante,  uguale  a  ^—  -|-  2  w  ;i;,  dove  m  è  un  intero  arbitrario. 
Questa  indeterminazione  dipende  da  ciò  che  una  geodetica  è,  in  una  me- 
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§  13.  —  Classifioazioiie  dei  movimenti  neg-li  spazii  a  curvatura 
costante. 

Ricorderò  anzitutto  come  si  classificano  i  movimenti  di  uno 
spazio  S  euclideo  a  w  —  1  dimensioni,  quando,  secondo  le  nostre 
convenzioni,  si  chiami  movimento  ogni  trasformazione,  che  con- 
servi le  distanze  (cfr.  §  6,  pag.  27,  per  il  caso  w  =  4). 

Tra  questi  movimenti  esistono  le  cosidette  simmetrie,  le  quali 
sono  gli  unici  movimenti,  che  lascino  fissi  oo"~^  punti  di  >S^.  E 
precisamente  una  simmetria  T  lascia  fissi  i  punti  di  un  iper- 
piano  a:  se  un  punto  A  di  /S  è  portato  da  T  nel  punto  B,  a.  e 
il  luogo  dei  punti  equidistanti  da  A,  B.  Esiste  quindi  una  e 
una  sola  simmetria,  che  trasformi  l' uno  nell'  altro  due  punti 
dati  A,  B. 

Una  simmetria  T  è  un'  operazione  involutoria  ;  vale  a  dire 
T-'  =  T;  T'  =  1. 

Siano  A^,  A\  due  punti  distinti  corrispondenti  per  un  movi- 
mento M  qualunque.  Sia  7\  la  simmetria,  che  porti  A^  in  J.  „  e 
A\  in  A^.  La  trasformazione  7\  M  sarà  un  movimento,  che  lascia 
fisso  A^.  Ogni  punto  lasciato  fisso  da  Me  equidistante  da  A„  A\ 
e  quindi  è  pure  lasciato  fisso  dalla  T^,  e  dalla  T^  M.  Se  7\  M  non 
è  la  trasformazione  identica,  siano  A^,  A'^  due  punti  indipendenti 
da  A^  (distinti  da  A^)  corrispondenti  per  la  T^  M,  e  sia  T^  la 
simmetria  che  porta  A^  in  A\ .  La  trasformazione  T^  T*,  M  la- 
scerà fisso  il  punto  A.^  ;  essa  lascerà  pure  fisso  ogni  punto  la- 
sciato fisso  da  Ti  M,  e  in  particolare  anche  il  punto  Ai.  Dunque 
almeno  i  punti  Ai,  A.^  sono  invarianti  per  T^  T,  M.  Quindi  Tj,  T^  M 


trica  ellittica,  una  linea  chiusa  di  lunjjhezza  finita,  come  già  si  è  accen- 
nato al  ^  6  (pag.  25),  e  che  la  geometria  in  una  metrica  ellittica  coincide, 
coiiu'  abbiamo  già  osservato  al  ^10  (pag.  52),  con  la  geometria  vigente 
su  una  ipcrsfera  euclidea,  quando  non  vi  si  c(msiderino  come  distinti  due 
l)unti  diametralmente  opposti. 
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trasforma  in  se  stessi  i  punti  della  retta  A^  A^.  Se  dunque 
2^2  T^  -^4=1,  esisterà  un  punto  Jl»,  indipendente  da  ^,,  ^.,  ossia 
non  giacente  sulla  retta  A^  J.2,  che  T^  T^  M  porta  in  un  punto 
A\  distinto.  Se  J»  è  la  simmetria  clie  porta  A^  in  A.^^  il  movi- 
mento J'a  T.,  J\  M  lascia  fìssi  almeno  tutti  i  punti  del  piano 
J-i  ^2  ^3.  Così  continuando,  vediamo  che  possiamo  trovare  un 
certo  numero  di  simmetrie  J\  (i  =  1,  2,  .  .  .  .,  v)  in  guisa  che  il 
movimento  T^  T^_i  ....  T^  M,  o  sia  l' identità,  o  lasci  fissi  almeno 
V  punti  indipendenti.  Esisterà  quindi  un  intero  v  <^  7^  +  1,  tale(*) 
che  T^  r,_i Ti  If  =  1,  ossia  che 

M=  Tt'  T^'  ....  IV  ^  T,T,....  T,. 

Ogni  movimento  M  è  quindi  prodotto  di  un  certo  numero 
^  <Cn  -{-  1  di  simmetrie.  Siano  ai,  a,,,  .  .  .  .,  a,^  i  v  iperpiani  indi- 
viduanti queste  simmetrie.  Facciamo  variare  questi  iperpiani  con 
continuità,  fino  a  che  essi  vengano  tutti  a  coincidere  con  un 
iperpiano  a  scelto  ad  arbitrio.  Il  movimento  itfvarierà  con  con- 
tinuità, e  diventerà  uguale  a  T'\  dove  J'  è  la  simmetria  definita 
da  a.  Ora  T'  =  1,  oppure  T'  =  T,  secondo  che  v  è  pari,  o  di- 
spari. Quindi  : 

Se  T  è  una  simmetria  qualunque,  ogni  movimento  M  si  può 
{variando  con  continuità  i  parametri  da  cui  esso  dipende)  far  di- 
ventare uguale  o  alla  trasfor7nazione  identica,  o  alla  T. 

E  poi  ben  chiaro  che  un  movimento,  che  sia  una  pura  sim- 


(*)  Infatti,  se  un  movimento  ili  trasforma  in  se  stessi  Jipnnti  A^,A^, ,A„ 

indipendenti,  M  coincide  con  la  trasformazione  identica.  Ciò  è  ben  evi- 
dente se  »i  =  2,  e  si  dimostra  in  generale  col  metodo  di  induzione  com- 
pleta. Infatti  supponiamo  di  aver  già  dimostrato  quanto  asserimmo  per 
»  =  /n  —  1^  e  dimostriamolo  per  n  =  »?.  Per  l' ipotesi  fatta,  se  si  indica 
con  Si  lo  spazio  lineare  mù.  vi  —  2  dimensioni  i)assante  per  A-^,  A^,  .  .  .  ., 
J.,_i,  ^i+i,  .  . .  . ,  Am  {i  ^  ì,  2,  .  .  .  . ,  vi),  M  dovrà  trasformare  in  sé  stessi 
tutti  i  punti  degli  m  spazii  Si  ,  percliè  ne  lascia  iissi  m  —  1  i)unti  indi- 
pendenti. M  doA^'à  dunqxie  trasformare  in  sé  stessa  ogni  geodetica  di  S 
(perchè  lascia  fissi  i  punti,  in  cui  tale  geodetica  incontra  gii  vi  spazii 
Si  )  e  quindi  evidentemente  anche  ogni  junito  di  S. 
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metria  2\  non  si  può  ridurre  all'identità  con  una  variazione  con- 
tinua dei  parametri.  In  tal  caso  infatti  un  (w  —  l)*^'""  ortogonale 
di  S  e  il  suo  trasformato  per  jT  sarebbero  l'uno  all'altro  sovrap- 
ponibili mediante  un  movimento  continuo:  ciò  che  è  assurdo  (*). 

Se  M,  M  sono  due  movimenti,  ciascuno  dei  quali  si  può,  con 
variazione  continua  dei  rispettivi  parametri,  ridurre  all'identità 
(a  una  simmetria  T\  il  loro  prodotto  si  potrà  ridurre  con  una 
trasformazione  continua  all'  identità  (alla  T-).  Poiché  T'^  =  1, 
questo  prodotto  si  può  in  ambi  i  casi  ridutre  alla  trasformazione 
identica. 

/  movimenti  di  uno  spazio  euclideo  formano  un  gruppo  V  con- 
tinuo a  due  schiere  di  trasformazioni.  I  movimenti  della  prima 
schiera  (movimenti  di  prima  specie)  si  possono  ridurre,  con  una 
variazione  continua  dei  parametri  da  cui  dipendono,  alla  trasfor- 
mazione identica,  e  formano  da  soli  un  gruppo  G,  contenuto  in  T 
come  sottogruppo  di  indice  2.  /  movimenti  della  seconda  schiera 
{movimenti  improprii  o  di  seconda  specie)  si  possono  con  conti- 
nuità ridurre  a  simmetrie. 

Il  più  generale  movimento  di  seconda  specie  si  ottiene  molti- 
plicando un  particolare  movimento  di  seconda  specie  per  il  più 
generale  movimento  di  prima  specie. 


(*)  Si  dice  («  —  ly^iro  j,j  ^  T  insieme  di  un  punto  O  (vertice)  e  di 
n  —  1  direzioni  (lati)  uscenti  da  O,  le  quali  non  aiìpartengono  ad  alcuno 
spazio  subordinato  a  »  —  2  dimensioni.  Un  (n  —  ijcd'-o  gj  ^y^^.^,  ortogonale^ 
se  i  suoi  lati  st)no  a  due  a  due  normali.  Supposte  le  coordinate  cartesiane 
(»rto;;onali,  il  determinante  formato  coi  coseni  di  direzione  dei  lati  (coseni 
de^'li  anj^oli,  che  i  lati  formano  con  <;li  assi  coordinati)  di  un  (n  —  ])*<^'-<' 
ortoj^onale,  è  ortofjonale,  e  «luindi  uj^uale  a   ±  1. 

Due  {il  —  ly"^"' ,  per  cui  tale  «leteiniinaute  ha  (non  lia)  lo  stesso  va- 
lore si  dicom»  ugualmente  (non  tigualniente)  orientati. 

Due  (n  —  l)"*",  trasformati  l' uno  dell'altro  uiediante  una  simmetria 
o  un'inversione  per  raggi  vettori  reciproci  rispetto  a  un' ii)er8fera  reale, 
non  sono  ugualmente  orientati.  Dall' uno  non  si  può  quindi  passare  all'al- 
tro con  un  movimento  continuo,  perchè  altrimenti  il  valore  del  corrispon- 
dente determinante  dovrebbe  variare  con  continuità  da  -f-  1  a  —  1,  o 
viceversa.  Ciò  è  assurdo,  perchè  tale  determinante  non  può  assumere 
valori  distinti  da  ±  1. 
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Il  precedente  teorema  vale  anche  per  gli  spazii  iperbolici  a 
curvatura  costante.  Ciò  è  intuitivo,  se  ammettiamo  quanto  abbia- 
mo enunciato  (§  6,  pag.  24)  che  cioè  la  geometria  di  tali  spazii  ha 
comune  con  la  geometria  euclidea  tutti  i  teoremi,  che  non  pre- 
suppongono la  verità  del  postulato  di  Euclide.  Il  nostro  teorema 
si  può  però  anche  dimostrare  in  modo  diretto,  partendo  dalle 
nostre  definizioni.  Una  geometria  iperbolica  a  w  — •  1  dimensioni  ha 

come  elemento  lineare  la  {orm.a,h^{da)'i  {-dxl-ì^ -h^^n-i — da;l)^ 

dove  le  x  sono  variabili  legate  dalla  ool  —  x'i  —  oo'i  — ....  —  wl-i  =  1. 
Essa    è    reale    nella    regione    interna    alla    quadrica    assoluto    Q 

x'i  —  x\  — —  xl^i  ^=  0.  I  movimenti  non  sono  che  le  proiet- 

tività  trasformanti  questa  quadrica  Q  in  se  stessa.  È  ben  facile 
vedere  che  esistono  dei  movimenti,  che  corrispondono  nel  caso 
attuale  alle  simmetrie  euclidee,  dei  movimenti  cioè  che  lasciano 
fissa  una  varietà  reale  a  w  — -2  dimensioni,  contenente  almeno  uno  e 
quindi  infiniti  punti,  in  cui  la  nostra  metrica  è  reale.  I  teoremi 
più  elementari  della  geometria  proiettiva  dimostrano  che  una 
tale  varietà  deve  essere  una  varietà  lineare,  cioè  un  iperpiano 
S  a,.  Xi  =  0  (a,.  =  cost.),  il  quale,  dovendo  contenere  almeno  un 
punto  ove  la  nostra  metrica  è  reale,  dovrà  incontrare  la  qua- 
drica Q  in  infiniti  punti  reali.  E  precisamente  l'omologia  armo- 
nica, che  ha  tale  iperpiano  come  iperpiano  di  omologia,  e  il  polo 
di  detto  iperpiano  rispetto  alla  quadrica  Q  come  centro  di  omolo- 
gia, è  l'unica  proiettività,  che  possa  trasformare  in  sé  stessi  quei 
punti  del  nostro  iperpiano,  che  sono  interni  alla  quadrica  assoluto, 
pure  lasciando  fissa  la  quadrica  Q.  Un  tale  movimento  si  chia- 
merà, per  analogia,  la  simmetria  rispetto  all'iperpiano  ljai^,.  =  0(*). 


(*)  Tra  le  siiiimetiie,  definite  da  equazioni  più  semplici,  ricorderò  le 
7',  {i  =  1,2,  ....  n  —  1)  definite  rispettivamente  dalle: 

x'i  =  —  Xi  x' i  =^  Xi  {l  :^=  1,  2 ,  . . . . ,  i  —  1,  i  -\-  1,  .  .  .  .  11). 

Si  noti  però  che  la  trasformazione   T„  definita  dalle 

X'i    =  Xi   {l  ^1,2, ,   W    —   1)  -C'n  =   —   -i-n 
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Se  noi  ricorriamo  alla  rappresentazione  conforme  (§  10,  pag.  51 
e  *eg.)  della  nostra  metrica  iperbolica  su  un  semispazio  euclideo 
7c,  un  iperpiano  li  Xi  Xt  =  0  è  rappresentato  in  una  semisfera 
rep.le  5,  che  incontra  ortogonalmente  il  piano  assoluto,  immagine 
della  quadrica  Q.  (Cfr.  le  (13),  (14)  del  §  10).  Ricordando  i  teoremi 
del  §  10,  o  scrivendo  le  formole  effettive,  si  riconosce  tosto  che 
alla  simmetria  rispetto  a  tale  iperpiano  corrisponde  nel  nostro 
semispazio  euclideo  l'inversione  per  raggi  vettori  reciproci,  che 
lascia  fissi  tutti  i  punti  di  5. 

Un  (w  —  l)'"'''"  ortogonale  del  nostro  spazio  iperbolico,  ha  in 
71  per  immagine  un  (w  —  \yàro  ortogonale.  Due  (w  —  1)*^"  orto- 
gonali, che  si  corrispondono  nella  nostra  simmetria,  hanno  in  7C 
per  immagine  due  («  —  1)  *''''■',  che  si  corrispondono  nella  citata 
inversione  per  raggi  vettori  reciproci:  quindi  essi  non  sono  ugual- 
mente orientati,  e  non  si  possono  sovrapporre  con  una  trasfor- 
mazione conforme  e  continua.  Tanto  basta  per  poter  affermare 
che  anche  nel  caso  di  spazii  iperbolici  non  si  può  portare  una 
simmetria  nella  trasformazione  identica,  con  variazione  continua 
di  parametri. 

Dopo  ciò  si  potrà,  come  abbiamo  fatto  nel  caso  degli  spazii 
euclidei,  scomporre  un  movimento  qualunque  in  un  prodotto  di 
simmetrie:  e  colle  stesse  considerazioni  che  abbiamo  svolto  in 
quel  caso  dimostrare  il  nostro  teorema  anche  per  il  caso  attuale 
di  spazii  iperbolici. 

Gli  spazii  ellittici  a  curvatura  costante  hanno  per  il  nostro 
studio  assai  minore  importanza.  Io  mi  accontenterò  quindi  di 
un  breve  cenno.  L' elemento  lineare  di  un  tale  spazio  è  del  tipo 
h^  S  d  .57?,  Qi  =^  cost.),  dove  le  X(  si   suppongono   sodd'sfare    alla 


non  è  una  simmetria,  in  <iuanto  che  essa  è  un  movimento  che  lascia  fissi 
tutti  i  punti  dell'  iperpiano  x„  =  0,  il  qiiale  non  interseca  in  piuiti  reali 
la  quadrica  Q  e  quindi  non  contiene  alcun  punto,  in  cui  la  nostra  metrica 
è  reale. 
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2j  a?i  =^  1.  Se  noi,  mutando  le  convenzioni  adottate  fìn  qui,  ritenes- 
simo come  distinti  punti,  le  cui  coordinate  corrispondenti  sono 
uguali  e  di  segno  contrario,  allora  si  potrebbe  vedere  che  il  teo- 
rema, sopra  enunciato,  vale  anche  nel  caso  attuale  (come  è  del 
resto  ben  noto  per  un  caso  particolare:  il  caso  della  sfera  eu- 
clidea). 

Se  noi  invece  continuiamo  a  considerare  come  non  distinti 
un  punto  (ic,)  e  un  punto  ( —  iP,),  allora  il  nostro  teorema  continua 
ancora  a  essere  vero,  se  lo  spazio  ellittico  ha  un  numero  dispari 
di  dimensioni.  Se  invece  il  nostro  spazio  avesse  un  numero  pari 
di  dimensioni,  il  gruppo  dei  movimenti  sarebbe  un  gruppo  a  una 
sola  schiera  di  trasformazioni  (*):  ogni  movimento  cioè  si  può 
ridurre  all'  identità  facendo  variare  con  continuità  i  parametri 
da  cui  esso  dipende  (**). 

Dovremmo  ora  classificare  più  particolarmente  i  movimenti 
di  prima  e  di  seconda  specie.  Osserviamo  tosto  che  non  importa 
fare  uno  studio  speciale  per  i  movimenti  di  seconda  specie,  in 
quanto  che  il  più  generale  movimento  di  seconda  specie  è  pro- 
dotto del  più  generale  movimento  di  prima  specie  per  un  par- 
ticolare movimento  di  seconda  specie,  scelto  in  modo  arbitrario 
(p.  es.  uiiia  particolare  simmetria).  Ci  possiamo  dunque  limitare 
allo  studio  dei  movimenti  di  prima  specie. 


(*)  Il  lettore  imo  p.  es.  considerare  i  casi  elementari  del  cerchio,  e 
della  sfera  euclidea,  quando  vi  si  considerino  come  non  distinti  punti  dia- 
metralmente opposti . 

(**)  I  ragionamenti  svolti  nel  caso  di  spazii  iperbolici  non  si  j)08sono 
api)licare  agli  sjjazii  ellittici,  in  quanto  che  la  rappresentazione  conforme 
di  un  tale  simzio  8  sopra  uno  spazio  euclideo  ti  non  è  continua  e  biuni- 
voca. Un  (»  —  i)«<>fo  ortogonale  di  tale  spazio  ha  per  immagine  in  n  due 
(«  —  ijedri  (^ti-asformati  V  uno  dell'  altro  mediante  una  inversione  rispetto 
a  un' ipersfera  immaginaria),  i  quali  sono  o  non  sono  ugualmente  orien- 
tati, secondo  che  il  numei'o  delle  dimensioni  di  S  è  dispari,  o  pari. 
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Supporremo  lo  spazio  a  w  —  1  dimensioni,  indicando  con 
i37i,  ^'2,  .  .  .  ..  x„  le  solite  coordinate  legate  dalla 

xl  ^  ^  ix\ '-\-  x\ -\- +  a.1_,)  =  1 

dove  e  =  -|~  I7  oppure  e  =  —  1,  secondo  che  lo  spazio  è  ellit- 
tico o  iperbolico  (*).  Lo  svolgere  completamente  lo  studio  di 
questi  movimenti  sarebbe  però  cosa  troppo  lunga,  e  per  il  no- 
stro scopo  non  indispensabile.  Io  mi  accontenterò  quindi  di 
enunciare  i  risultati,  che  nel  §  14  confermeremo  in  modo  diretto 
per  i  casi  più  importanti  degli  spazii  iperbolici  a  2  o  3  dimen- 
sioni, rimandando  il  lettore  per  il  caso  generale  (che  non  offre 
del  resto  gravi  difficoltà)  alla  Mem.  dell' A.:  Sulla  teoria  delle 
forme  quadratiche  ed  Hermitiane  ecc.,  pubblicata  nel  voi.  17,  se- 
rie IV  degli  Atti  dell'Accademia  Gioenia  di  Catania. 

Nel  caso  di  uno  spazio  ellittico  si  dimostra  che,  se  M  è  un 
movimento  di  prima  specie  in  un  tale  spazio,  si  possono  assu- 
mere come  nuove  variabili  coordinate  n  combinazioni  lineari 
reali  e  indipendenti  ^1,  ^o,  .  .  .  . ,  y„  delle  x  in  guisa  che  31  sia 
definito  da  equazioni  del  tipo  : 


(20) 


i  y'ì.-i  --=  y-^.-i  cos  e.—  y,,  sen  d. 

^y'.. 

\  y\      =y.  (A:  =  2»--[-l,2r  +  2,....,w) 


.  (s=l, 2,. ...,/•;  2r<w) 
y...  cos  9.     -\-  y^,_,  sen  6. 


Un  tale  movimento  si  dirà  un  movimento  ellittico. 

Nel  caso  di  uno  spazio  iperbolico  si  dimostra,  che,  se  il/  è  un 
movimento  di  prima  specie  di  questo  spazio,  si  possono  assumere 
come  nuove  variabili  n  combinazioni  lineari  reali  indipendenti 
//i,  2/2?  •  '  ■  -ì  yn  in  guisa  che  3f  sia  definito  da  equazioni  del  tipo 
(20)  oppure  da  equazioni  di  uno  dei  tipi  seguenti: 


(*)  Ricordo  che  tanto  le  equazioni  x',  =  x,  quanto  le  j- ,  =  —  jr,  i-appresen- 
tano  la  trasformazione  identica,  in  qnanto«che,  secondo  le  nostre  convenzioni, 

i  punti  Ir.)  e  ( —  r^)  non  sono  distinti.  Le  r'(  =  S  0^  Xk  e  r'j  =  —  S  ««-»•* 
rappresentano  dunque  uno  stesso  movimento. 


(23) 
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iyi=yi  (^  =  4,6,  ....,w) 

^  /i  =  p  i^i         «/'g  =  -  1/2     (9  cost.  positiva  differente  da  -)-  1) 

(22)  ^  p   ' 

{y'i  =  yi  (i  =  3,  4, ....,  w) 

^'2,-1=  V2»-iCOs9, —  w»,  sen  0.  )  ,  ^ 

^  ^  .     /  ;    (5=l,2,..,r;2r  +  3<»^;e.  =  cost.) 

y'i.    =  y^,  GOsH,  +y2,_isene.  ) 

y  2r+l  ==   ^2r+l  "T"  y^r+ì]   ^  2»-+2    =   ^2r+2   ~\~   ^«r+sj    ^  2r+3    =    y2r+3 

y'i  =  Vi  («  =  2  r  +  4,  2  r  +  6, n) 

^,  ^  "^^  '    (s  =  l,2,...,r;2r+2<*i:e.  =  cost.) 

^2.    =  ^2.  cos  e,  -+-«/2._iSeiif^,  ) 

i  y'2r+i=  —  y-ir+i'i  y'ir+ì  =^  ?y2r+2  (p  cost.  positiva  differente  da  -|-  1) 

\  y\  =  y,  (i  =  2r  4-  3,  2r  +  4,  .. . .,  n) 

Un  movimento  (20)  si  dice  ellittico;  un  movimento  (21)  ^ara- 
bolico;  un  movimento  (22)  iperbolico;  i  movimenti  (23)  e  (24)  si 
dicono  lossodromici:  e  più  precisamente  un  movimento  (23)  si 
dice  ellittico-parabolico ;  un  movimento  (24)  si  dice  ellittico-iper- 
holico.  Quando  si  dice  che  un  movimento  è  lossodromico,  ci  si  deve 
accertare,  che  esso  non  sia  lossodromico  soltanto  apparentemente, 
vale  a  dire  che  esso  non  sia  in  realtà  o  iperbolico,  o  parabolico, 
o  perchè  tutti  gli  angoli  0,  siano  multipli  di  2  ti,  o  perchè  tali 
si  possano  rendere,  mutando  il  segno  di  tutte  le  y'f.  Con  questa 
convenzione,  si  dimostra  che  un  movimento  non  può  apparte- 
nere contemporaneamente  a  due  delle  cinque  classi  dei  movi- 
menti ellittici,  parabolici,  iperbolici,  ellittico-parabolici,  o  ellittico 
iperbolici. 

§  14.  —  Oli  spazii   iperbolici  a  curvatura  costante  a  due  o  tre 
dimenaioni. 

Confermeremo  ora  i  risultati,  enunciati  teste  in  generale,  per 
il  caso  specialmente  importante  degli  spazii  iperbolici  a  due,  o 
a  tre  dimensioni. 
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E  sopratutto  vogliamo  far  notare  gli  stretti  legami,  che  in- 
tercedono tra  i  gruppi  di  movimenti  in  tali  spazii,  e  i  gruppi 
delle  sostituzioni  lineari  fratte  su  una  variabile  complessa.  L'e- 
sistenza di  tali  legami  è  cosa  ben  evidente  per  quanto  abbiamo 
già  visto  al  §  7  (pag.  39  e  seg.)  e  §  9  (pag.  49-60).  Un  gruppo  G 
di  trasformazioni 

Y  a?  -f-  5  "" 

su  una  variabile  .t,  è  isomorfo  al  gruppo  G'  generato  dalle 

x\  =  +  (a  i»i  +  ?  x^)         x'2  =  +  (r  ^1  +  ^  ^2) 

sulle  due  variabili  omogenee  x^  x^.  E  il  gruppo  G\  come  ab- 
biamo già  detto,  considerato  come  trasformante  le  forme  qua- 
dratiche ^1  x\  -h  2  ^2  £Ci  a:»  -h  y^  x\  0  le  forme  Hermitiane  y^  Xy^  x\  -\- 
■\-  y^  Xi  xl  +  ^2  x.i  x'I  -+-  ya  a?,  xl  (a  seconda  che  le  a,  P,  y,  5  sono  o 
non  sono  sempre  tutte  reali)  diventa  un  gruppo  di  movimenti 
reali  nella  metrica  iperbolica  che  ha  per  assoluto  la  conica  reale 
y\  y%  —  y\  =  O,  o  la  quadrica  reale  y^  y^  —  \fi  —  y"l  =  0  (dove 
si  è  posto  y,  =  «^'2  -t-  ^  y  "2)- 

Da  queste  osservazioni  potremmo  partire  per  il  nostro  stu- 
dio ;  ma,  per  ragioni  di  opportunità,  useremo  una  via  più  diretta. 
Una  metrica  iperbolica  è  determinata  in  uno  spazio  S  lineare 
a  due  o  a  tre  dimensioni,  assumendovi  come  assoluto  una  conica 
C  reale  definita  da  un'  equazione  a7,  -j-  iCs  —  ^»  =  0,  o  una  quadrica 
Q  reale  non  rigata  definita  da  un'equazione  a;';  -j-a^  +  £p| — a^=  0. 
E  la  metrica  è  reale  nella  regione  i?  interna  a  C  o  a  Q.  Le  rette 
di  8  sono  (§  12)  l'immagine  delle  geodetiche  nella  nostra  metrica. 
Perciò  la  regione  R  si  chiama  anche  l'immagine  geodetica  della 
nostra  metrica  iperbolica.  I  movimenti  nella  nostra  metrica  non 
sono  che  quelle  proiettività  di  -6',  che  trasformano  in  sé  stessa 
la  (7  o  la  Q.  Per  determinare  una  di  queste  proiettività,  basta 
definire  come  essa  trasforma  i  punti  di  C  o  di  Q.  Infatti,  se  noi 
sappiamo  come  P  trasforma  i  punti  di  C  o  di  Q,  noi  sappiamo 
subito  come  essa  trasforma  una  retta  r  di  R,  in  quanto  che  la 
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retta  r',  trasformata  di  r,  non  è  che  la  retta  che  congiunge  i 
due  punti  di  C  (o  di  Q),  che  sono  trasformati  dei  punti  comuni 
alla  retta  re  alla  C  (Q).  Il  punto  A  poi,  trasformato  di  un  punto 
Aj  è  il  punto  per  cui  passano  tutte  le  rette  r',  trasformate  delle 
rette  r,  che  passano  per  A. 

Studiamo  ora  dapprima  le  metriche  a  due  dimensioni.  Sia  A 
un  punto  reale  di  R.  La  polare  di  A  rispetto  a  G  incontra  C 
in  due  punti  J-j,  A^  immaginarli  coniugati.  Ora  noi  possiamo 
individuare  un  punto  reale  o   complesso  di  C,  dando  il  valore  X 

del  rapporto  -  ^      '  ^  =   — '-^ —  .    (Questa   uguaglianza    è    conse- 

guenza  dell'  equazione  di  (7).  A  ogni  punto  reale  A  interno  a  G 
corrisponderanno  dunque  due  valori  Xi,  XJ  del  parametro  X,  im- 
maginarli coniugati:  quelli  che  individuano  i  punti  A^  ed  .^g;  e 
viceversa  a  due  valori  immaginarli  coniugati  di  X  possiamo  fare 
corrispondere  il  polo  della  retta  reale  che  congiunge  i  punti 
immaginarli  di  G  che  questi  valori  individuano.  Quella  delle 
due  quantità  'k^^  Xi,  che  ha  positivo  il  coefficiente  della  parte 
immaginaria,  si  dica  V  affisso  di  A.  Ogni  punto  reale  interno  a 
G  avrà  un  affisso  pienamente  determinato,  che  basta  ad  indivi- 
duarlo (*);  ed  è  facile  trovare  le  coordinate  (a?i,  x^-,  x.^)  del  punto  A^ 
il  cui  affisso  è  X  =^  |x  -f~  «*  V'  Invero  per  definizione,  ^  è  il  polo 
della  retta  congiungente  i  due  punti,  le  cui  coordinate  soddisfano 
rispettivamente  alle 

^3  4-  ^2  ^   ._„._?!  _„.     ,^    ti  +  i  V 
/yi  /y    or» 

e  alle 

fXjt)       I      •>^2  1 


ti,    IV. 


/v»  /y*       ___      /v* 

Un  facile  calcolo  ci  dice  allora  che  le  coordinate  di  A  sono  date  dalle: 
(25)       a?x  =  ±  ^     «2  =  +  ^   ^,^^ ^3  =  ±  ^       2v 


(*)   I  punti  reali  di   C  ed  essi   soltanto   avranno    un  affisso  reale,  che 
coincide  col  valore  assunto  in  essi  dal  parametro  X. 
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Viceversa  l'affisso  X  =  (i  -+-  /  v  di  un  punto  A  di  coordinate 
.Tj,  dL'jj,  x^  (legate  da  a^  —  rr[  —  ora  =  1)  è  dato  dalle 

(25)'  ^  =  -^^-^  V  = ^ 

Queste  forinole  hanno  un'  importante  interpretazione.  Se  noi, 
al  modo  di  Gauss,  rappresentiamo  la  variabile  complessa  X  =  ji  +  i  v 
coi  punti  reali  di  un  piano,  dove  |i,  v  sono  coordinate  cartesiane 
ortogonali,  otterremo  una  rappresentazione  dei  punti  reali  della 
nostra  metrica  sul  semipiano  v  ^  0.  L'assoluto  sarà  rappresen- 
tato dalla  retta  v  =  0.  Io  dico  che  questa  rappresentazione  è 
precisamente  la  rappresentazione  conforme  studiata  al  §  10.  In- 
fatti, ponendo  y^  =  jx,  ly^  =  y,  w  ^^  3  nelle  (16)'  (pag.  60),  queste  di- 
ventano appunto  le  (26)'.  Noi  dunque  potremmo  partire  dai  risul- 
tati del  §  10  per  trovare  in  altro  modo  le  formole  del  presente 
paragrafo:  o,  viceversa^  partendo  dalle  teorie  qui  svolte,  ritrovare 
le  rappresentazioni  conformi  di  uno  spazio  a  due  dimensioni,  già 
trovate  nel  §  10  in  generale. 

I  movimenti  reali  della  nostra  metrica  sono,  come  abbiamo 
già  osservato  più  volte,  le  proiettività  reali  del  piano  (a^i,  x^^  x^\ 
che  trasformano  C  in  sé  stessa.  Ogni  tale  proiettività  individua 
una  proiettività  subordinata  reale  sui  punti  della  conica  G,  e 
quindi  una  trasformazione  lineare  reale  sui  valori  del  parametro 
X,  che  noi  sappiamo  potersi  assumere  come  coordinata  dei  punti 
di  questa  conica. 

Una  tale  trasformazione  sarà  definita  da  un'equazione  del  tipo: 

(26)  ^'  =  71^8 

dove  le  a,  p,  y?  5  ^i  possono  supporre    essere   costanti  reali  sod- 
disfacenti alla 

(27)  aS  —  Py  =  +  1. 

E  viceversa  ogni  tale  trasformazione  individua  un  movimento 
reale    nella    nostra    metrica.    Consideriamo   un   qualsiasi   punto 
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A  interno  alla  C  di  affisso  Xi-  La  sua  retta  polare  rispetto  a  C 
incontrerà  G  in  due  punti,  in  cui  il  valore  del  parametro  À  sarà 
rispettivamente  uguale  a  Xj,  e  a  X".  La  retta  polare  del  punto 
A\  trasformato  di  A  mediante  il  movimento,  definito  dalla  (26), 
incontrerà  G  in  due  punti;  i  valori  del  parametro  X  in  questi 
punti  si  otterranno  ponendo  successivamente  in  (26)  X  =  Xj ,  e 
X  =  Xi .  Quale  dei  due  valori  cosi  ottenuti  sarà  l' affisso  di  A'  ? 
ossia  quale  di  essi  ha  positivo  il  coefficiente  della  parte  imma- 
ginaria ? 

Per  vedere  questo,  poniamo  in  (26)  X  =  {x  -j-  2  v,  X'  ^=  {x'  -f-  «  v' 
(|x,  V,  (i'j  v'  quantità  reali).  Troviamo: 

''  =  («^-^i')(r!«  +  «)'  +  (Yv)'- 

Ne  concludiamo  dunque  che  il  coefficiente  v'  della  parte  im- 
maginaria di  X'  è  o  non  è  dello  stesso  segno  del  coefficiente  v 
della  parte  immaginaria  di  X,  secondo  che  in  (27)  vale  il  segno 
superiore  o  inferiore.  Se  dunque  vale  il  segno  superiore,  allora, 
se  \  è  l' affisso  A,  la  quantità  X'j  (trasformata  di  X^  per  la  (26)) 
sarà  proprio  l' affisso  di  A',  Se  invece  nelle  (27)  vale  il  segno 
inferiore,  l' affisso  di  A'  si  otterrà,  trasformando  mediante  la  (26) 
la  quantità  X",  o,  ciò  che  è  lo  stesso,  detto  affisso  sarà  la  quan- 
tità immaginaria  coniugata  di  quella  che  si  ottiene  applicando 
la  trasformazione  (26)  all'  affisso  di  A. 

In  conclusione  il  movimento  reale,  che  è  definito  entro  R 
dalla  (26)  sarà  definito  dalla 

(28),  X'=«-^.;t_|         (sea5-Pr  =  l) 

oppure  dalla 

(29)  X'  =  *:^t±|         (se  a  5  -  §  r  -  -  1) 

dove  a,  P,  y,  S  sono  costanti  reali,  e  X  si  interpreta  come  l'affisso 
di  un  punto  generico  di  R. 

Verifichiamo  dunque  per  nuova  via  quanto  si  vide  in  gene- 
rale al  §  13:  ohe  cioè  i  movimenti  della  nostra  metrica  formano 
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un  gruppo  G  a  due  schiere  di  traKformazioni  :  l' una  definita 
dalle  (28),  l'altra  dalle  (29).  Le  trasformazioni  (28)  poi  si  possono 
con  variazione  continua  dei  parametri  a,  §,  Y,  8,  ridurre  alla  tras- 
formazione identica,  e  formano  di  per  se  un  gruppo  continuo, 
ohe  è  contenuto  in  G  come  sottogruppo  invariante  di  indice  2 
(cfr.  §  13,  pag.  73,  74). 

Per  mezzo  delle  (26),  (26)'  è  facile  provare  direttamente  che 
le  (28)  definiscono  un  movimento,  ossia  una  trasformazione  li- 
neare intera  omogenea  sulle  a?,  che  trasforma  in  se  stessa  la 
forma  af^  -{-  x\  —  x\.  Un  facile  calcolo  dimostra  infatti  che  la  (28) 
equivale,  per  le  (26),  (26)'  alla: 

x'i  =  S  a,i  Xk        (i,  ^'  =  1,  2,  3), 
dove: 

^  «j,  =  a  5  -h  3  y:  «ig  =  a  y  —  ^  S;  «,3  =  a  y  -f-  P  S 

^fl,,  =  ap  +  r8;««2  =  l(«'+-r'-P'-5^);«33  =  è(«'-+-p^  +  r'-f-52) 

Studiamo  le  trasformazioni  (29).  Tra  esse,  la  più  semplice  è 
quella  per  cui  3=y  =  0,  a  =  l,S  =  —  1  e  che  è  definita 
quindi  dalla 

(31)  X'  =  —  Xo. 

Ogni  movimento  (29)  è  uguale  al  prodotto  del  movimento 
(31)  per  il  movimento 

^'  =  |Ey)^|        dove(-a)5-(-y)p=l. 

In  altre  parole  ogni  movimento  (29)  è  prodotto  del  movimento 
(31;  per  un  movimento  (28).  Il  movimento  (31)  si  può  per  le  (26) 
definire  mediante  le  equazioni: 

("A;  aUj  =  37j  5   iTg  =  a?2l   ^3  ^^^  «^3« 

Un  movimento  (29)  lascia  fissi  quei  punti,  il  cui  affisso  X  sod- 
disfa alla  X  =  ?^^^-Ìi ,  ossia  alla  yXXo  +  SX— aXo  —  3  =  0. 
y  Ao  -h  6 

Posto  X  =  ji  -|-  i  V,  questa  equazione  si  scinde  nelle  : 

r  ({Ji'  -1-  V»)  +  (5  —  a)  fi  —  p  =  (5  -f  a)  V  =^  0. 
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Se  a  -f-  S  4="  0,  dovrà  essere  v  =  0,  e  quindi  Y 1^^  H-  (5  —  «)  [x  —  ^  =  0. 
Le  due  radici  di  questa  equazione  sono  sempre  reali  e  distinte, 
perchè  (5  —  a)2 ^  4 ^y  =  (a  -f  S)^ _(-  4(p y  —  a  5)  =  (a  +  5)2  +  4  > 0. 
Il  nostro  movimento  lascia  perciò  fìssi  due  punti,  il  cui  affisso 
è  reale,  ossia  due  punti,  clie  nella  nostra  metrica  sono  posti  a 
distanza  infinita,  ossia  che  giacciono  su  C. 

Se  invece  5  +  a  =  0,  le  nostre  equazioni  si  riducono  alla  sola  : 

r  (t^'  +  V2)  -I-  (S  -  a)  |Jl  —  ^  :=  0. 

E  il  nostro  movimento  lascia  fissi  gli  infiniti  punti,  il  cui  affisso 
X  =  |x  +  z  V  è  tale,  che  |i,  v  soddisfino  alla  precedente  equa- 
zione. Per  le  (25)  si  riconosce  che  la  linea,  luogo  di  questi  punti, 
è  la  retta  (geodetica)  r,  rappresentata  dall'equazione: 

Y  (a?2  +  «a)  -f  (5  —  a)  a^^  —  p  {x^  —  x^)  =  0. 

Il  nostro  movimento  non  è  che  la  simmetria  (§  13,  pag.  74) 
definita  da  questa  geodetica. 

Studieremo  ora  la  classificazione  dei  movimenti  di  prima 
specie,  dimostrando  nel  caso  attuale  i  risultati  enunciati  in  ge- 
nerale al  §  13. 

Consideriamo  un  movimento  (28).  Un  punto  lasciato  fisso  da 
un  tale  movimento  avrà  un  affisso  X  tale  che 


aX-f  P 


(32)  X  =  -^±-1  ossia  yX2  _[-  (5  —  a)  X  —  p 


0. 


Questa   equazione    può    avere    due   radici   reali    distinte  :  ciò 
^ avviene  se  (a  —  S)^-!-  4Py  ^  positivo,  ossia  (poiché  a5— Py  "==!)  se 

(33)  (a  -f  hY  >  4. 

Si  noti  che,  se  y  =  0  ©  8  —  a  4=  ^^j  la  (33)  è  ancora  soddisfat- 
ta; e  si  deve  considerare  la  (32)  come  un'equazione,  che  ha  due 
radici  distinte,  una  finita,  1'  altra  infinita. 

Se  dunque  è  soddisfatta  la  (33),  il  nostro  movimento  lascia 
fìssi  due  py,nti  di  affisso  reale  e  cioè  due  punti  reali  A,  B  a  di- 
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stanza  infinita  (posti  su  C)  e  nessun  punto  a  distanza  finita  (en- 
tro C).  (La  proiettività  corrispondente  lascia  ulteriormente  fisso 
il  polo  della  retta  A  B  rispetto  a  G,  che  è  esterno  a  C  e  non  è 
quindi  immagine  di  alcun  punto  reale  della  nostra  metrica). 

Osserviamo  di  più  che  se  y  =j=  0  e  se  a,  6  sono  le  radici  reali 
della  (32),  la  (28)  si  potrà  scrivere 

(34)  ,~     ^  ==  le  (Jc  =  cost.  reale  positiva).  . 

Se  invece  y  =  0  ed  a  è  la  radice  finita  della  (32)  dovremo 
scrivere,  al  posto  di  (34),  la 

(34)'         X'  —  a  =  k  {X  —  a)         {k  =  costante  reale  positiva). 

Potrebbe  invece  avvenire  che  la  (29)  avesse  una  sola  radice 
(reale,  finita  o  infinita,  secondo  che  y  =  0  oppure  y  =h  O)*  Ciò  av- 
viene se 

(36)  (a -f- 5)2  ==4. 

In  tal  caso  il  nostro  movimento  lascia  fisso  un  sol  punto  a 
distanza  infinita  (posto  su  C). 

Se  y  4=  ^^  ed  a  è  la  detta  radice  reale,  il  nostro  movimento 
si  può  rappresentare  con  la  formola 

(^^)  V^    n=T^    n    +    ^' 

A  —  a       A  —  a 

dove  h  è  una  costante  reale. 

Se  invece  y  =  0,  e  quindi  per  la  (35)  a —  5  =  0,  il  nostro 
movimento  è  rappresentato  da  una  formola 

(36)'  X'  =  X  -f  A:         (k  =  costante  reale). 

Infine,  se 

(37)  («  +  5)2  <  4, 

la  (32)  ha  due  radici  a,  rto  immaginarie  coniugate  :  quella  di  esse, 
che  ha  il  coefiìciente  della  parte  immaginaria  maggiore  di  zero, 
sarà  l' affisso  di  un  punto  reale  interno  a  C,  che  sarà  a  distanza 
finita^  e  sarà  V  unico  punto  reale  lasciato  fisso  dal  movimento  con- 
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siderato.  E  intanto  ben  chiaro  che  il  nostro   movimento   si  può 

rappresentare  con  una  formola: 

X'  —  a  ^^  TL  X  —  a 

X'  —  ao  X  —  «o  ' 

dove  k  è  una  costante.  Ma,  poiché  il  nostro  movimento  è  reale, 
questa  equazione  deve  restare  equivalente  a  se  stessa,  se  noi 
scambiamo  a  ed  «o,  e  scriviamo  Jco  al  posto  di  k.  Ciò  avviene 
soltanto  se  Jc  =  j-  ,  ossia  se  A;  è  in  modulo  uguale  a  1.  Noi  po- 
tremo  dunque  porre  Jc  =  e'^  (6  =  quantità  reale).  E  il  nostro  mo- 
vimento sarà  rappresentato  dall'equazione: 

(38)  ^^lA  =  e'O  ^ZZ^ . 

X'  —  ao  X  —  tto 

Ricordando  le  proprietà,  che  abbiamo  trovato  man  mano  per 
i  punti  lasciati  fissi  da  uno  dei  nostri  movimenti,  riconosciamo 
facilmente  che  un  movimento  simile  a  un'  altro,  per  cui  sia  sod- 
disfatta la  (33)  o  la  (36)  o  la  (37)  soddisfa  pure  rispettivamente 

alla  (33)  o  alla  (36)  o  alla  (37).  Ciò  si   può    verificare  anche  di- 

a'  X  -I-  S'       • 
rettamente.  Se  X'  =  -r=r--r-^,  è  il  movimento  trasformato  di  (28) 
Y  X  -j-  S 

per  una  qualsiasi  trasformazione  lineare  in  X,  un  facile  calcolo 
dimostra  che  (a'  -f-  b'f  =  (a  -f  5)2.  Ora  un  movimento,  per  cui  è 
soddisfatta  la  (33),  si  può  scrivere  sotto  la  forma  (34)  ó  (34)'. 
Esso  è  quindi  simile  al  movimento 

\/ìc 
(34)"        X'  =  A;  X  =  — ^1    T  X        (it  =  cost.  reale  positiva). 

Infatti  dalle  (34),  (34)'  si  passa  alle  (34)",  sostituendo  X  rispet- 
tivamente alle  Y~~  i  >  ^  ' —  a.  In  modo  analogo  si  prova  che  un 
movimento,  per  cui  è  soddisfatta  la  (36)  o  la  (37),  è  simile  ri- 
spettivamente ai  movimenti: 

(36)"  X'  =  X4-1: 

(38)"^^4=e'«^lossiaX'=  A^^lìjt^l     (e=cost.reale). 
'   X'  +  2  X^t'  — Xsen|-t-cos-| 
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Per  le  (30)  si  deduce  di  qui  che  un  movimento  (28)  o  è  si- 
mile al  movimento  definito  dalle 

o  dalle  equivalenti 

(o4)  X  i  =  X^l  X 2  ~r  ^ 3  ^"^  f^  {^2  -j-  2^s)j  •'^  i        ^ ^'^  k  ^^        "^^  ' 

oppure  al  movimento  definito  dalle 

OOi  =^  Xi         X^  -\-  X./'  X 2  =  Xi  -j-  5  {X2  T"  ^3)7  X.^  =  X^         5  *^2  "1    5  '^àì 

o  dalle  equivalenti 

(36)'"  {x,-x,)=x,  -  x,',x\=x,  ^{x,-x,)',  "^'^^^'^  --^A  =  g3±^2-,%  ^  ^^. 
oppure  al  movimento  definito  dalle 
(38)'"     x\  =  Xi  cos  6  —  rTg  sen  6;  x'^  =  x^  sen  ^  -\-  x^  cos  9;  x'^  =  x.^. 

Confrontando  con  le  (22),  (21),  (2U)  del  §  13,  pag.  77  e  78,  ri- 
conosciamo facilmente  che  i  corrispondenti  movimenti  sono  ri- 
spettivamente iperbolici,  parabolici,  o  ellittici.  Un  movimento 
(28)  è  dunque  iperbolico,  lossodromico,  o  ellittico  secondo  che 
è  soddisfatta  la  (33),  o  la  (36),  o  la  (37). 

Che  non  vi  fossero  movimenti  lossodromici  era  prevedibile:  la 
stessa  definizione  di  movimenti  lossodromici  (pag.  78)  dimostra 
che  essi  possono  esistere  soltanto  se  lo  spazio  ambiente  ha  al- 
meno tre  dimensioni. 

Studieremo  ora  le  metriche  di  Bólyai  a  tre   dimensioni:  ab- 
biamo già  visto  che  per   determinare   un   movimento  in  questa 
metrica    basta   determinare    come   esso   trasforma    i    punti  della 
quadrica  Q  fondamentale,  che  ha  per  equazione: 
afi  -\-  xl -{-  xl  —  id  =  0. 

Ora  su  questa  quadrica  esistono  due  sistemi  immaginarii  .co- 
niugati di  co*  generatrici,  in  guisa  che  per  ogni  punto  reale 
della  quadrica  passano  due  generatrici  immaginarie  coniugate, 
appartenenti  una  a  un  sistema,  l'altra  all'altro. 
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Le  equazioni  delle  generatrici  di  un  sistema  sono 

(39)  ./'i  \  i  x^  __  ^4  -f-  -r,^    __  ^ 

dove  X  è  un  parametro  costante  lungo  una  stessa  generatrice, 
ma  variabile  da  generatrice  a  generatrice.  Le  equazioni  delle 
generatrici  dell'altro  sistema  sono 

(39)'  ^1       ^  ^2    ^3  ~r  ^4 .  _. 

dove  [X  è  un  altro  parametro,  costante  lungo  una  stessa  genera- 
trice, e  variabile  da  una  generatrice  all'altra.  Se  noi  diamo  i 
valori  di  X  e  [X,  individuiamo  una  generatrice  di  ciascun  sistema, 
e  quindi  anche  il  loro  punto  d'intersezione:  il  quale  sarà  reale, 
soltanto  se  i  dati  valori  di  X  e  |j,  sono  immaginarli  coniugati, 
ossia  se  |ji  =  Xq.  I  punti  reali  di  Q  si  possono  dunque  definire 
dando  i  valori  di  un  solo  parametro  complesso  X.  (Il  valore  cor- 
rispondente di  |x  resta  individuato  dalla  [jl  =  Xo). 

Troviamo    anzitutto   le    coordinate   di   un    punto  reale  di  Q,  ' 
dato  il  valore  (complesso)  corrispondente  di  X.  Per  le  (39)  si  ha 

^1   +  «  ^2   4"  ^  ^3  ^  ^4  —  0 

X  iCj   -|-  2  X  072  +  a^3   -h  ^4  —  ^• 

E  scambiando  X  e  Xo,  /  e  —  i  si  ha  pure: 

Risolvendo  queste  equazioni  rispetto  alle  x,  e  indicando  con 
p  un  fattore  di  proporzionalità,  si  trova: 

(40)  ijo^  —  p  i  (X  -j-  Xo);  X2  ~-  p  (X  —  Xo);  x.^  =  pi  (XXo  —  1);  x^  =  pi  (XXo  ^  1). 

I  movimenti  nella  nostra  metrica  non  sono  che  le  proietti- 
vita  trasformanti  Q  in  se  stessa.  Una  tal  proiettività,  o  permu- 
terà i  due  sistemi  di  generatrici  della  Q,  oppure  porterà  una 
generatrice  di  uno  dei  due  sistemi  in  un'altra  generatrice  ap- 
partenente allo  stesso  sistema.  Supponiamo  di  essere  in  questo 
secondo  caso.  Poiché  i  due  sistemi  di   generatrici  sono   trasfor- 
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mati  proiettivamente  in  se  stessi,  i  parametri  X,  |i  subiranno  cia- 
scuno una  trasformazione  lineare 

(41)      X'  -_-:  %^  t- 1:    (X'  ==  ^-^4:'-         (oc^-^y  =  hm-kl  =  l) 

dove  a,  p,  y,  5,  h,  Jc^  l,  m^  sono  costanti  (in  generale  complesse). 
Poiché  il  movimento  considerato  si  suppone  reale,  due  genera- 
trici di  differente  sistema  immaginarie  coniugate  (ossia  che  si 
incontrano  in  un  punto  reale)  debbono  essere  trasformate  in  due 
generatrici  ancora  immaginarie  coniugate.  In  altre  parole,  se 
|X  =  Xo,  dovrà  essere  \i  =  X'o-  Potremo  dunque  supporre 

h  =  ao,  A^  =  ^o,  l  ~  To,  ni  =  So 

(dove  ao,  ^o  ....  sono  le  quantità  immaginarie  coniugate  di  a,  ^....). 
Quindi,  la  sola  conoscenza  delle  a,  ^,  y,  3,  ossia  della 

(41)'  ^'--yx|-5      («5-^r-i) 

basta  a  individuare  completamente  la  nostra  proiettività. 

La  trasformazione  (41)'  su  X  deve  naturalmente  definire  una 
trasformazione  lineare  intera  omogenea  sulle  oOf,  che  trasforma 
in  se  stessa  la  forma  x\  -{-  ool  ^  a)^  —  ^ì-  Con  facili  calcoli  si 
trova  che  questa  trasformazione  è: 

/   x\  =  ^ (a5o-f-a„5-f  ^y-h PTo)a7i  +5 (aSo  —  a,,© -j- y„^  —  ^y,)x^  + 

+  5(«ru  +  a«r-35o-P«8)a:3+ì(ayo+a„r-fP5„  +  P„3)a:, 

a;'2  =  »(ao5  — a5„  +  Por— Pro)^i+5(«5o  +  aoS— p„y— Pyo)a;2  + 

4-*(a«y  — ayo  +  pSo  — Po^)A-3+5(aor-«ro-[-?o8  — P5o)a:4 

a;;  =  |(apoH-a.,^  — y5«— Yo5);Ci-|-5(?o«— ^«o  +  ToS— r8o)a:2+ 
+  J(aao-[-58o  — ppo  — Yro)a:3  +  è(aao-f?Po  — YTo  — 55o)^-, 

-f  J(aa.,-fyy,— ??o-S8„)iC3  4-2(««o4-?Po+Yro  +  S8o)a;, 

Le  (42)  rappresentano  tutti  i  movimenti,  che  non  permutano 
i  due  sistemi  di  generatrici.  Ogni  altro  movimento  si  otterrà 
quindi  moltiplicando  un  movimento  (42)  per  uno  speciale  movi- 


(42) 
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mento,  che  permuti  i  parametri  X,  [a.  Un  tal  movimento  ci  è  dato 

dalle  X'  ^  |i,  ;  |x'  =  X,  che  sono  equivalenti  alle  : 

(43)  x\  =  Xi  (i  =  1,  3,  4)         X,  =  —  X,. 

Un  movimento  è  sempre  definito  dunque  o  da  una  formola  (41)' 
(o,  ciò  che  è  lo  stesso,  dalle  (42)),  oppure  è  prodotto  del  movi- 
mento (43)  per  un  movimento  (42).  Ritroviamo  dunque  (§  13,  pag. 
73  e  74)  che  i  movimenti  formano  un  gruppo  G  a  due  schiere  di 
trasformazioni:  una  di  esse  è  definita  dalle  (41)'  o  dalle  (42)  e 
forma  un  gruppo  contiamo  V  a  una  sola  schiera  di  trasformazioni^ 
che  è  contenuto  in  G  come  sottogruppo  di  indice  2. 

Studiamo  ora  il  significato  della  (41)'  per  la  rappresentazione 
conforme  della  nostra  metrica  su  un  semispazio  euclideo  tt,  in 
cui  lyi,  y^i  y-i  sono  coordinate  cartesiane  ortogonali,  e  y^  "^  U.  (Cfr. 
le  (16)  del  §  10,  pag.  60).  I  punti  del  piano  y^  =  0  sono  l'imma- 
gine dei  punti  posti  sulla  quadrica  Q:  e  quindi  a  ogni  punto 
del  piano  ^y^  ^=  0  corrisponderà  un  valore  del  parametro  comples- 
so X.  Confrontando  le  (16)'  (pag.  60)  con  le  (39)  si  trova 

'-'="    x-x      =  y^^  'ih 

//  nostro  parametro  complesso  À  non  è  quindi  che  la  variabile 
complessa  di  Gauss  del  piano  assoluto  y^  =  0,  su  cui  y^  e  y^  sono 
coordinate  cartesiane  ortogonali. 

Se  noi  ci  fossimo  serviti  di  questa  proprietà  per  defluire  il  parame- 
tro X,  avremmo  potuto  ancora  dimostrare  direttjimente  die  ogni  movi- 
mento del  nostro  spazio  iperbolico,  o  è  definito  da  una  trasft)rmazione 
(41)'  su  X  =  .Vj  -|-  i  y,,,  oppure  è  definito  da  una  trasformazione,  che  si 
ottiene  moltiplicando  una  trasformazione  (41)'  per  la 

(43)'  X  =  +  \o. 

Infatti  (Ml>  l>ag.  65  e  66)  a  un  movimento  del  nostro  spazio  ij)erbolico  corri- 
sponde sul  piano  assoluto  y^  =  0  una  trasformazione  conforme  che  porta 
un  cerchio  in  un  cerchio  e  viceversa.  E  tali  trasformazioni,  com'è  noto  dai 
primi  teoremi  sulle  rappresentazioni  eontormi  (e  come  a.  noi  risulta  in  via 
indiretta  da  quanto  abbiamo  esposto  fin  qui),  sono  definite  appunto  da  una 
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trasformazione  (41)',  quando  conservano  il  senso  de^^Ii  angoli  sul  piano 
y^  =  0,  o  (la  una  trasformazione  prodotto  di  una  trasfornuizione  (41)'  per 
la  (43)',  <iuando  non  conservano  il  senso  degli  angoli  sul  piano  y^  =.  0. 

Studiamo  ora  una  trasformazione  (41)';  essa,  come  sappiamo, 
definisce  un  movimento  di  prima  specie,  in  quanto  che  si  può 
ridurre  alla  trasformazione  identica  X'  :=  ^  con  una  variazione 
continua  dei  parametri  a,  p,  y,  5.  Essa  lascia  fissi  quei  valori  di 
X,  per  cui 

(44)  yX2  +  (S  — a)X-f  P=-.0. 

Se  la  (44)  ha  due  radici  a,  b  finite  e  distinte,  la  (41)'  si  può 
scrivere  sotto  la  forma: 

X~—  b~^  X^b         ^""^  «  +  ^  +  "-^^  +  «)• 

Se  la  (44)  ha  due  radici  distinte,  ma  una  di  esse  è  infinita,  se 
cioè  Y  =  0,  5  —  a  4=  0,  la  (41)'  si  può  scrivere  sotto  la  forma  : 

X'  ■ —  a  z=  Jc  {X  —  a)         (se  b  =  oo,  a  ^  b). 
In  ambi  i  casi  la  k  soddisfa  alla: 


(45) 


a  +  5  =  ±  (v/J-  +  i) 


Trasformiamo  il  nostro  movimento  nel  primo  caso  con  la 
W  =  .  ,  ,  nel  secondo  con  la  X'  =  X  —  a.  Il  nostro  movimento 
si  muterà  nel  movimento  simile^  definito  dalla 

Ora  scriviamo,  servendoci  delle  (42),  la  trasformazione  lineare 
sulle  X,  definita  da  tale  trasformazione  sulla  X.  Otterremo,  posto 
Jc  =  p  e'O  (p,  e  reali  :  p  >  0): 

j)\  =  Xi  cos  tì  —  iPg  sen  9  a^'g  =  J  (p  +  -)  x^-\-  h{p—    )  ^i 

x'^  =  Xi  sen  0  -f  ajg  cos  6  a?'^  =  J  (p  —    )  a^g  +  J  (p  +  p  )  ar^, 
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o,  ciò  che  è  lo  stesso: 

x\  =  Xi  cos  0  —  x.^  seii  6  x'-j,  -\-  x\  =  p  {x.^  -f  a^J 

j;'^  =  x^  sen  9  -|-  x^  cos  9  ^''^  —  x\  =  -  (iCa  —  x^i) 

Confrontando  queste  forinole  con  le  (20),  (22),  (24)  del  §  13, 
pag.  77  e  78,  troviamo  che:  Il  movimento  definito  dalla  (41)' è, 
quando  la  (44)  ha  due  radici  distinte,  ellittico  se  p  —  1,  iperbolico  se 
cos  9  =  1,  lossodromico  (ellittico-iperbolico)  se  p  4=  1,  cos  9  =4=  1.  Que- 
ste tre  specie  di  movimenti  si  possono  caratterizzare  con  la  seguen- 
te proprietà  geometrica,  che  risulta  immediatamente  dalle  nostre 
formole.  Un  movimento  ellittico  (iperbolico)  lascia  fìssi  tutti  i 
punti  posti  su  (i  piani  passanti  per)  una  retta,  che  incontra  la 
quadrica  assoluto  in  punti  reali,  e  che  si  chiama  l' asse  del  mo- 
vimento. Un  movimento  lossodromico  è  il  prodotto  di  un  movi- 
mento ellittico  e  di  un  movimento  iperbolico,  che  hanno  lo  stesso 
asse.  Per  la  (46)  e  per  la  Jc  =^  p  e'^  si  trova  che 


+ 


„_      il)       .  1  -Ji 

V/  p  e  -  -4-  e  ^ 

VP 


cosicché  si  ha  rispettivamente  nei  tre  casi: 

a  +  S  è  reale  e  minore  in  valore  assoluto  di  2, 
a  -j-  5  è  reale  e  maggiore  in  valore  assoluto  di  2, 
a  -1-  S  è  immaginario. 

Studiamo  ora  il  caso,  in  cui  la  (44)  ha  due  radici  uguali  a 
uno  stesso  numero  a,  finito  o  infinito.  (Il  numero  a  è  infinito, 
seY  =  5  —  a=^0:  notiamo  che  allora  jS  =|=  0,  perchè  altrimenti  la 
(41)  si  ridurrebbe  all'identità).  Se  la  (44)  ha  radici  uguali,  finite  o 
no,  si  ha  (S  —  a)-'  —  4  ^  y  —  0^  ossia  (per  la  a  o  —  [i  y  zr=  1)  (a  -f-  5)2  =  4. 
E  viceversa.  La  (41)'  si  può  allora  scrivere  sotto  la  forma  : 

1       _     *1_ 
X'  —  a        X  —  a 


le,        (A:  =  cost.)  (se  a  4=  00) 


o  sotto  la  forma 

X  ^=  A  -f-  Jc         (^  -|-  cost.)  (sé  a  =  00). 


Capìtolo  Terzo  —  §  IL  93 

Nel  primo  (secondo)  caso  trasformiamo  il  movimento  (41/ 
mediante  la  X  ==  v  ,.  __--\  (X'  =  ,.  j.  Il  movimento  (41)'  sarà  tra- 
sformato nel  movimento  simile 

(46)  X'  =  X  +  1. 

La  trasformazione  lineare  (42)  corrispondente  alla  (46)  è: 

X  i  =  cc^       x^  -\-  x^        X  .^  =  Xi  -\-  ^  (x^  -\-  x^) 
x\  =  x.2  a?^  =  a?i -f  è(3a?4  — ^3) 

o,  ciò  oh'  è  lo  stesso  : 

(4b)      X  2  "^  X^'f  X  j^  —  X  -^  =  X^  —  X-^]  X 1  =  Xi    I    (3^4  —  3^3)5  — ■ (X = K h"  X, , 

Confrontando  con  le  (21)  del  §  13  (pag.  78)  si  riconosce  che 
questo  movimento  è  parabolico.  Dunque  anche  il  movimento 
iniziale  (40)'  è  parabolico,  se  a  -}-  S  =  +  2. 

Noi  diremo  che  una  trasformazione  (41)'  è  ellittica,  iperbolica, 
lossodromica  0  parabolica  secondo  che  il  corrispondente  movimento 
è  ellittico,  iperbolico,  lossodromico  0  parabolico.  E  avremo  quindi 
che  la  (41)'  è 

iperbolica  se  <x  -\-  ò  è  reale,  e  |  a  4-  5  |  >»  2, 
parabolica  se  a  -j-  5  è  reale,  e  |  a   j-  5  |  =  2, 
ellittica  se  oc  -\-  ^  è  reale,  e  |  a  -|-  5  |  <;;  2, 
lossodromica  se  ot.  -\-  ^  è  immaginario  (*). 

Nel  caso  che  a,  p,  y,  5  siano  reali  e  quindi  la  (41)  si  possa 
(secondo  i  risultati  della  prima  parte  del  presente  paragrafo) 
considerare  come  un  movimento  di  uno  spazio  S^  iperbolico  a 
due  dimensioni,  la  quantità  a  -f-  5  è  sempre  reale.  E  precisamente, 
per  quanto  abbiamo  visto,  (cfr.  le  (33),  (36),  (37))  la  (41)'  dà  pro- 


(*)  Come  abhiaino  visto,  tali  trasformazioni  lossodromiche  sono  sem- 
pre ellittico-iperholiche.  Dalle  (24)  «lei  $  13  (pag.  78)  si  deduce  subito 
infatti  che  movimenti  ellittico-parabolici  non  |)()ssono  esistere  in  spazii 
iperboUei  a  meno  di  quattro  dimensioni. 
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prio  origine  a  un  movimento  ellittico,  iperbolico  o  parabolico  di  lS.2^ 
secondo  che  essa  è  ellittica,  iperbolica  o  parabolica  secondo  le 
convenzioni  attuali,  le  quali  si  riconoscono  cosi  conformi  anche 
a  quanto  abbiamo  trovato  in  questo  stesso  paragrafo  per  gli 
spazii  iperbolici  a  due  dimensioni. 

Studiamo  ora  rapidamente  i  movimenti  di  seconda  specie  di 
uno  spazio  S  di  Bólyai  a  tre  dimensioni.  Un  tale  movimento  M 
sarà  definito  da  un'equazione 

^,  ^  g  Xo  +  P  ^ 
Y  ^»  +  ^  * 

I  valori  di  X,  che  una  tale  trasformazione  lascia  fissi,  sono 
quelli,  che  soddisfano  alla: 

X  =  ^-;^^^§  ossia  Y  XXf,  -f  S  X  —  a  Xo  —  §  =  0. 

Ricorriamo  ora  alla  rappresentazione  conforme  sul  semispazio 
euclideo  t:,  in  cui  ^j,  1/2,  y^  sono  coordinate  cartesiane  ortogonali 
e  ^3  ^  0.  Abbiamo  già  visto  che  X  =  ^i  -f-  i  1/2-  I  punti  del  piano 
assoluto,  lasciati  fissi  dal  nostro  movimento,  sono  dunque  quelli 
per  cui  è  soddisfatta  la  : 

T  iì/ì  +  yl)  +  (S  -  a)  y,  +  i  (5  +  a)  y,  -  ^  =  0 
e  quindi  anche  (se  ci  limitiamo  a  punti  reali)  la 

To  (yì  +  yl)  +  (5o  —  «o)  3/1  —  i  (5o  +  «o)  y,  —  Po  =  0. 

II  nostro  movimento  M  lascierà  fissi  infiniti  punti  reali  al- 
lora e  allora  soltanto  che  queste  equazioni  definiscono  una  linea 
reale.  Ciò  avviene  soltanto  se 

Yo       So  —  ao  5o  -+-  ao       pò  y  ^t  ^t 

E  in  questo  caso  le  due  equazioni  precedenti  definiscono  un 
cerchio  reale  C. 

Al  movimento  M  corrisponderà  in  ti  l'inversione  per  raggi 
vettori  reciproci  definita  dalla   sfera  a,  che  taglia  u  ortogonal- 
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mente  lungo  il  cerchio  C.  Il  movimento  M  narà  la  HÌmmetria 
(§  13,  pag.  74,  76)  rispetto  a  quel  piano,  che  ha  in  tc  per  immagine 
la  citata  sfera  a. 

Quando  noi  abbiamo  una  trasformazione  T,  o  un  gruppo  G 
di  trasformazioni   T  del  tipo: 

a  coefficienti  a,  3,  y,  ^  reali  (complessi),  noi  potremo  dunque  con- 
siderare T,  0  G  come  individuanti  un  movimento  o  un  gruppo 
di  movimenti  in  uno  spazio  S  di  Bólyai  a  due  (a  tre)  dimen- 
sioni. Anzi  per  brevità  noi  diremo  senz'altro  che  T  o  G  sono 
un  movimento  o  un  gruppo  di  movimenti  in  uno  spazio  siffatto. 
Potremo  poi  considerare  lo  spazio  >S'  rappresentato  geodetica- 
mente entro  una  conica  reale  C  (quadrica  reale  Q  non  rigata) 
in  guisa  che  il  movimento  T  o  il  gruppo  G  di  movimenti  siano 
in  realtà  una  proiettività,  o  un  gruppo  di  proiettività  in  iS",  tra- 
sformanti la  C  (la  Q)  in  se  stessa.  Potremo  anche  rappresentare 
conformemente  S  nei  punti  interni  a  un  cerchio  (a  una  sfera) 
limite,  oppure  nei  punti  di  un  semipiano  (semispazio)  limitato 
da  una  retta  (da  un  piano)  limite.  La  trasformazione  T,  o  il 
gruppo  G  diverranno  una  trasformazione,  o  un  gruppo  di  tra- 
sformazioni circolari  conformi  trasformanti  in  se  stessa  la  retta 
o  il  cerchio  (il  piano  o  la  sfera)  limite.  I  punti  del  cerchio  o 
della  retta  (della  sfera  o  del  piano)  limite  sono  poi  l'immagine 
dei  punti  di  C  (di  Q). 

§  15.  —  Le  metiiohe  Hermitiane. 

Come  abbiamo  visto  al  §  8  (pag.  46  e  seg.),  una  metrica  Her- 
mitiana  reale  in  uno  spazio  >S^  a  2  (»  —  1)  dimensioni  è  definita 
da  una  forma  del  tipo 

(47)  x,7^{^x,x\^....^x^.,xl.,±x,x:^ 
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ed  ha  1'  elemento  lineare 

n—\  n~\  n  — 1  n— 1 

(48)d§2=_^^2  '     1 __-^- 1 — — ! (A-=cost.reale), 

1 
dove  è  ^t=  :'  (<  =^  1,  2,  .  .  . .,  w  —  1);  questo  elemento  lineare, 
quando  si  ponga  ^,  =  m,  -|-  i  v,^  diventa  una  forma  differenziale 
quadratica  definita  positiva  delle  Ufj  v^  Le  proietti  vita  sulle  x^ 
che  lasciano  fissa  la  (47),  definiscono  dei  movimenti  per  la  no- 
stra metrica.  Lo  studio  di  questi  movimenti,  lo  studio  delle  geo- 
detiche e  delle  linee  geodetiche  si  compiono  con  metodo  affatto 
simile  a  quello  seguito  per  gli  spazii  a  curvatura  costante. 

I  punti  a  distanza  infinita  sono  rappresentati  nello  spazio 
euclideo  S,  in  cui  le  m„  v,  sono  coordinate  cartesiane  ortogonali, 
dall'  ipersfera  /  definita  dalla 

n-l 

2  (««?  +  ^')  ±1  =  0. 

1 

E  la  metrica  è  reale  in  tutto  S,  se  vale  il  segno  superiore, 
ossia  se  7  è  completamente  immaginaria.  La  metrica  è  reale 
soltanto  nella  regione  R  dei  punti  interni  a  /,  se  vale  il  segno 
inferiore,  ossia  ne  I  è  reale. 

Se  n  =  2,  la  nostra  metrica  è  una  metrica  a  curvatura  co- 
stante, rappresentata  conformemente  in  S. 

Se  n  >  2  diremo  varietà  sistatica  ogni  varietà  a  2  dimensioni,  pas- 
sante per  almeno  uno,  e  quindi  per  infiniti  punti,  ove  la  nostra  metrica 
è  reale,  la  quale  sia  definita  da  «  —  2  equazioni  lineari  indipendenti  sulle  a; 

n-l 

2  <*•*?*+  ^'  =  ^         (i  =  Ij  2, ,  n  —  2)  (a  =  cost.) 

le  quali,  scindendo  la  parte  reale  dall'immaginaria,  equivalgono  a  2  («  —  2) 
equazioni  lineari  reali  sulle  variabili  w<  ,  Vt  .  Con  questa  definizione  si 
dimostra  che  (*)  : 


(*)  Cfr.  la  nota   dell' A.:  «Sulle  metriche  Hermitiane»  pubblicata  nei 
Bendic.  delV  Istituto   Veneto  (1903). 
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Jyrt  geodetica  che  conf/itiiu/e  due  punii  A,  lì  è  quel  cerchio  y  che  paufsn 
per  A  e  B  e  taglia  ortogonaln.eute  il  cerchio  G,  in  cui  la  varietà  sistatica 
passante  per  A  e  B  interseca  1.  Se  D,  E  sono  i  punti  d'  intersezione  di  C 
e  Y»  il  logaritmo  del  bir apporto  dei  quattro  punti  A,  B,  D,  E  del  cerchio  y 
è,  a  meno  d'  un  fattore  costante,  uguale  alla  distoma  geodetica  A  B. 

Daremo  ora  alcune  formole,  assai  importanti  per  gli  studi, 
che  faremo  più  tardi. 

Osserviamo  che  quei  movimenti  nella  nostra  metrica,  che  la- 
sciano fìsso  il  punto  0  di  coordinate  w,  =  »,=  0(«  =  1,2,  ....,w  —  1) 
hanno  in  S  per  immagine  dei  movimenti  euclidei,  lascianti  fissa 

l'origine  w,  =  v,-  =  0  (i  =  1,  2, )  n  —  1).  Le  geodetiche  uscenti 

da  0  hanno  in  S  per  immagine  delle  rette.  Punti  equidistanti 
da  0  hanno  in  S  per  immagine  punti  equidistanti  dall'origine  0'. 
Una  ipersfera  L  nella  nostra  metrica  di  centro  0  e  di  raggio  p 
(cioè  il  luogo  dei  punti  che  nella  nostra  metrica  hanno  una  di- 
stanza p  da  0)  ha  in  S  per  immagine  una  ipersfera  IJ  col  cen- 
tro nell'origine  0'.  Sia  R  il  raggio  (euclideo)  di  L'.  Noi  vogliamo 
trovare  anzitutto  che  relazione  passa  tra  p  ed.^R  per  il  caso  che 
/  sia  reale  e  che  quindi  nella  (48)  valgano  i  segni  inferiori.  Alla 
ipersfera  L'  appartiene  il  punto  A\  di  coordinate 

w,  =  /?,  t",  =  u..  =  V.,  =  .  .  . .  =  u„_i  =  v„_i  =  0. 

Il  segmento  0' -4' dell*  retta  Vi  =  u.,  =  v,^ =  w„_i  =  r„_,  =  0 

è  immagine  di  un  segmento  0  ^  di  geodetica,  raggio  di  L.  La 
lunghezza  p  è  data  dunque  dall'integrale 

p  =  fds 
esteso  al  segmento  (7  A\  Per  la  (48)  si  ha  perciò 


1+R 
~R 


MQ^  T   fR     du  Te  CRI     1  1     \  w  ^  ,       1  + 

(49)  p  =  icj  ^^---.^  =  2J  (e^a^i  - ..- 1)  ^^'  =  2  ^^^ r^- 

equivalente  alla  : 


W  /2  =  ^-^--^  =  tangh|. 

e^  +  e     * 
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Calcoliamo  ora  il  volume  v  (cfr.  §  6,  pag.  29  e  30)  della  iper- 
sfera  L,  sempre  nell'  ipotesi  che  /  sia  reale. 

Dovremo  anzitutto  calcolare  il  discriminante  del  nostro  ele- 
mento lineare,  considerato  come  forma  quadratica  dei  difìeren- 
ziali  delle  variabili  indipendenti.  Ora  1'  elemento  (48)  è  una  forma 
Hermitiana  delle  n  — ^  1  variabili  d^^\  e  come  tale  avrà  il  discri- 
minante 


Sii  — 1   S-i  Sn— 1    Sa 


L-.^l-r-S 


dove  si  è  posto  S  ==  J^  ^,- ^-  —  1.  Se  noi  consideriamo  l'elemento 
(48)  come  forma  quadratica  delle  2  n  —  2  variabili  d^i,  d^l,  il 
suo  discriminante  sarà  uguale,  a  meno  di  un  fattore  numerico^ 
al  quadrato  di  A.  Comincieremo  dunque  dal  calcolo  di  A,  e 
quindi  dal  calcolo  del  determinante,  che  compare  a  numeratore 

nella  formola  precedente.  Togliendo  dalla  i''**'""  (i  =  2,  3, ,71  —  1) 

t: 
riga  di  questo  determinante   la  prima  riga  moltiplicata   per  'V  , 

,  ?i 

troviamo  che  esso  e  uguale  a 


(!)■■ 


0 


0 


I  ?„-x  0     0   ....  -  e, 

Aggiungendo  nel  nuovo  determinante  ora  scritto  alla  prima 

riga  tutte  le  altre,  moltiplicate  rispettivamente  per  ^o,  ^3, ,  ^^_i , 

troviamo  che  la  precedente  espressione  è  uguale  a 

(—  1)"--  >^"-- 
e  che  quindi 

A  -=(—  l)"--^'-*^»-'^  S-\ 

Il  discriminante  del  nostro  elemento  lineare,  quando  si  assu- 
mano le  §i,  §°  come  variabili  indipendenti,  è  quindi,  a  meno  di 
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un  fattore  costante  uguale  a  S'^".  Altrettanto  avverrà  perciò  del 
discriminante  del  nostro  elemento  lineare,  quando   si  assumano 

e      1     co  C   Co 

a  variabili  coordinate  le  variabili  reali  W/  =  "'T---,  »<  =  ■'>..-. 

2  2  2 

Questo  discriminante  sarà  uguale  a 

-oTn  =  r„-i  n.'»  (X  =  cost.) 

E  il  volume  della  ipersfera  L  sarà  uguale  all'integrale  di 
X  _       ^  ^ _„  d  w,  dvy  du,  dvo  . . . .  d  u„_i  d  v„_i 


[-2(^^^*  +  «.')  +  i] 


esteso  a  tutta  la  ipersfera  L'.  Pei*  trasformare  questa  espressione 
useremo  coordinate  polari  in  S,  indicando  con  s  la  distanza  eu- 
clidea da  un  punto  generico  di  S  all'  origine  e  con  a  la  distanza 
geodetica  corrispondente  nella  nostra  metrica.  Sarà 


s =  tangh ,  . 

tv 

Il  discriminante  sopra  calcolato  sarà  uguale  a 


(50)      x^(ii-^  =  x=  co.h..^,  =  X=(i!+/2j  >V,,4. 


L'espressione  rfw,  rfi?,  .  . . .  du„_y  dv„_y  è  l'elemento  di  volume 
in  S.  Quindi,  se  con  dw  indico  l'elemento  d'area  di  una  iper- 
sfera di  S  di  raggio  uguale  all'unità,  a  questa  espressione  potrò 
sostituire  la 

gìn-n  c??c  ds. 

E  se  con  w  indico  l'area  totale  dell' ipersfera  citata,  il  vo- 
lume V  di  L  nella  nostra  metrica  sarà  dato  dalla 

(61)  v  =  kw  j    7j-3--,y^  d  s. 

0 
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Poiché  s  <C  R  <il  avremo 

o 

Per  la  (49/  si  trova  successivamente,  indicando  con  [x  una 
costante  : 

(61/  V  <{xe■^^"-'^^ 

Osservazione.  —  Tanto  le  metriche  Hermitiane,  che  le  metriche  a 
curvatura  costante  si  possono  considerare  come  caso  particolare  delle  se- 
guenti metriche  generali.  Siano  dati  in  uno  spazio  eiiclideo  rapi^resenta- 
tivo  S  una  ipersfera  1  e  un  sistema  di  piani  IS»,  tali  che  per  due  punti 
generici  passi  u^no  e  un  solo  piano  i%  del  sistema.  Definiamo  nella  no- 
stra metrica  come  distanza  di  due  punti  infinitamente  vicini  A,  B  il  lo- 
garitmo del  birapporto  k  cosi  definito.  Si  prenda  il  piano  S,^ ,  che  passa 
per  J.,  ^  e  si  tracci  il  cerchio  C,  che  giace  in  questo  piano  e  taglia  orto- 
gonalmente l'intersezione  di  questo  piano  con  I  in  due  punti  X>,  E.  Per 
birapporto  k  si  assuma  il  birapporto  dei  (Quattro  punti  A,  B,  D,  E  del 
cerchio  C.  Se  il  sistema  dei  piani  S^  è  il  sistema  dei  piani,  che  passano 
per  il  centro  di  /,  la  metrica,  che  otteniamo,  è  a  curvatura  costante.  Se 
esso  è  un  sistema  di  piani  sistatici  rispetto  a  una  metrica  Hermitiana, 
otteniamo  una  metrica  Hermitiana,  ecc.  Supponiamo  che  ^  sia  a  quattro 
dimensioni;  e  siano  ^s,  S's  due  iperpiani  di  2j,  in  ciascuno  dei  quali  esista 
un  complesso  lineare.  Noi  potremo  scegliere  in  S  come  sistema  di  piani 
S^  quel  sistema  di  jDiani,  che  intersecano  tanto  Sg  come  S'g  in  un  raggio 
del  corrispondente  sistema  lineare.  Se  i  due  complessi  lineari  sono  sin- 
golari, con  assi  in  posizione  opportuna  rispetto  a  /,  la  metrica  è  Hermi- 
tiana. Se  di  pili  gli  assi  dei  due  complessi  si  incontrano  nel  centro  di  1, 
la  metrica  è  a  curvatura  costante.  Questo  esempio  mi  fu  gentilmente  sug- 
gerito dal  chiarissimo  Prof.  M.  Pieri. 

§  16.  —  Metriche  miste. 

Abbiamo  già  definito  al  §  6  le  metriche  miste;  ora  faremo 
alcune  osservazioni  per  il  caso  che  le  metriche  parziali  siano 
Hermitiane.  Premetteremo  alcune  definizioni,  per  poter  riuscire 
più  chiari.  Sia  ^  =  S  ^,  (i  =  1,  2,  .,. .  .,  ^)  una  metrica  mista  in 
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uno  spazio  S.  Le  forme  At  siano  forme  differenziali  quadratiche 
nelle  variabili  ajf'^,  x^^\  . . . . ,  x^^^ .  Le  variabili  a?^'^  siano  indipen- 
denti dalle  x^''-'  per  i  4=  ^/  tra  di  loro  invece  le  o^'^  possano  essere 
legate  da  qualche  relazione.  Consideriamo  ora  k  spazii  aS,,  S.ì, 
. . . . ,  iS't ,  in  cui  le  x^^\  x'-^\  . . . . ,  x'-''-'  siano  rispettivamente  le  va- 
riabili coordinate.  Sia  B  un  punto  x^l^  =  af^^  dello  spazio  (totale) 
S,  in  cui  tutte  le  a:  sono  le  variabili  coordinate,  e  in  cui  vige  la 
metrica  definita  da  A.  Nello  spazio  Si  (i  =  1,2,  ...  .,k)  esisterà 
un  punto  Bi,  le  cui  coordinate  sono  precisamente  ai'\  a^*\  . . . . ,  a^:* . 
Questo   punto  si  dirà  la  proiezione  di  B  su  Si.  Evidentemente: 

Un  punto  dello  spazio  totale  S  individua  le  sue  proiezioni  sui 
k  spazii  parziali,  e  ne  è  individuato. 

Una  linea  l  di  S  avrà  sugli  spazii  parziali  per  proiezioni  delle 
linee  l^  luogo  delle  proiezioni  dei  punti  di  l. 

Nello  spazio  Si  immaginiamo  esistente  la  metrica  definita  dal- 
l'elemento  lineare  parziale  ^4,.  Avremo: 

La  lunghezza  di  una  linea  infinitesima  in  S  è  uguale  alla  ra- 
dice quadrata  della  somma  dei  quadrati  delle  lunghezze  delle  sue 
proiezioni,  e  quindi  non  è  maggiore  della  somma  delle  lunghezze 
delle  sue  proiezioni.  Quindi  : 

La  lunghezza  di  una  linea  qualunque  in  S  non  è  maggiore 
della  somma  delle  lunghezze  delle  sue  proiezioni. 

I  metodi  del  calcolo  delle  variazioni  dimostrano  facilmente 
che  una  geodetica  in  *S^  ha  come  proiezione  su  6',  una  geodetica 
di  Si.  Quindi: 

La  distanza  geodetica  di  due  punti  B,  C  di  S  non  è  maggiore 
della  somma  delle  distanze  geodetiche  dei  punti  Bf,  din  Si  {quan- 
do si  indichino  al  solito  con  7i„  C,  le  proiezioni  di  B,  C  su  Si). 

Supponiamo  ora  che  la  metrica  definita  da  >l,  in  Si  (i  =1,2, 
. . .  .,  k)  sia  Hermitiana.  La  metrica  definita  da  A  in  S  si  dirà 
Hermitiana  mista.  Sia  data  in  S  una  ipersfera  F,  luogo  dei  punti 
che  hanno  una  stessa  distanza  geodetica  p  da  un  punto  fisso  O 
{centro  della  V).  Consideriamo  in  aS,  (i  =  1,  2,  . . . . ,  Af)  la  ipersfera 
Vi  di  raggio  p,  che  ha  per  centro  la  proiezione  O,  41  0  su  Si. 
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Un  punto  5,  interno  a  F,  avrà  su  Si  per  proiezione  un  punto  5,- 
interno  a  F-.  Il  volume  v  di  V  sarà  minore  del  prodotto  dei 
volumi  Vi  di  Vi.  Sa  la  metrica  esistente  in  Si  è  una  metrica 
Hermitiana  iperbolica,  sarà  (§  15,  pag.  100)  v.-  <  [jl^  eV ,  dove  (j,,-,  v,- 
sono  costanti  positive.  Quindi: 

(62)         V  <iViV.,  ....  Vk  <^  |x  e'p        (pt,  v  costanti  positive) 

Il  valore  D  del  discriminate  di  A  in  un  punto  B  ài  S  h  u- 
guale  al  prodotto  dei  valori  Z>,-  dei  discriminanti  di  Ai  nei  punti 
5,-,  proiezioni  di  A  sugli  spazii  Si.  Se  noi  indicliiamo  con  a  (a,) 
la  distanza  geodetica  non  euclidea,  misurata  nella  metrica  A  {A^ 
dall'  origine  al  punto  B  {B^)^  abbiamo  a  <  Sa^.  Di  più,  per  la  (50) 
del  §  15,     /),■    ':^  hi  e'i^'  ,  (dove  ^,-,  Z,- sono  costanti  positive). 

Quindi  : 

(63)  \  D  \  ^  li  \Di    ^  h  e"^^  dove  h,  l   sono   costanti  positive. 

Questa  formola  avrà  una  grande  importanza  nel  corso  di 
questo  trattato. 


PARTE  SECONDA. 

PROBLEMI  FONDAMENTALI,  I  GRUPPI  PROPRIAMENTE  DISCONTINUI 
E  LE  LORO  APPLICAZIONI  ARITMETICHE 


Capitolo  Quarto.  —  I  problemi  fondamentali. 

§  17.  —  Enunciato  dei  problemi  fondamentali  e  primi  teoremi. 

In  questo  paragrafo  vogliamo  dare  la  definizione  dei  gruppi 
propriamente  discontinui.  Per  mostrare  in  modo  semplice  e  spon- 
taneo l'utilità  di  considerare  tali  gruppi  particolari,  noi  potrem- 
mo seguire  due  vie:  l'una  che  parte  dallo  studio  della  riduzione 
delle  forme  algebriche,  di  cui  ci  occuperemo  più  avanti,  l'altra, 
che  parte  da  alcuni  problemi  di  indole  funzionale. 

Per  molte  ragioni  di  opportunità  e  semplicità  noi  seguiremo 
questa  seconda  via:  ecco  perchè  questo  capitolo  si  occupa  di 
questioni,  che  troverebbero  sede  più  naturale  nella  terza  parte 
del  presente  trattato. 

Le  applicazioni  funzionali  dei  gruppi  discontinui  sono  di  due 
specie:  applicazioni  alle  funzioni  di  variabile  reale,  e  applica- 
zioni alla  teoria  delle  funzioni  analitiche  di  variabile  complessa. 
Il  problema  fondamentale  per  le  applicazioni  alla  teoria  delle 
funzioni  analitiche  è  il  seguente  : 
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Problema  A.  —  Sìa  G  un  gruppo  discontinuo  di  trasforma- 
zioni birazionali  su  n  variabili  (indipendenti)  complesse  Xi,  x^^ ,  Xn, 

eV  un  gruppo  su  m  variabili  z^,  z.^, ,  z^.  E  siano  i  gruppi  G,  V 

in  isomorfismo  oloedrico  o  meriedrico,  in  guisa  che  a  una  trasfor- 
mazione di  G  corrisponda  una  e  una  sola  trasformazione  di  T. 
Si  costruiscano  tutti  i  possibili  sistemi  di  m  funzioni  Zi,z.,,  ..,.,z„ 
analitiche  uniformi  delle  x^  x.^, ,  ^„,  tali  che  quando  le  x  su- 
biscono una  trasformazione  qualunque  T  di  G,  le  z  subiscano  la 
trasformazione  corrispondente  x  di  F, 

Se  il  gruppo  r  si  riduce  alla  sola  trasformazione  identica, 
questo  problema  diventa  il  secondo  problema  fondamentale. 

Problema  B.  —  Se  G  è  un  gruppo  discontinuo  di  trasforma- 
zioni birazionali  su  n  variabili  x^,  x^_,  ....,x„,  si  costruiscano  tutte 
le  possibili  funzioni  analitiche  uniformi  delle  x  invarianti  per  G, 
ossia  che  restano  invariate  quando  le  x  subiscono  una  trasforma- 
zione di  G. 

Più  particolarmente  noi  ci  proporremo  di  determinare,  se  esi- 
stono, tutti  i  sistemi  di  n  funzioni  analitiche  uniformi  e  indipen- 
denti, invarianti  per  G. 

I  problemi  analoghi,  quando  G  è  un  gruppo  continuo,  o  con- 
tiene come  sottogruppo  un  gruppo  continuo,  escono  dal  campo  delle 
ricerche,  che  ci  siamo  irroposti. 

Le  funzioni  che  risolvono  il  problema  A  si  diranno  funzioni 
zeta-cremoniane  •  quelle  che  risolvono  il  problema  B  si  diranno 
cremoniane.  Se  6^  è  un  gruppo  lineare,  o  più  particolarmente  se 
(r  è  un  gruppo  fuchsiano  o  un  gruppo  kleiniano,  o  un  gruppo 
(iperfuchsiano)  di  movimenti  in  una  metrica  Hermitiana  reale, 
e  se  r  è  un  gruppo  di  trasformazioni  lineari  intere  omogenee, 
le  funzioni  che  risolvono  il  problema  A  si  diranno  zeta-automorfe^ 
quelle  che  risolvono  il  problema  B  automorfe.  Noi,  pur  senza 
perdere  mai  di  vista  il  problema  generale,  ci  occuperemo  spe- 
cialmente delle  funzioni  automorfe  e  zeta-automorfe  ;  le  quali 
sole  hanno   finora   ricevuto    applicazioni   importanti   alla  teoria 
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delle  equazioni  difterenziali  (*).  Però  è  da  avvertire  che  lo  stesso 
studio  delle  funzioni  automorfe  rende  necessaria  la  considera- 
zione di  certe  funzioni  cremoniane,  appunto  come  lo  studio  delle 
funzioni  ellittiche  porta  alla  considerazione  di  alcune  funzioni 
automorfe  (le  funzioni  modulari). 

Tra  le  funzioni  generalmente  note  esistono  delle  funzioni, 
che  risolvono,  in  casi  particolari,  qualcuno  dei  precedenti  pro- 
blemi. 

Così  p.  es.  le  funzioni  trigonometriche  di  una  variabile  x  sono 
funzioni  invarianti  per  le  trasformazioni  del  gruppo 

X  =^  X  -^  2  n  7r 

dove  n  è  un  qualunque  numero  intero. 

Le  funzioni  ellittiche  di  una  variabile  x  a  periodi  2  w,  2  w' 
sono  funzioni  invarianti  per  le  trasformazioni  del  gruppo 

a?'  =  U7  +  2  m  (1)  -|-  2  w  (1)' 

dove  w,  n  sono  interi  qualunque. 

La  funzione  2  =  ic"  (w  intero)  è  una  funzione  che  subisce  la 
trasformazione  x  {z  =  a"  z)  quando  la  x  subisce  la  trasformazione 
T  {x  ==  a  x).  E  queste  due  trasformazioni  x,  T  generano  due 
gruppi  ciclici  r,  G  isomorfi. 

Noi  non  sappiamo  risolvere  i  problemi  A,  B  in  tutta  la  loro 
generalità.  Né  i  gruppi  (?,  T  possono  essere  arbitrarii.  Per  farci 
una  prima  idea  di  alcune  condizioni,  a  cui  essi  debbono  soddi- 
sfare, dimostreremo  alcuni  teoremi. 


(*)  La  letteratura  relativa  alle  funzioni  cremoniane  e  zetacreraoniane 
è  ben  scarsa.  Cfr.  l' indice  bibliografico,  dove  si  troveranno  citati  i  lavori 
fondamentali  di  Poincaré  e  Picard,  ed  altri,  che  ne  perfezionano  in  qual- 
che punto  i  risultati. 
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Teor.  I.  —  Se  una  funzione  analitica  uniforme  z  delle  XnX<i^...,Xn 
è  invariante  per  un  gruppo  discontinuo  G  di  trasformazioni  lineari 
sulle  Xj  contenente  trasforrnazioni  infinitesime  {di  Klein),  allora  la 
z  è  anche  invariante  per  le  trasformazioni  di  un  gruppo  continuo  G' 
di  trasformazioni  lineari  (Cfr.  §  6,  pag.  17  e  22).  Premetteremo 
alcune  osservazioni  generali. 

La  più  generale  trasformazione  lineare  infinitesima  di  S.  Lie 
sulle  X  è  data  dalle  (cfr.  §  5,  pag.  18-19): 

^i  =  y ,_ .         («;  ^  =  1,  2, ,  w) 

■^   ^n+l,  *  ^ft  ~r   ^n  4-  1,  n  +  1 

dove 

ttik  =  ^  5/fc     (i  +  k)  au  =  1  -j-  A  S,.,.     {i,  /^  =  1,  2, ,  »  +  1) 

quando  con  5,.^.  si  indichino  costanti  finite,  e  con  X  un  parametro 
infinitesimo.  Trascurando  infinitesimi  d'ordine  superiore,  la  pre- 
cedente equazione  si  può  scrivere  : 

x'i  =  Xi  -{-  X  [S  S,.;,  Xu  +  5,-  n  +  x  —  ^^n  +  i.kOCiXk  —  5„+,, „+i x} 
{i,k  =  l,2,....,n) 

Il  simbolo  di  una  tale  trasformazione  infinitesima  è 

^^'dx,' 
dove 

^i  =  ^^ik  oCk  -j-  5,-  „  ^  1  —  S  5„  ^ ,,  k  Xi  Xj,  —  5„  + ,,  „  _^  1  Xi. 

Quindi  (§  5,  pag.  20-21)  condizione  necessaria  e  sufficiente  af- 
finchè una  funzione  z  della  x  sia  invariante  per  un  gruppo  lineare 
continuo  G'  sulle  x,  è  che  valga  un'  equazione  del  tipo  : 

(1)  S  ^-  ^^  ^  ^,  +  ?  ^^  ai  -  ?  ^*  ?  ^^  ^>-  a  ^,  =  ^^  ^'^  ^'  =  1'  2'  •  •  •'  *^) 

(dove  le  a,  ^  sono  costanti  non  tutte  nulle). 

Indicheremo  con  x^l\  xfj'\  .....;  xi'-^  {1  =  1,2,  ....^  ìf  -]-2n)  7i  {n  -\-  2) 
sistemi  generici  di  valori  per  le  x,  scelti  nel  campo,  dove  si 
immagina   definita   e    regolare    la   funzione   z.  Indicheremo    con 
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è  z 
Pi{cii,  «2;  ••••7^«)   o    con  Pi  (a)  il    valore    assunto    da     ',-      per 

Xi  =  Uij  Xi  =  a.,,  . .  . .,  a:„  =  a,,  dove  le  a  sono  quantità  generiche. 
Scriviamo  le  (1)  successivamente  per  jOì  =  x'/\  Xi  =  x'i^\  ...., 
Xi  =  0^"*  +  *"^  (i  =  1,  2, . . . .,  n).  Otterremo  cosi  n^  -\-  2  n  equazioni 
lineari  e  omogenee  tra  le  n-  -f-  2  u  costanti  a,  §.  Eliminando  que- 
ste costanti,  troviamo  che  deve  essere  identicamente  nullo  il  de- 
terminante A  (x)  di  ordine  n'  -j-  2  n,  la  cui  Z'"'"'*  riga  (Z  =  1, 2, . . . ., 
n'^  +  2  7i)  ha  ordinatamente    per   termini   le    ?i-  -f-  2  w    quantità 

.z;,("  ì;,  {x''^)         p,  {x^'')         xf  S  afP  p,  (x^'^}        {i,  A-  =  1,  2,  .... ,  n). 

E  viceversa,  se  questo  determinante  A  {x)  è  identicamente  nullo, 
cioè  se  A  (;r)  è  nullo,  comunque  siano  state  scelte  le  quantità 
generiche  «f'-*,  si  potranno  trovare  delle  costanti  a,  ^  non  tutte 
nulle  tali  che  la  (1)  sia  un'  identità.  Abbiamo  dunque  in  par- 
ticolare : 

Se  la  z  non  é  invariante  per  un  gruppo  continuo  lineare,  il 
determinante  A  (x)  non  è  identicamente  nullo,  e  quindi  sarà 

A  (x)  =1=  U 

se  le  j^p  sono  scelte  in  modo  generico. 

In  tal  caso,  scelte  le  ic-'^  in  modo  generico,  ma  determinato, 
il  determinante  A  (x)  resterà  differente  da  zero,  se  in  tutti  i  suoi 
termini  noi  sostituiamo  alle  pt{x^'^)  delle  quantità  tTj,,  tali  che: 

(2)  \pAx"')--^..\  <£         (/i  =  l,2,  ....,n) 

dove  £  è  una  costante  positiva  sufficientemente  piccola.  Indiche- 
remo con  1  (x)  il  nuovo  determinante  cosi  ottenuto. 

Supponiamo  ora  che,  essendo  A  (x)  4=  0,  z  sia  invariante  per 
un  gruppo  discontinuo  G  contenente  trasformazioni  infinitesime. 
Vedremo  che  ciò  è  assurdo.  Infatti  in  questa  ipotesi,  comunque 
siano  state  scelte  le  sfP,  noi  potremo  trovare  in  G  una  trasfor- 
mazione   T 

/V»   ^     -^^  *     ._ _. 

-j^  ^11  + 1,*  ^if  T  ^■+i,«  +  i 
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cosi  poco   differente   dall'  identità    che  i  punti  :rf^  siano  portati 

in  punti  vicini  a  piacere,  ossia  che  le  quantità  y['^  definite  dalle 

(3)  V^'-y'  ,,,    

j^  Cln+l,k^'k         I      ^n+1.  n+1 

appartengano  al  campo  ove  è  definita  la  2,  e  soddisfacciano  alle: 

(4)  0  <  I  .rP^  —  y?^  I  <  b, 

dove  S  è  una  costante,  per  ora  indeterminata,  che  potremo  sce- 
gliere piccola  a  piacere.  Per  ipotesi  avremo: 

z  {x'P,  x^\  . . . .,  .T^'J)  =  z  (7/^'>,  v^,  .  . . .,  2/«). 

La  funzione 

e,  {t)  ■==  z  [.rf^  -+-  t  [ijV  —  .Tf^);  ....  ;  .r«  +  t  (?/«  —  ./■«)] 

della  variabile  t  si  può  supporre  definita  almeno  per  tutti  i  va- 
lori reali  di  t,  compresi  tra  zero  e  uno,  ed  ha  valori  uguali  per 
^  =:  0  e  per  ^  =  1.  La  sua  derivata  rispetto  a  i5  è 

fc=l 
Porremo: 

Vl^  —  ^f  ==  Pki  e^'-'-ki         (p;.,,  cc^i  costanti  reali) 

dove  le  ^,,  yj,  sono  funzioni  reali  del  parametro  reaZe  ^^  variabile 
tra  0  ed  1. 

Le  funzioni  ^,  (^),  vj,  {t)  riprendono  lo  stesso  valore  per  ^  =  0 
e  per  t  =i  1.  Il  teorema  della  media  per  le  funzioni  di  variabili 
reale  ci  dice  che  la  ^i  (t)  sarà  nulla  per  ^  =  ^i  e  la  ffi  (t)  sarà 
nulla  per  t  =  f^,  dove  0  <;  ^i  <^  1,  0  <^  t.,  <^  1. 

Indicheremo,  se  |x  è  una  quantità  complessa  qualsiasi,  con  i?({x) 
e  con  /  (ji)  rispettivamente  il  coefficiente  della  parte  reale,  e. 
quello  della  parte  immaginaria  di  [x,  cosicché  è 

[X  =  R  (;x)  -f  ì/([a)  [i?([i.),  I{[x)  quantità  reali]. 
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Porremo  : 

Pu  W^  4-  <  (I/i'  -  ^i'^);  "-  ^'n  +  ^  (?/'™^  -  -^i'^)]  =  p«  (0. 

Posto  poi  pik  {t,)  =  tt'w,  pk,  {Q  =  7r\.,,  avremo  : 

Ora  è  ben  chiaro  che  esiste  una  variabile  y],  infinitesima  per 
5  =  0,  tale  che 

Infatti,  se  S  tende  a  zero,  i  punti  j^'^  -f-  ^,  (i/^'^  —  .r^'^  )  e 
.^i"  +  h  {yf  —  ^V)  (0  <  ^1  <  1 :  0  <  ^,  <  1)  tendono  per  la  (4) 
al  punto  .r^'^;  e  i  valori  tc'^,  Tr''^,,,  assunti  nei  punti  precedenti  dalle 
p^^  tendono  alle  ^^  {x^^^). 

Noi  fisseremo  ora  la  quantità  5,  che  era  rimasta  in  nostro 
arbitrio,  così  piccola  che  rj  <C  £• 

Le  quantità  tt^,  definite  dalle: 

soddisferanno  alla  (2).  Dalle  precedenti  disuguaglianze  si  trae 
infatti  : 

I  ^u  -  Pk  i^'")  I  =  I  e^'-'u  ;,,,  -  e'-=^H  p^  (r^O)  I  ^ 


y'IR  ie*'ti  Tz^  —  e'«».  p^  (.t('^))]2  +  [/  (e*'^ki  ir„  —  «'«*»  p,  {x^'>))Y 


Ora,  aggiungendo  alla  prima  delle  (6)  la  seconda  moltiplicata 
per  i  si  trae  : 

S  P«  e'«u  7c,,  =  0, 
t 
ossia 

k 

dove,  ricordiamolo,  le  n,^  soddisfano  alle  (2). 
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Questa  equazione,  per  le  (3),  diventa: 


0 


dove  CaT=ai^:  se  è  4=  k,  Cu^aa  —  «„4-i.„+i. 

Siccome  per  ipotesi  la  trasformazione  T  è  differente  dall'i- 
dentità, le  costanti  e  non  possono  essere  tutte  nulle.  Scrivendo 
le  precedenti  equazioni  per  Z  =  1,  2,  . . . . ,  w^  _[_  2  w  ed  eliminando 
le  n  (n  -{-  2)  costanti  e  dalle  n  {n  4-  2)  equazioni  lineari  nelle  e 
così  ottenute,  troviamo  A  •=  0,  quando,  secondo  la  convenzione 
già  fatta,  con  A  si  indichi  il  determinante  A  (x),  in  cui  alle  p^  {x^'^) 
si  siano  sostituite  le  n^j.  Ma  se  £  è  stato  scelto  abbastanza  pic- 
colo, dall'ipotesi  A  (re)  =|=  0  segue,  come  dicemmo,  A  =t=  0.  Ciò  con- 
traddice al  precedente  risultato:  cosicché  resta  dimostrato  che 
la  funzione  z  non  può  ammettere  trasformazioni  lineari  infini- 
tesime di  Klein,  senza  ammettere  trasformazioni  lineari  infinite- 
sime di  Lie  e  quindi  anche  un  gruppo  continuo  lineare  di  Lie. 

Noi  abbiamo  qui  parlato  di  gruppi  lineari  generali.  Possiamo 
dare  al  nostro  teorema  forme  particolarmente  semplici,  limitan- 
doci a  gruppi  particolari  :  p.  es.  ai  gruppi  di  traslazioni  cioè  ai 
gruppi,  le  cui  trasformazioni  sono  del  tipo  : 

X'i  =  Ti  -{■  ttf  {eli  =  COSt.) 

Una  funzione  z,  che  sia  invariante  per  una  tal  trasformazione, 
si  suol  chiamare  una  funzione  che  ammette  il  sistema  di  periodi 
ai.  Un  gruppo  continuo  di  traslazioni  ha  evidentemente  per  tra- 
sformazioni infinitesime  generatrici  delle  trasformazioni  del  tipo 

^^'Txi         (^.•  =  cost-) 

Una  trasformazione  di  questo  tipo  si  può  evidentemente,  con 
una  trasformazione  lineare  intera   omogenea  sulle  x,  trasformare 

ri 

in  un'altra  trasformazione  infinitesima  del  tipo  ^  /.  Una  fun- 
zione z,  che  ammetta  questa  trasformazione  infinitesima   soddisfa 

d  z 
alla  p7;  =  0,  ossia  è  indipendente  da  Xt. 
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Vale  il  teorema,  che  hì  può  dimostrare  con  ragionamenti  ana- 
loghi ai  precedenti. 

Teorema  I.'''"  —  «  Una  funzione  2,  analitica  uniforme  delle  a*,,  jr^, 
. . . . ,  r„,  invariante  per  un  gruppo  discontinuo  di  traslazioni  con- 
tenente trasformazioni  infinitesime,  0  piti  hrevemente^  una  funzione 
uniforme^  che  ammette  sistemi  infinitesimi  di  periodi,  ammette  un 
gruppo  continuo  di  Lie  di  traslazioni,  e  con  un  cambiamento  lineare 
intero  di  variabili  si  può   ottenere    che  la  z  sia  funzione  di  sole 

n  —  1  variabili  x>,,Xa, ,  x„  (0  di  un  numero  ancora  minore  di 

variabili)  (*). 

Siano  le  Xi  .  . . .  x„  n  variabili  indipendenti.  Se  le  .,  sono  reali, 
noi  penseremo  spesso  a  uno  spazio  S,  in  cui  le  x  sono  variabili 
coordinate  ;  se  invece  le  x  sono  variabili  complesse,  noi  indiche- 
remo con  S  uno  spazio,  in  cui  sono  coordinate  reali  la  parte 
reale  e  la  parte  immaginaria  delle  x.  In  ogni  caso  a  ogni  sistema 
di  valori  delle  x  corrisponde  un  punto  reale  in  /S^  e  viceversa. 
Se  z  e  una  funzione  delle  x,  noi  potremo  dunque  parlare  del 
valore  di  z  in  un  punto  di  S,  ecc. 

Teorema  II,  —  Se  le  Wy,  w.,, ,  w„  sono  n  funzioni  analitiche 

uniformi    indipendenti   delle  n  variabili  Xi,Xo, ,  x„,  invarianti 

per  un  gruppo  G  di  trasformazioni  sulle  x,  allora,  preso  un  punto 
generico  del  campo,  ove  sono  definite  le  w,  esiste  un  intorno  a 
sufficientemente  piccolo  di  A,  tale  che  due  punti  distinti  qualunque 
B,  C  di  questo  intorno  non  sono  mai  equivalenti  rispetto  a  G 
(ossia  che  nessuna  trasformazione  di  G  può  portare  un  punto  B 
di  01.  in  un  altro  punto  C  di  oc). 


(*)  Questi  teoremi,  che  abbiamo  dimostrato  per  funzioni  complesse  e 
per  trasformazioni  lineari,  si  estendono  anche  a  funzioni  di  variabili  reali, 
e  alle  trasformazioni  di  un  qualsiasi  gruppo  finito  continuo  di  Lie  :  8e 
una  funzione  2  uniforme  delle  variabili  {reali  o  complesse)  jt,  Xj  . .  . .  or,  è 
invariante  per  «n  gruppo  discontinuo  G  di  trasformazioni  sulle  x  apparte- 
nenti ad  UH  gruppo  U  continuo  finito  di  Lie  e  se  G  contiene  trasformazioni 
infinitesime  {di  Klein),  la  z  è  anche  invariante  per  tutto  un  gruppo  ad  un 
parametro  almeno  appartenente  a  11. 
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Se  infatti  le  w^^  w^^ ,  w„  sono  indipendenti,  allora,  indicando 

con  pij,  il  valore  di  ^7;^  nel  punto  generico  A,  sarà: 


Pn  P12 
P21  Pn 


Pm 


H=  0 


Pny    J»»2 P. 

Questo  determinante  sarà  pure  differente  da  zero  se  noi  alle 
Pi^  sostituiamo  delle  quantità  tc^j.,  tali  che 

(6)  I  Pi,  -  n,,  I  <  £ 

dove  s  è  una  costante  positiva  sufficientemente  piccola.  Ora  in- 
dichiamo con  Xi  le  coordinate  di  A,  e  con  ?/,.,  Zi  le  coordinate  di 
due  punti  B,  C  presi   in   un   intorno  a  sufficientemente  piccolo 

di  A.  Sarà 

I  Vi  —  ^i  I  <  5  \  Zi  —  Xi  I  <  S 

dove  S  è  una  costante,  che  tende  a  zero  con  a. 

Se  B  e  C  sono  equivalenti  rispetto  a  G,  sarà  per  ipotesi 

Wi  (Vi)  =  w?i  (2.-);  ^2  («/.•)  =  W72  (2.);  —  ;  W7„  iyi)  =  w„  (2..). 

Dalla  ?"''""'  di  queste  equazioni  si  trae  che  la  funzione 
9j  (t)  =  Wi  [Zi  -h  t  {i/i  —  Zi)]  assume  valori  uguali  per  ^  =  0  e  per 
t  =r.  1.  Se  ne  deduce,  con  metodo  affatto  simile  a  qiiello  usato 
per  dimostrare  il  teor.  I,  che,  scelto  S  sufficientemente  piccolo, 
si  possono  trovare  delle  quantità  7r,.fc  tali  che  S  TZik  {y^  —  z^  =  0, 
e  che  siano  soddisfatte  le  (6).  Eliminando  da  queste  equazioni 
le  {y^  —  2fc),  che  non  sono  tutte  nulle,  perchè  i  punti  B,  C  sono 
distinti  per  ipotesi,  si  trova  che  il  determinante  delle  7r,.j.  è  nullo, 
contrariamente  a  quanto  abbiamo  prima  osservato.  La  contrad- 
dizione dimostra  il  nostro  teorema  (*). 


(*)  Questo  teorema  è  del  resto  intuitivo.  Se  le  w  sono  indipendenti, 
esse  si  possono  assumere  in  a  come  variabili  coordinate;  punti  distinti 
di  a  avranno  coordinate  distinte. 
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Da  questo  teorema  segue  immediatamente  1'  altro  : 
Teorema  II'*'".  —  Nelle  ipotesi  del  teorema  II,  'il  gruppo  G  non 
può  contenere  trasformazioni  infinitesime. 

Infatti  se  G  contenesse  trasformazioni  infinitesime,  allora 
(§  5,  pag.  17)  in  ogni  intorno  esisterebbero  coppie  di  punti  equi- 
valenti. 

Come  abbiamo  già  detto  a  pag.  104,  lo  studio  delle  funzioni 
invarianti  per  un  gruppo  continuo  di  trasformazioni  lineari  non 
fa  parte  del  tema,  che  ci  siamo  prefissi.  Per  il  teor.  I  potremo 
dunque,  nello  studio  delle  funzioni  invarianti  per  un  gruppo 
discontinuo  G  di  trasformazioni  lineari,  ossia  nella  risoluzione 
del  problema  fondamentale  {B)  per  gruppi  G  lineari,  escludere 
senz'  altro  che  G  contenga  trasformazioni  infinitesime  di  Klein. 
Ma  quasi  sempre,  quando  si  vogliono  studiare  le  funzioni  inva- 
rianti per  un  dato  gruppo  discontinuo  G  su  n  variabili  x,  la 
questione  di  massimo  interesse  è  di  trovare,  se  possibile,  proprio 
n  funzioni  uniformi  indipendenti  invarianti  per  G.  In  tal  caso 
il  teorema  IP'"  ci  dice  che  il  gruppo  (r  non  deve  contenere  tra- 
sformazioni infinitesime;  e  il  teorema  II  ci  dice  di  più  che  in  un 
intorno  abbastanza  piccolo  di  un  punto  generico  -4  di  /S*  non  pos- 
sono esistere  punti  distinti  equivalenti. 

Premetteremo  ora  alcune  definizioni. 

Noi  diremo  che  un  gruppo  G  è  propriamente  discontinuo  {pr. 
dis.)  in  un  punto  A  dello  spazio  S,  quando: 

1.  Il  punto  A  è  lasciato  fìsso  soltanto  da  un  numero  finito  h 
di  trasformazioni  di  G  (che  noi  indicheremo  con   T^,T.,, ,  ^*). 

2.  In  un  intorno  sufficientemente  piccolo  di  A  non  esistono  punti, 
trasformati  l'uno  dell'altro  mediante  una  trasformazione  di  G, 
distinta  dalle  T„  T^,  . . . .,  7\. 

Se  h  =  1,  il  punto  A  è  lasciato  fisso  soltanto  dalla  trasfor- 
mazione identica  dì  G:  e  quindi  in  un  intorno  abbastanza  pic- 
colo di  A  non  esistono  punti  distinti  equivalenti  rispetto  a  G. 

Se  /i  >  1,  e  quindi  il  punto  A  è  lasciato  fisso  da  almeno  una 
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trasformazione   T  non    identica   di  G,  il   punto   A  si   dice  polo 

della  T,  o  ancHe  polo  di  G. 

L'insieme  dei  poli  di  una  stessa  trasformazione  non  identica 
T  ài  G  &i  dice  asse  della   T,  o  anche  asse  di  G. 

Si  ammette  che  nessuna  trasformazione  non  identica  T  di  G 
possa  lasciare  fisso  un  punto  A,  e  tutti  i  punti  di  un  intorno  di  A. 
Se  le  trasformazioni  T  di  G^  sono  analitiche,  o  sono  movimenti 
di  una  metrica,  o  ipermetrica,  vigente  nello  spazio  ambiente, 
questa  ipotesi  è  necessariamente  soddisfatta. 

Una  regione  R  dello  spazio  S  si  dice  perfetta,  se  ogni  punto 
limite  di  un  qualsiasi  insieme  di  punti,  appartenenti  a  II,  appar- 
tiene ancora  a  R.  P.  es.,  se  R  è  una  regione  limitata  da  ipersu- 
perfìcie, essa  è  perfetta,  soltanto  se  i  punti  delle  ipersuperfìcie 
contorno  si  considerano  come  appartenenti  a  R. 

Un  gruppo  G  si  dice  propriamente  discontinuo  {pr.  dis.)  in 
una  regione  R,  se  in  un  intorno  sufficientemente  piccolo  di  un 
plinto  generico  di  R  non  esistono  punti  distinti  equivalenti. 

A  connettere  la  presente  definizione  di  gruppo  pr.  dis.  in  una 
regione  con  quella  di  gruppo  pr.  dis.  in  un  punto  servirà  il 
seguente 

Teorema.  —  Se  G  è  un  gruppo  pr.  dis.  in  tutti  i  punti  di  una 
regione  R,  in  un  intorno  a  abbastanza  piccolo  di  un  punto  A  di  R 
penetra  al  più  un  ìiumero  finito  di  assi  del  gruppo  G;  un  punto 
generico  di  R  non  è  lasciato  fìsso  da  alcuna  trasformazione  non 
identica  di  S.  Il  gruppo  G  sarà  dunque  pr.  dis.  in  R.  In  una  re- 
gione perfetta  R,  interna  a  R  (*)  può  esistere  al  più,  un  numero 
finito  di  punti  equivalenti  a  un  punto  A. 

Dim.  —  Infatti,  se  un  punto  B  appartiene  all'  asse  di  una 
trasformazione  T  di  G,  in  ogni  intorno  di  B  esistono  punti 
equivalenti  rispetto  alla  T.  Quindi,  se  in  un  intorno  a  di  ^  pe- 
netrano gli  assi  di  infinite  trasformazioni  T^,  T^, .  .  .  .  di  G,  in  a 
esistono    punti    equivalenti    rispetto    alla    Ti,    qualunque    sia    i 


(*)  Si  dice  che  E'  è  interna  a  JR,  se  ogni  pnnto  di  B'  appartiene  a  B. 
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{i  =  1,  2, ).  Ciò  è  impossibile,  se  a  è  abbastanza  piccolo,  per- 
chè G  è  pr.  dis.  in  A.  Quindi  un  punto  generico  B  di  un  intorno 
a  abbastanza  piccolo  di  un  qualsiasi  punto  A  di  li  non  ò  lasciato 
fisso  da  alcuna  trasformazione  non  identica  di  G;  e  perciò  in 
un  intorno  abbastanza  piccolo  di  B  non  esistono  punti  distinti 
equivalenti.  G  è  dunque  pr.  dis.  in  R. 

Per  dimostrare  l' ultima  parte  del  precedente  teorema,  si  os- 
servi che  se  in  K  vi  sono  infiniti  punti  equivalenti  ad  A,  esi- 
sterà un  punto  B  appartenente  ad  R,  in  ogni  intorno  a  del  quale 
esistono  infiniti  punti  tra  di  loro  equivalenti  A^,  A.^,  A^  . , . .  Le 
trasformazioni  di  G,  che  portano  A^  in  J,,,  o  in  A^^  ecc.,  sono  in 
numero  infinito:  ciò  che  è  assurdo,  perchè  G  è  pr.  dis.  in  A. 

Notiamo  che,  se  un  gruppo  G  è  pr.  dis.  in  tutti  i  punti  di  una 
regione  non  perfetta  R,  allora  G  è  pr.  dis.  tanto  in  R,  quanto 
nella  regione  7?,,  che  si  ottiene  aggiungendo  a  ^  i  punti  del- 
l' insieme  derivato. 

Premesse  queste  definizioni  e  questi  teoremi  generali,  ritor- 
niamo alle  precedenti  considerazioni  funzionali.  Se  n  funzioni 
u  indipendenti  sono  invarianti  per  il  gruppo  G,  noi  sappiamo 
che  in  un  intorno  di  un  punto  generico  G  non  esistono  punti 
equivalenti  rispetto  a  G.  Questo  gruppo  è  quindi  propr.  dis. 
nella  regione,  in  cui  sono  definite  le  u. 

Per  le  ragioni,  che  abbiamo  svolto  più  sopra,  noi  studieremo 
il  problema  B,  (che  approfondiremo  specialmente  nel  caso  di 
gruppi  G  lineari)  ammettendo  non  solo  che  il  gruppo  G  non 
contenga  trasformazioni  infinitesime,  ma  anche  che  il  gruppo  G 
sia  pr.  dis. 

E  dunque  per  le  nostre  ricerche  di  importanza  fondamentale 
il  saper  rispondere  alla  seguente  domanda: 

«  Quando  un  dato  gruppo  G  è  pr.  dis.?y>. 

Da  quanto  abbiamo  detto  fin  qui,  risulta  che  è  condizione 
necessaria  che  il  gruppo  G  sia  privo  di  trasformazioni  infinite- 
sime (p.  d.  t.  i.).  Questa  condizione  non  è  però  in  generale   suf- 
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fìciente.  Nel  capitolo  seguente  daremo  alcuni  teoremi  generali, 
che  bastano  nei  casi  più  importanti  a  far  riconoscere  a  priori 
quando  un  gruppo  p.  d.  t.  i.  è  anche  pr.  dis.,  e  danno  anzi  un 
metodo  per  affrontare  questa  domanda  per  i  più  generali  gruppi 
lineari. 

Quanto  al  problema  À,  la  condizione  che  il  gruppo  G  sia 
pr.  dis.  non  sembra  essere  cosi  essenziale,  come  per  il  problema  7:^. 
Tuttavia,  per  la  mancanza  di  studii  più  generali,  noi  ammette- 
remo che  il  gruppo  G  sia  pr.  dis.,  anche  quando  vogliamo  risol- 
vere il  problema  A. 

Come  si  vede,  resta  così  affatto  inesplorato  un  esteso  campo 
di  ricerche,  che  porteranno  forse  un  giorno  la  teoria  delle  fun- 
zioni automorfe  a  una  più  ampia  generalità. 

Capitolo  Quinto.  —  La  discontinuità  propria  dei  gruppi. 
§  18.  —  Definizioni  e  lemmi. 

Nel  §  17  abbiamo  già  definito  il  significato  delle  locuzioni: 
gruppo  propriamente  discontinuo  (pr.  dis.)  in  un  punto,  e  gruppo 
pr.  dis.  in  una  regione  R.  Se  un  gruppo  è  pr.  dis.  in  una  regione  R, 
noi  diremo  anche  che  esso  opera  in  modo  pr.  dis.  sui  punti  di  R. 

Queste  definizioni  si  possono  generalizzare.  Sia  dato  nello 
spazio  S  (§  17,  pag.  Ili)  un  gruppo  G  ed  un  insieme  S  di  va- 
rietà F,  che  godano  delle  seguenti  proprietà  : 

1.  Una  varietà  V  dipende  da  un  numero  finito  di  parametri 
^1  .  . .  .  2„,  così  che  si  può  porre  una  corrispondenza  biunivoca 
tra  le  varietà    F  e  i  sistemi  di  valori  dei  parametri  z. 

2.  Una  trasformazione  T  ài  G  porta  una  varietà  V  del  si- 
stema S  in  un'  altra  varietà    V  dello  stesso  sistema  S. 

Noi  potremo  dire,  se  Vo  è  una  delle  nostre  varietà,  per  la 
quale  i  parametri  z  hanno  certi  valori  s'j,  z\.,  .  .  .  .,  z'^,  che  le 
varietà   F,  a  cui  corrispondono  valori  delle  z  soddisfacenti  alle 

I  Zi  —  z'i  I  <C  £         (£  =  cost.). 
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giacciono  in  un  intorno  della  varietà  Fo.  Potrebbe  darsi  che  il 
gruppo  G  sia  tale  che  in  un  intorno  sufficientemente  piccolo  di 
una  varietà  generica  di  S  non  esistano  due  varietà  distinte  di  S, 
equivalenti  rispetto  a  G  (trasformate  l'una  dell'altra  mediante 
una  trasformazione  di  G).  Diremo  in  tal  caso  che:  Il  gruppo  G 
opera  in  modo  pr.  dis.  sulV  insieme  S,  o  anche  che  G  è  pr.  dis. 
nello  spazio  S,  pensato  come  luogo  delle  varietà   V. 

Cosi  pure  noi  potremo  dire  che  G  è  pr.  dis.  nella  varietà  Fo 
di  S,  se  questa  è  lasciata  fissa  al  più  da  un  numero  finito  di 
trasformazioni  di  G,  e  in  un  intorno  sufficientemente  piccolo  di 
Fo  non  esistono  varietà  di  S  equivalenti  rispetto  a  una  trasfor- 
mazione di  G,  distinta  dalle  trasformazioni,  che  lasciano  fìssa  Fo. 

Queste  definizioni  costituiscono  una  semplice  estensione  delle 
definizioni,  che  noi  abbiamo  date  precedentemente,  e  coincidono 
con  queste,  se  le  F  sono  varietà  a  zero  dimensioni,  e  si  riducono 
ai  punti  dello  spazio  rappresentativo  S. 

È  ben  evidente  che  :  U7i  gruppo^  che  operi  in  modo  pr.  dis. 
su  un  sistema  S  di  varietà,  non  può  contenere  trasformazioni  in- 
finitesime, che  non  trasformino  in  sé  stessa  ogni  varietà  di  S, 

E  noi  dimostreremo  il  teorema  seguente,  che  è  in  certo  qual 
modo  il  reciproco  del  teorema  enunciato  testé  : 

Se  G  è  un  gruppo  p.  d.  t.  i.,  contenuto  come  sottogruppo  in  un 
gruppo  continuo  finito  T,  si  può  in  infiniti  modi  trovare  un  sistema 
2j  di  varietà   F,  su  cui  il  gruppo  G  operi  in  modo  pr.  dis. 

E  precisamente  si  possono  scegliere  p.  es.  come  varietà  V  i  si- 
stemi di  r  punti  dello  spazio  S,  ossia  le  varietà  a  zero  dimensioni 
formate  ciascuna  di  r  punti  dello  spazio  S  {se  r  è  sufficientemente 
grande). 

Infatti  una  trasformazione  di  V  dipende  da  un  numero  finito 
di  parametri.  Se  r  è  un  intero  abbastanza  grande,  una  tale  tra- 
sformazione è  quindi  determinata,  quando  si  diano  (in  modo  com- 
patibile) i  punti  trasformati  di  r  punti  generici.  Se  dunque  una 
trasformazione  qualsiasi  di  F,  p.  es.  una  trasformazione  di  G,  porta 
r  punti  di  S  in  r  punti  infinitamente  vicini,  essa  è  una  trasfor- 
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inazione  infinitesima.  Se  dunque  G  non  operasse  in  modo  pr. 
dis.  sulle  r"'''"  di  punti  dello  spazio  S^  esso  conterrebbe,  contro 
il  supposto,  trasformazioni  infinitesime. 

Cosi  p.  es.  un  gr.  p.  d.  t.  i.  di  trasformaziotii  lineari  reali  {com- 
plesse) su  una  variabile  x  opera  in  modo  pr.  dis.  sulle  terne  di 
punti  della  retta,  su  cui  x  è  la  variabile  coordinata  {del  piano 
complesso  della  variaòile  x). 

Sarebbe  di  grande  importanza,  dato  un  gruppo  G  p.  d.  t.  i., 
il  poter  riconoscere  quaV  è  il  più,  piccolo  valore  di  r  tale  che  G 
operi  in  modo  pr.  dis.  sulle  r"^"  di  punti  di  S.  Questa  questione 
non  è  che  una  generalizzazione  dell'altra  di  riconoscere  quando 
un  gruppo  G  p.  d.  t.  i.  è  pr.  dis.  in  S.  Infatti  G  è  pr.  dis.  iìi  S, 
allora  e  allora  soltanto  che  il  più  piccolo  valore  possibile  di  r  è 
V  unità. 

Osserveremo  ancora  che  se  8  ed  S'  sono  due  spazii  in  cor- 
rispondenza biunivoca  continua,  un  gruppo  G  di  trasformazioni 
in  S  si  potrà  considerare  come  gruppo  di  trasformazioni  in  S'. 
Ed  è  ben  evidente  che,  se  6r  è  pr.  dis.  in  S,  esso  è  anche  pr.  dis. 
in  S':  e  viceversa. 

§19.-1  teoremi  fondamentali  per  i  gruppi  lineari. 

Noi  ci  volgiamo  ora  a  trattare  il  problema  di  riconoscere 
quando  un  dato  gruppo  p.  d.  t.  i.  è  pr.  dis.,  e,  più  in  generale,  a 
risolvere  la  questione  accennata  in  fine  del  §  18.  Noi  ci  limite- 
remo però  allo  studio  di  due  classi  particolari  di  gruppi: 

1.  i  gruppi  di  trasformazioni  lineari, 

2.  i  gruppi  di  movimenti  in  una  metrica,  o  ipermetrica,  reale. 
Comincieremo  dal    caso    dei  gruppi   lineari,  premettendo  al- 
cuni lemmi. 

Ricordiamo  che  una  forma  (polinomio  omogeneo)  f{x^,x.^, ....,  x,) 

di  grado  fc  nelle  variabili  «j,  iCg, ,  x^  si  dice  definita  (positiva 

o  negativa)  se  i  suoi  coefficienti  sono  reali,  e  se  essa  non  è 
mai  nulla,  ed  ha  sempre  lo  stesso  segno  (-{-  o  — ),  quando  alle 


Capitolo  Quinto  —  §19.  119 

X  si  diano  valori  reali  non  contemporaneamente   nnlli.  Eviden- 
temente nna  forma  definita  è  sempre  di  grado  pari. 

Lemma  I.  —  Se  f  è  una  forma  definita  delle  .e  di  grado  k,  si 
può  trovare  una  costante  Z-,  tale  che,  se  f  =  M  quando  alle  a?, 
diamo  dei  valori  reali  ^,,  si  abbiano  le: 

I  ^,  I  ^  L  Ì^\M\. 

Diamo  ad  una  delle  x,  p.  es.  alla  Xt,  il  valore  -|-  1,  o  il  va- 
lore —  1,  e  a  tutte  le  altre  x  dei  valori  non  minori  di  —  le 
non  maggiori  di  -{-  1.  I  valori  corrispondenti  della  j  f  \  (clie  è 
una  fnnzione  continua  delle  x)  avranno  un  minimo  X,.  differente 
da  zero,  perchè  f  è  una  forma  definita.  Sia  X  la  più  piccola 
delle  X,.  Poniamo  Z  =    ^ — . 

Supponiamo  che  le  ^.  non  siano  contemporaneamente  nulle. 
Sia  in  la  più  grande  delle  quantità  (positive)  |^,.  |.  Sarà  eviden- 
temente : 

M=:f{l,,l,,....,^„)r^m'fl^~\     ^%....,^"). 

Delle  quantità  ^'  almeno  una  è  uguale  a  +  1,  mentre  le  al- 
tre non  sono  maggiori  di  1  in  valore  assoluto.  Per  quanto  ab- 
biamo detto,  avremo  perciò  : 


e  quindi 

Se  ne  deduce 


\m  '  m  '         '  m) 
!  iJf  !  ^  m*  X. 


m  ^  ^—^     -         ed    «  a  fortiori  »  'It^  ■<,  -f—  |/"|  M\ 

ossia 

k 


'7)  l,    ^  Lì'  M 


e.  d.  d. 
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Questa  disngnaglianza  è  evidentemente  soddisfatta,  anche 
se  l,  =  0. 

Osservazione.  —  Si  può  supporre  che  la  quantità  L  varii  con 
continuità  al  variare  continuo  dei  coefficienti  di  /",  come  risulta 
dalla  nostra  stessa  dimostrazione. 

Lemma  II.  —  Se  una  proiettività  lineare  reale  P,  data  dalle: 

n 

Xi  -=  ^  a^f:  x-j. 

k=i 

porta  la  forma  definita   V  {x\ x„)  in  un'  altra  forma   definita 

W  (x-i x„),  e  se  i  coefficienti  omologhi  delle  V,  W  hanno  una,  dif- 
ferenza minore  di  una  costante  positiva  li  in  valore  assoluto,  esiste 
una  costante  positiva  iV,  dipendente  solo  dalla  forma  V  e  da  li, 
tale  che  tutti  i  coefficienti  a^^  sono  in  valore  assoluto  minori  di  N. 
Infatti  si  ha 

F  (2  a^J,  a?fc,  S  «2^  a?t, ,  S  a„j,  x,,)  =  W  («j,  x^,  ...,,  x„). 

Indichiamo  con  le  il  grado  comune  delle  V,  W  e  con  e,-,  yj,-  i 
coefficienti  di  x%  a?-  in    V  (x)  e  in    W  (x).  Sarà 

h,  |<  1  £,  I  +  H. 

Ma  dall'  uguaglianza  precedente,  in  cui  si  ponga  x^  ^=  X2  = 

....  =  ir,_i  =  £Ci+i  =  oji+a  =  •  •  •  •  =  ^n  ==  Oj  ^i  ==  Ij  si  ottiene  : 

I V  («H,  a,i, ,  a„()  I  =  1  U- 1  <  I  £.- 1  +  H- 

Ne  discende  tosto  per  il  lemma  precedente  che  esiste  una 
costante  L  tale  che 


1  a,,  \  <  L  jKl  £,  1  1-  i7        (Z  =  1,  2,  . . . .,  n). 
E,  se  noi  indichiamo  con  N  la  più  grande  delle  costanti 


L|X|£,|  +  ^        (i  =  l,2,  ....,w), 

avremo  che 

|fl!„i<iV,         (Z,i  =  l,2,  ....,  w) 

ciò  che  dimostra  il  nostro   teorema. 

Il  teorema  vale   pure  se  le  forme    F,  TF  coincidono,  ossia  se 
H  '=z=  0,  ossia  se  la  P  trasforma  la  forma    F  in  se  stessa. 
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Si  può  anzi  (per  l' osservazione  fatta  a  proposito  del  lemma 
precedente)  supporre  che  -Yvarii  con  continuità  al  variare  di  H 
e  dei  coefficienti  delle  F,  W.  Quindi,  se  noi  abbiamo  un  insieme 
continuo  di  forme  definite,  i  cui  coefficienti  omologhi  differiscono 
tra  di  loro  per  meno  di  5,  e  se  abbiamo  delle  proiettività  che 
trasformano  alcune  di  queste  forme  in  altre  delle  forme  mede- 
sime, possiamo  supporre  che  per  tali  proiettività  il  numero, 
sempre  finito ^  N  varii  con  continuità  al  variare  continuo  delle 
forme   corrispondenti,  e  abbia  quindi  un  ìimite  superiore  finito. 

Dimostreremo  ora  i  seguenti  teoremi  fondamentali  : 
Teorema  I.  —  Condizione  necessaria    e  sufficiente,  affinchè  un 

gruppo  G  di  trasformazioni  lineari  intere  omogenee    unimodulaH 

P,(*-=l,2,  ....) 

^'i  =  S  a^;i!  a-fc         (i,  /e  ^-  1,  2, ,  w) 

non  contenga  trasformazioni  infinitesime.,  è  che.,  data  una  costante 
arbitraria  N,  esista  al  più  un  numero  finito  di  trasformazioni  del 
gruppo.,  i  cui  coefficienti  sono  in  modulo  minori  di  N. 

Infatti,  se  il  gruppo  contiene  trasformazioni  infinitesime,  esi- 
stono delle  proiettività  P,  del  gruppo  G  tali  che 

|a^:^|<l+e  \a\'^         e  (i  4=  ^), 

dove  e  è  una  costante  positiva  piccola  a  piacere.  Esistono  quindi 
in  G  infinite  proiettività,  i  cui  coefficienti  sono  minori  in  mo- 
dulo di  una  qualsiasi  costante  N  positiva  e  maggiore  di  1. 

Viceversa  esistano  in  G  infinite  trasformazioni  i  cui  coeffi- 
cienti sono  minori  di  N;  tra  queste,  per  noti  teoremi  della  teoria 
degli  insiemi,  si  potranno  trovare  due  trasformazioni,  i  cui  coef- 
ficienti omologhi  differiscono  tra  di  loro  di  una  quantità  piccola 
a    piacere.   Presi    cioè    n    punti   generici   ^,  =  (ic^,'\  a4",  . . . . ,  icl") 

(i  =  1,  2, ,  »),  si  potranno  trovare  due  trasformazioni  distinte 

S,TdiG  tali  che,  se  B,  =-  (.v'.'\  . . . .,  y';!')  e  C\  =  (zT, ....,  z)!')  sono 
i  punti  trasformati  di  -4,  per  la  S,  o  per  la   7',  si  abbia: 

\y'iP-^^\  <£  (per  i,h  =  l,2,....,n), 
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dove  £  è  una  costante  piccola  a  piacere.  La  trasformazione  S  T~^ 

sia   definita  dalle:  x'^  =  Xj  -[-  S  rt^,,  a?,,;  poiché  essa  poi'ta  C,-  in  7i,-, 

sarà 

y^^  -^-  ^^  =  S  a,,  ^L"-'         (i,  j,  A  =  1,  2,  .  . .  . ,  n). 

Tenendo  fisso  j,  e  facendo  variare  i  da  1  ad  n^  otteniamo  da 
questa  formola  un  sistema  a^  di  n  equazioni  lineari  omogenee 
nelle  n  quantità  «y^,  che  potremo  riguardare  come  incognite. 
Essendo  i  punti  Af  generici,  il  determinante  D  delle  ic^'^  è  diffe- 
rente da  zero;  e  il  determinante  D'  delle  2^'\  che  è  uguale  a  quello 
perchè  la  jT  è  unimodulare,  non  è  infinitesimo.  Ora,  se  noi  ri- 
solviamo il  sistema  a^-  rispetto  alle  a^,  noi  troviamo  «j,,  dato 
sotto  forma  di  quoziente  di  due  determinanti,  di  cui  l'uno  (di- 
videndo) infinitesimo  (perchè  y^^  —  zf  sono  quantità  infinitesime), 
e  l'altro  (divisore)  è  uguale  a  U,  e  non  è  infinitesimo.  Le  «j^, 
sono  dunque  tutte  infinitesime;  e  quindi  la  trasformazione  S  T~^ 
di  (t  è  infinitesima. 

Osservazione  I.  —  Se  noi  interpretiamo  le  x  come  coordinate 
omogenee,  il  teorema  contiìiua  ad  essere  vero. 

Si  potrebbe  abbandonare  in  tal  caso  la  condizione  dell'  uni- 
modularità  delle  trasformazioni  del  gruppo,  dicendo  invece  che  : 
il  gruppo  G  è  p.  d.  t.  i.  soltanto  quando,  data  ad  arbitrio  una  co- 
stante N,  esiste  al  più  un  numero  finito  di  trasformazioni 

del  nostro  gruppo,  tali  che  i  quozienti  -„-'-  (dove  con  A  indico  il 

determinante  delle  a.^)  sieno  tutti  inferiori  in  modulo  a  N. 

Osservazione  II.  —  Invece  di  prescrivere  che  il  modulo  del  de- 
terminante A  dei  coefficienti  di  una  qualsiasi  trasformazione  di  G 
(modulo  di  questa  trasformazione)  sia  sempre  uguale  a  1,  baste- 
rebbe pre,strivere  che  esso  fosse  compreso  fra  1  —  e,  1  -j-  e^ ,  dove 
e,  £j  sono  costanti  soddisfacenti  alle  0  <^  £  <^  1,  s^  >  0. 
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Teorema  II.  —  Sia  dato  un  gruppo  G  p.  d.  t.  i.  .su  certe  variabili 
X,  ogni  trasformazione  del  quale  sia  una  trasformazione  lineare 
reale  intera  omogenea.  Ed  esista  un  sistema  continuo  S  di  oo* 
forme  definite  V  delle  stesse  variabili  {i  cui  coefficienti  siano  p.  es. 
funzioni  di  m  nuovi  parametri  Zi,  z.^,  . . . .,  z„)  tale  che  ogni  pro- 
iettività  di  G  trasformi  una  forma  F  di  S  in  un'  altra  forma  dello 
stesso  sistema  S.  Il  gruppo  G,  considerato  come  gruppo  di  trasfor- 
mazioni sul  dato  sistema  S  di  forme,  è  pr.  dis.  in  ogni  forma  V 
di  Ti,  e  opera  quindi  in  S  iìi  modo  pr.  dis. 

Infatti  sia  V  una  forma  di  S,  e  ne  sia  i  un  intorno;  per  l' os- 
servazione fatta  a  proposito  del  secondo  lemma,  le  trasforma- 
zioni di  G,  che  portano  una  qualche  forma  di  i  in  un'altra  forma 
(distinta  o  no)  di  i,  hanno  i  coefficienti  minori  in  valore  asso- 
luto di  una  stessa  costante  finita,  e  sono  dunque  per  il  prece- 
dente teorema  in  numero    finito.  Sieno  esse  le   Tj,  7^2, ,  jT». 

Se  j  è  un  intorno  di  V,  interno  a  i,  una  trasformazione  di  G, 
che  porti  una  qualche  forma  di  j  in  un'  altra  forma  di  J,  sarà 
una  delle  forme  T^,  T.,,....,  T,,.  Indicheremo  con  T^yT^,  ....■,  T^ 
quelle  delle  trasformazioni  T^,  T^,  ....,  2\,  che  portano  almeno 
una  forma  di  j  in  un'altra  forma  di  j,  per  quanto  piccolo  sia 
stato  scelto  l'intorno  j.  Potremo  allora  trovare  infinite  forme 
Vii,  Vii,  Vis, ... .  (i  =  1,  2,  . .  . .,  k)  tali  che  lim  V,„  =  V,  e  che, 
se  F'(,„  è  la  forma  trasformata  della  Vi„  per  la  T,,  sia  ancora 
lim  V'in  =  V.  La  T{,  che  trasforma  ogni  F,„  nella  F',^,  trasfor- 
mera  dunque  la  F  in  se  stessa;  è  quindi  soddisfatta  la  condi- 
zione, affinchè  G,  considerato  come  gruppo  di  trasformazioni  del 
sistema  S,  sia  pr.  dis.  in  ogni  forma  F  di  S,  e  quindi  operi  sul 
sistema  S  in  modo  pr.  dis.  (§  17,  pag.  114  e  117). 

Si  potrebbe  del  resto  dimostrare  direttamente  che  G  opera  su  il  in 
modo  i)r.  dis.,  ossia  che  in  un  intomo  sufficientemente  piccolo  di  una 
forma  generica  V  di  ^  non  esistono  forme  distìnte  e<[uivalenti  rispetto 
a  G.  Se  ciò  infatti  non  fosse,  allora,  per  quanto  abbiamo  già  dett«),  per 
ogni  forma  generica  ir  di  S  dovrebbe  esistere  almeno  una  trasformazione 
non  identica   T  di  G,  che  lascierebbe  tissji   W,  pure   n<»n   lasciamdo    ftssa 
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tutte  le  forme  di  un  iutorno,  per  quanto  piccolo,  di  W.  E  altrettanto  av- 
verrebbe per  ogni  forma  V  di  un  intorno  i  di  W.  Al  variare  di  V  in  i, 
varierà  la  corrispondente  trasformazione  T  di  G.  Ma  si  può  dimostrare 
con  metodo  analogo  a  quello  usato  più  sopra  cbe  queste  trasformazioni  T 
devono  essere  in  numero  finito.  E  noi  le  potremo  indicare  con  T^,  1\,  ...,  T^ 
{k  intero  positivo  finito).  Una  forma  V  di  i  sarà  trasformata  in  sé  stessa 
da  un  certo  numero  h  di  trasformazioni  scelte  tra  le  'J\,  T^,  ....,  T^  : 
V  intero  h  potrà  variare  con  V.  Noi  indicheremo  con  Vo  una  V  di  i  tale, 
che  h  abbia  il  più  piccolo  valore  possibile,  e  indicheremo  con  T^,  T„, ...,  T^ 
quelle  delle  nostre  trasformazioni,  clie  lasciano  fissa  la  Fo.  Sia  a,  o  un 
intorno  di  Vo  tutto  interno  a  i,  o  quella  porzione  di  un  intorno  di  Fo, 
che  è  interna  a  i.  Ogni  forma  di  a  sarà  trasformata  in  sé  stessa  da  al- 
meno li  delle  Tj,  Tg,  ....,  jT^.  Io  dico  che,  se  a  è  abbastanza  piccolo, 
ogni  forma  di  a  é  trasformata  in  sé  stessa  proprio  dalle  Tj ,  .  .  .  . ,  2  ^  e 
non  da  una  o  i>iù  delle  altre  trasformazioni  Tuj^ii  ....,  1\_  Se  così  non 
fosse,  si  potrebbero  scegliere  in  i  infinite  forme,  aventi  Vo  come  forma 
limite,  e  trasformate  in  sé  da  una  stessa  delle  Ts  +  i,  . . . .,  Ti; ,  j).  es.  dalla 
Tft_|_i.  Questa  dovrebbe  quindi  trasformare  in  sé  stessa  anche  la  Fo,  con- 
tro r  ipotesi  fatta.  Se  a  é  abbastanza  piccolo,  ogni  forma  di  a  sarebbe 
trasformata  in  sé  stessa  dalle  stesse  li  trasformazioni  scelte  tra  le  Tj,  ...,  Tk. 
E  anclie  qtiesto  é  assurdo,  perché  noi  abbiamo  già  visto  che  in  ogni  in- 
torno di  una  forma  F^  di  i  esiste  sempre  una  forma,  che  non  è  trasfor- 
mata in  sé  stessa  da  almeno  ìtua  di  (quelle  tra  le  nostre  trasformazioni  T, 
che  lasciano  fissa    Fj. 

Non  é  dunque  possibile  che  in  ogni  intorno  di  una  forma  generica 
di  S  esistano  due  forme  distinte  equivalenti  rispetto  a  G. 

e.  d.  d. 

Osservazione.  —  Se  le  trasformazioni  di  G  sono  unimodulari, 
ossia  se  il  determinante  dei  coefficienti  di  una  trasformazione 
qualsiasi  ài  G  e  uguale  a  1^  il  teorema  precedente  continua  a  es- 
sere vero  anche  nel  caso,  che  non  si  considerino  coinè  distinte  forme 
differenti  solo  per  un  fattore  costante. 

§  20.  —  I  teoremi  fondamentali  per  i  gruppi  di  movimenti. 

Estenderemo  ora  i  teoremi  del  §  19  ai  gruppi  di  movimenti; 
e  premetteremo  un  lemma. 

Lemma  I.  —  Se  a?',  =  !^,  {x^  ....  x,)  rappresenta  un  movimento 
in  una  metrica  qualunque,  esso  è  infinitesimo  allora  e  allora  sol- 
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fante  che  i  valori  delle 

^'  ~  *'         a  Ifc  "~  ^"        ^®"  =  1  ;  Sa  =  0  se  i  4=  A) 

in  un  punto  A  generico,  ma  fìsso,  sono  (si  possono  rendere)  con- 
temporaneamente infinitesimi. 

Infatti,  se  la  metrica  è  data,  un  movimento  x\  =  cp{  h  deter- 
minato dai  valori,  che  le  cp,-  e  le  hanno  in  un  punto  gene- 
rico, ma  fisso  A.  (Questi  valori  non  sono  però,  in  generale,  arbi- 
trarli). Ciò  è  evidente  geometricamente.  Infatti  il  dare  i  valori 
delle  cp,.  equivale  a  dare  il  punto  A'  trasformato  di  A]  il  dare  i 
valori  delle  ^ —  equivale  a  fissare  come  il  nostro  movimento 
trasforma  le  direzioni  uscenti  da  A.  Io  dico  che  in  tal  caso  il 
punto  B,  trasformato  di  un  punto  generico  B,  è  determinato 
senza  ambiguità.  Sia  infatti  g  la  geodetica  A  B;  e  sia  d  la  di- 
rezione di  questa  geodetica  nel  punto  A.  La  direzione  d',  uscente 
da  A\  trasformata  di  d  è  determinata  senza  ambiguità;  e  quindi 
sarà  completamente  determinata  la  geodetica  g\  trasformata  di  ^. 
Essa  sarà  la  geodetica,  uscente  da  A'j  tangente  a  d'.  Quel  punto 
B'  di  g,  tale  che  il  verso  A'  E  coincida  con  d',  e  che  la  distanza 
A  B  sia  uguale  alla  distanza  A  B,  è  il  trasformato  di  B,  ed  è 
quindi  univocamente  determinato.  Ma  ora  il  movimento  identico 
è  definito  dalle  Xi  =  Xij  e  per  esso  i  valori  9,  —  a?,,  q^  —  e,t 
sono  nulli.  Affinchè  dunque  un  movimento  differisca  infinita- 
mente poco  dall'identità  (sia  infinitesimo)  è  condizione  neces- 
saria e  sufficiente   che    le  '^^  —  a?,,   ^      —  s.t  siano  infinitesime 

O  Xic 

in  un  punto  generico,  ma  fisso,  A. 

Osserviamo  ancora  che  il  lacobiano  /  (x)  di  M  non  è  che  il 

determinante   delle  3-^  :  il  quale,  nel  caso  di  trasformazioni  gc- 

nerali,  è  l'analogo  del  determinante  dei  coefficienti  di  una  tra- 
sformazione lineare. 

Con  metodo  analogo  a  quello  seguito  per  dimostrare  il  teo- 
rema I  del  §  19,  possiamo  dimostrare  il  seguente 
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Teorema  III.  —  Condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  un 
gruppo  dì  movimenti  in  una  data  metrica  reale,  il  lacoòiano  dei  quali 
sia  in  valore  assoluto  compreso  tra  1  —  e  e  l-j-Sj  (0<^£<^l,Sj>0) 
ìion  contenga  trasformazioni  infinitesime,  è  che,  scelta  ad  arbitrio 
una  costante  positiva  N,  esista  nel  gruppo  al  più  un  numero  finito 
di  movimenti,  per  cui  i  valori  assoluti  delle  <:^i  —  a?,-,  ^—  —  e,-,,. 
in  un  punto  generico,  ma  fisso,  A  siano  minori  di  N. 

Vale  poi  il  seguente  lemma,  che  si  dimostra  in  modo  analogo 
a  quello  usato  per  dimostrare  il  Lemma  II  del  §  19. 

Lemma.  —  Se  x'i  =  '^^  {x^  . .  . .  x„)  (i  =  1,  2, . .  . .,  w)  è  un  mo- 
vimento in  una  metrica  ì'eale,  se  esso  porta  un  punto  B  in  un 
punto  C,  e  se  le  distanze  geodetiche  di  B  e  C  da  un  terzo  punto  A 
sono  inferiori  a  S  {dove  S  è  una  costante  abbastanza  piccola),  i 
valori  di  %  —  Xi  e  di  -r,---'  —  s.^  nel  punto  A  sono  inferiori  a 
una  costante  N,  dipendente  soltanto  da  5  e  dai  coefficienti  dell'  ele- 
mento lineare  della  metrica. 

Basta  osservare  che  (jc'ì  =  9,-  {x^  .  .  . .  a)„)  deve  portare  B  in  C, 
e  che  la  trasformazione  lineare  intera  omogenea  sui  differenziali 

S  cp,- 
dx  definita  dalle  d  oo'i  =--  2  ^  d  x^  deve  portare  l'una  nell'al- 
tra le  forme  quadratiche  definite  positive  dei  d  x,  ^  cui  si  riduce 
il  nostro  elemento  lineare  nei  punti  jB  e  C  e  i  coefficienti  delle 
quali  differiscono  di  una  quantità  infinitesima  con  5  dai  coef- 
ficienti omologhi  della  forma,  cui  si  riduce  il  nostro  elemento 
lineare  nel  punto  A,  Se  ne  deduce  tosto  il  seguente  teorema, 
analogo  al  teorema  II  del  §  19. 

Teorema  IV.  —  Se  G  è  un  gruppo  di  movimenti  in  una  me- 
trica reale,  definita  da  una  forma  differenziale  quadratica  positiva, 
e  se  G  è  p.  d.  t.  i.,  G  é  pr.  dis.  in  ogni  punto  della  regione  in  cui 
la  metrica  è  reale,  ed  è  quindi  pr.  dis.  in  questa  regione. 

Se  un  movimento  M  ài  G  porta  un  punto  A  in  un  punto  A"., 
il  lacobiano  /  [x)  di  M  è  uguale  alla  radice  quadrata  del  rap- 
porto dei  valori,  che  il  discriminante  A  dell'elemento  lineare  ha 
nei  punti  J.',  A".  Prendendo  J.',  A"  in  un  intorno  sufficientemente 
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piccolo  di  un  punto  generico  A^  si  può  rendere  questo  rapporto 
tanto  vicino,  quanto  si  vuole  all'unità.  Si  può  quindi  trovare 
una  costante  positiva  s  <  1,  tale  che  1  —  e<|/|  <;  1--|-  fi- 
Posto  questo,  il  nostro  teorema  si  dimostra  in  modo  perfetta- 
mente  analogo  a  quello  usato  per  il  teor.  II.  Le  9,  —  Xi-,  -^^^  —  e» 
hanno  qui  l' utìicio,  che,  nella  dimostrazione  del  teorema  II,  ave- 
vano i  coefficienti  delle  coUineazioni  di  G, 

Osservazione.  —  Il  teorema  vale  anche  per  le  ipermetriche,  il 
cui  elemento  lineare^  considerato  come  forma  algebrica  dei  diffe- 
renziali^ ammetta  qualche  invariante  non  assoluto  non  nullo  (*). 

§  21.  —  Applicazioni  varie  dei  teoremi  precedenti. 

Definizione.  —    L'insieme  di  2,  di  B, ,  di  k  forme,  dello 

stesso  grado  di  più  variabili  x  si  dirà  costituire  una  coppia,  una 
terna,  una  A'"'''*  di  forme.  Una  coppia  o  terna  . . . .  o  /i"""''  di  forme 
V^,  F^,  .  .  . .,  Vk  si  dirà  definita  positiva  (negativa),  se  per  valori 
reali  e  non  contemporaneamente  nulli  delle  x  le  forme  V  non 
sono  mai  negative  (positive)  e  non  sono  mai  contemporanea- 
mente nulle. 

In  tal  caso,  se  h^,  h^,  . .  .  .^  h^  sono  costanti  positive  (negative) 
non  nulle,  la  forma  S  A,  F<  è  una  forma  definita  positiva  (nega- 
tiva). La  teoria  delle  /e"'"'"  definite  di  forme  resta. cosi  ricondotta 
alla  teoria  delle  forme  definite.  E  dal  teorema  II  si  trae  : 

Teorema  V.  —  Sia  dato  un  gruppo  G  p.  d.  t.  i.  di  trasforma- 
zioni lineari  su  certe  variabili  x-  Sia  S  un  sistema  di  coppie, 
terne,  0  k"^''  definite  di  forme  tale  che  ogni  trasformazione  di  G 
porti  una  coppia,  o  ter-na  0  k"^''  di  S  in  un'altra  coppia  0  terna 
0  k"'''"  di  S.  Il  gruppo  G,  considerato  come  gruppo  di  trasforma- 
zioni di  S,  è  pr.  dis.  in  ogni  coppia,  0  terna,  0  IV''*'  di  forme  di  S? 
e  quindi  opera  su  S  in  modo  pr.  dis.  E  naturalmente  vale  anche  in 


(*)  Nel  caso  di  metriche  quadraticlie,  il  discriminante  A  è  appunto  un 
tale  invariante. 
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questo  caso  un  osservazione  slmile  a  quella  fatta  a  proposito  del 

teorema  II  del  §  19. 

Se  F  è  una  forma  definita  di  grado  2  h  nelle  x^  ogni  colli- 
neazione  reale  porta  la  forma  V  in  un'altra  forma  definita  di 
grado  2  h  nelle  x.  Per  il  teorema  II  del  §  19  si  ha: 

Teorema  VI.  —  Un  gruppo  G  di  trasformazioni  lineari  intere 
omogenee  reali  su  n  variabili  x,  che  sia  p.  d.  t.  i.,  opera  in  modo 
pr.  dis.  sul  sistema  S  di  tutte  le  forme  definite  di  uno  stesso  grado 
2  h  {h  ^  1)  delle  stesse  variabili  x^  ed  è  anzi  pr.  dis.  in  ogni  for- 
ma di  S. 

Osservazione.  —  Se  le  trasformazioni  di  G  sono  unimodulari 
questo  teorema  vale  evidentemente,  anche  se  non  consideriamo  come 
distinte  due  forme,  che  differiscono  solo  per  un  fattore  costante. 

Una  forma  Hermitiana  definita  V  di  certe  variabili  x^  è  por- 
tata da  ogni  proiettività  P  reale,  o  complessa  sulle  x^  in  un'al- 
tra forma  Hermitiana  definita  delle  x^.  Posto  x^  =  x\  -j-  *  ^'\ 
{x\  x"  variabili  reali)  ogni  tale  forma  F  equivale  a  una  forma 
quadratica  definita  reale  delle  variabili  reali  x.,  x" .  Quindi  per 
il  teorema  II  del  §  19  si  ha: 

Teorema  VII.  —  JJn  gruppo  di  trasformazioni  lineari  intere 
omogenee,  reali  o  complesse,  su  certe  variabili  x,  che  sia  p.  d.  t.  i., 
opera  in  modo  pr.  dis.  sul  sistema  S  di  tutte  le  forme  Hermitia- 
ne  (*)  definite  delle  stesse  variàbili,  ed  è  pr.  dis.  in  ogni  forma  di  S- 
E  vale  anche  in  questo  caso  V  osservazione  fatta  a  proposito  del 
teorema   VI. 

Valendoci  di  questa  osservazione,  si  possono  enunciare  anche 
cosi  i  teoremi  VI,  VII: 

Teoremi  VP'"  e  VIP''.  —  Consideriamo  le  forme  V  definite  di 
grado  2  h  {Hermitiane)  di  certe  variabili  x  come  punti  di  uno 
spazio  S:  consideriamo  cioè  uno  spazio  S  in  cui  siano  coordinate 


(*)  Potremmo  anche  considerare  le  forme  algebriche  di  grado  qualun- 
que delle  X,  xo,  che  hanno  valori  reali  per  qualsiasi  valore  delle  x;  le 
forme  Hermitiane  sono  tra  queste  le  forme  di  grado  due. 


Capitolo  Quiìi to  —  §  2t.  1 29 

omogenee  i  coefficienti  delle  V  (la  parte  reale  e  la  parte  immagi- 
naria dei  coefficienti  delle  Vi.  E  sia  R  quella  regione  di  S,  i  cui 
punti  sono  immagine  di  forme  definite.  Un  gruppo  G  di  trasforma- 
zioni reali  {complesse)  lineari  intere  omogenee  unimodulari  sulle  x, 
che  sia  p.  d.  t.  i.,  dà  origine  a  un  gruppo  pr.  dis.  in  ogni  punto 
di  R,  e  quindi  anche  in  R. 

Abbiamo  dunque  imparato  a  costruire,  con  un  metodo  assai 
importante,  una  regione  R  di  uno  spazio  8,  in  cui  un  gruppo 
proiettivo  qualunque  p.  d.  t.  i.  è  pr.  dis. 

Il  teorema  IV  si  può  anche  enunciare  cosi: 

Teorema  Vili.  —  Se  un  gruppo  G  p.  d.  t.  i.  si  può  considerare 
come  un  gruppo  di  movimenti  in  una  metrica  reale  in  una  regione 
R  di  uno  spazio  S,  esso  è  pr.  dis.  in  ogni  punto  di  R,  e  in  R. 

Questo  teorema  è  assai  importante,  e  da  esso  si  possono  de- 
durre moltissimi  teoremi  particolari.  P.  es.  si  vede  subito  che  il 
teorema  VI  (almeno  nel  caso  di  h  ==  1)  e  il  teorema  VII  ne  sono 
immediata  conseguenza.  Infatti,  come  abbiamo  dimostrato  al 
§  7  (pag.  37-41),  un  gruppo  proiettivo  G  si  può  sempre  conside- 
rare come  gruppo  di  movimenti  in  una  metrica  reale  nella  re- 
gione R  dello  spazio  aS*,  che    figura    nell'  enunciato    dei  teoremi 

VI"'"  e  vn"". 

Ma  dal  teorema  precedente  si  possono  trarre  altre  conseguenze 
assai  importanti  relativamente  ai  gruppi  di  trasformazioni  proiet- 
tive unimodulari,  che  trasformano  in  sé  stessa  una  data  forma 
V  (x),  dove  le  co  si  considerano  come  coordinate  omogenee  dello 
spazio  ambiente  S;  un  tale  gruppo,  per  i  risultati  del  §  7,  si 
può  in  moltissimi  casi  riguardare  come  gruppo  di  movimenti  di 
una  metrica  reale  in  una  regione  R  dello  spazio  ambiente  S.  Noi 
abbiamo  visto  cioè  (pag.  36)  che  possiamo  in  molteplici  modi  co- 
struire delle  forme  L  (z,  x\  dipendenti  dalle  x,  e  da  un  sistema 
cogrediente  di  variabili  z,  le  quali  siano  trasformate  in  sé  stesse 
da  ogni  coUineazione,  che   trasformi  in  se  stessa  la   V  (cfr.  per 

le  notazioni  il  §  7).  Sia  R  quella  regione  di  S  (se  pure  una  tal 

BV 

regione  esiste),  i  cui  punti  {x)  sono  tali  che  Viperpiano  S  a^  ^<  =  0 
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non  abbia  punti  reali  comuni  con  almeno  una  delle  iper  sii  perfide 
L  {z,  x)  =  0.  Per  i  risultati  del  §  7  e  per  il  teorema  Vili  potremo 
concluderne  : 

Teorema  IX.  —  Un  gruppo  di  trasformazioni  proiettive  imi- 
modulari  p.  d.  t.  i.,  che  trasformi  in  se  stessa  una  forma  F,  è  pr. 
dis.  in  ogni  punto  della  regione  R  dello  spazio  amòiente  S  (am- 
messo che  una  tal  regione  esista),  e  nella  stessa  regione  B. 

Questo  teorema,  che  abbiamo  trovato  come  conseguenza  del 
teorema  TV,  si  potrebbe  anche  dedurre  dal  teorema  IL 

Ne  traggiamo  in  particolare: 

1.  Un  gruppo  p.  d.  t.  i.  di  tt^as formazioni  proiettive  reali  (com- 
plesse) unimodulari,  che  trasformi  in  sé  stessa  una  forma  algebrica 
(Hermitiana)  definita  è  pr.  dis.  in  tutti  i  punti  dello  spazio,  ed 
opera  in  modo  pr.  dis.  ìiello  spazio  stesso. 

2.  Un  gruppo  proiettivo  reale  p.  d.  t.  z.,  che  trasformi  in  sé 
stessa  una  forma  Q  quadratica  del  tipo  x]  ~^-  .. . .  -j-  xl_i  —  x'i,  è 
pr.  dis.  in  tutti  i  puìiti  della  regione  dello  spazio  ambiente.,  che  è 
interna  alla  quadrica  Q  =  0,  e  in  questa  stessa  regione  (§  9,  pag.  50). 

3.  Un  gruppo  Ci  proiettivo  reale  o  complesso  p.  d.  t.  i.,  che  tras- 
formi in  sé  sfessa  una  forma  Hermitiana  del  tipo  Xi  x'I  -\-  .... 
-f-  x„_i  j;l_i  —  0G„  x^  è  pr.  dis.  in  ima  regione  R  di  imo  spazio  S 
così  definito  (cfr.  §  8,  pag.  47).  Posto  ;■  =  q,.  =  u^.  -[-  iri^.  {h  =  1,  2, 
.  . . . ,  n  —  1),  S  é  quello  spazio,  in  cui  sono  coordinate  (non  omo- 
genee) le  u^.  Vi;,  R  è  quella  regione  di  S,  i  cui  punti  soddisfano  alla: 

n 

V  {ul  -\-  v^y)  <C  1.  Il  gruppo  G  è  anche  pr.  dis.  in  ogni  punto  di  R. 

Ricordando  poi  che,  se  6r  è  un  gruppo  misto,  i  cui  gruppi 
parziali  sono  gruppi  di  movimenti,  allora  G  è  pure  un  gruppo 
di  movimenti  (in  una  metrica  mista),  otteniamo: 

4:.  Se  G  é  un  gruppo  misto,  i  cui  gruppi  parziali  si  possono 
considerare  come  gruppi  di  movimeìiti,  e  se  G  è  p.  d.  t.  i.,  esso  è 
pr.  dis.  iti  tutti  i  punti  di  quella  regione  R  dello  spazio  ambiente, 
-  e  quindi  in  quella  stessa  regione  R  -,  tale  che  i  gruppi  parziali 
siano  gruppi  di  movimenti  per  ima  metrica  reale  nelle  proiezioni 
di  R  sui  singoli  spazii  parziali  (cfr.  §  16). 
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Cosi  p.  es.,  se  x^P  xi'^ x^  {l  =  1,  2, k)  sono  coordinate 

t)niogenee  nell'i' "''""  spazio  parziale,  e  se  1' /•"'•""  gruppo  parziale 
di  G  trasforma  in  sé  stessa  la  forma 

x["'  +  4"  +  ....  +  :r«\  —  4*^, 

il  gruppo  G  è  pr.  dis.  in  quella  regione  E  dello  spazio  S,  tale 
elle  la  proiezione  di  un  punto  di  E  sullo  i"''"""  spazio  parziale 
soddisfi  alle: 

x^  +  ....  4-  4'l^  —  x^^'  <  0      (i  =  1,  2, . . . .  k). 

Risultati  analoghi  si  ottengono  nel  caso  che  i  singoli  gruppi 
parziali  lasciassero  fisse  forme  Hermitiane,  o  forme  algebriche 
di  grado  superiore  al  secondo,  ecc.  ecc. 

Da  questi  teoremi  risulta  ben  chiara  l' importanza,  per  la  teo- 
ria dei  gruppi,  dei  risultati  ottenuti  al  §  7. 

Teorema  X.  —  Sia  G  un  gruppo  p.  d.  t.  i.  di  colUneazioni  reali 
in  uno  spazio  S,  in  cui  x^,  X2,  ....  x^  sono  variabili  omogenee  ; 
se  le  colUneazioni  di  G  trasformano  in  sé  uìia  forma  quadratica 
]^  ==  x'I  -\-  xl  —  xfi  —  xl  —  ....  —  x'i^  allora  G  opera  in  modo 
pr.  dis.  sui  punti  complessi  della  quadrica  V  =  0,  che  non  giac- 
ciono su  una  retta  reale  di  questa  quadrica. 

Sia  infatti  A  un  punto  complesso  della  quadrica  F  =  0,  e 
sia  Ao  il  punto  immaginario  coniugato  :  la  retta  reale  A  Ao  non 
giaccia  sulla  nostra  quadrica.  Questa  retta  avrà  nello  spazio  S 
uno  spazio  polare  reale  S„_.a  a  w  —  3  dimensioni.  Consideriamo 
i  due  coni  tangenti  alla  V  ^-=  0,  che  hanno  rispettivamente  per 
nucleo  la  retta  A  Ao,  e  lo  spazio  S„_3.  Essi  sono  a  generatrici 
immaginarie  e  saranno  rispettivamente  definiti  da  equazioni  del 
tipo  : 

dove  le  y  sono  combinazioni  lineari  indipendenti  delle  x,  tali 
che  sia  V  =  k  fi  -\-  h  fj,  dove  h,  k  sono  costanti  reali,  di  segno 
opposto.  Una  proiettività  reale  U,  che  trasformi  in  se  stessa  la 
forma    F"  e  il    punto  A,  sarà    unimodulare    e    trasformerà    in   sé 
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stessi  i  coni  ^j  ==  0,  /*2  =^  0;  essa  dovrà  moltiplicare  quindi  /*i,  f^ 
per  fattori  costanti.  Ma  poiché  la  forma  F  ^  h  fi  -^  h  f.^  è  tras- 
formata in  sé  stessa,  questi  fattori  devono  essere  uguali  all'u- 
nità; e  perciò  la  proiettività  in  discorso  sarà  unimodulare  e  tras- 
formerà in  sé  stessa  ciascuna  delle  due  forme  f^,  f..:  le  quali 
sono  una  coppia  definita  (cfr.  pag.  127)  di  forme.  Una  proiettività 
reale  T,  trasformante  la  V  in  sé  stessa,  che  porti  il  punto  A  in 
un  altro  punto  complesso  B  della  V  =  0,  porterà  la  coppia  di 
forme  corrispondente  ad  A  in  un'altra  coppia  corrispondente  a 
B,  la  quale  è  determinata  senza  ambiguità,  appena  sia  dato  il 
punto  B  (*).  Il  gruppo  opera  in  modo  pr.  dis.  (teorema  V  del  §  21) 
sul  sistema  S  formato  dalle  coppie  di  forme,  corrispondenti  ai 
varii  punti  complessi  della  F  =  0.  Essa  opera  quindi  pure  in 
modo  pr.  dis.  sui  punti  complessi  della  F  =  0,  i  quali  sono  in 
corrispondenza  biunivoca  continua    con   le   coppie   di  forme  del 

sistema  S  (cfr.  §  18,  pag.  118). 

e,  d.  d. 

Dedurremo  ora  alcune  conseguenze.  Proiettiamo  stereografi- 
camente la  quadrica  F  =  0  da  un  suo  punto  su  uno  spàzio  li- 
neare aS'„_2  a  w  —  2  dimensioni,  immerso  in  S.  Con  metodi  ana- 
loghi a  quelli,  di  cui  ci  siamo  serviti  nella  Parte  prima  per 
studiare  la  rappresentazione  conforme  degli  spazii  a  curvatura 
costante  sugli  spazii  euclidei,  si  può  dimostrare  che  al  gruppo 
di  trasformazioni,  indotto  sui  punti  della  nostra  quadrica  dalle 
proiettività  in  S,  che  trasformano  in  sé  stessa  la  forma  F,  cor- 
risponde, su  /S'„_2,  un  gruppo  di  trasformazioni  conformi  in  una 
metrica  euclidea  indefinita  (vale  a  dire  in  una  metrica  non  reale, 
il  cui  elemento  lineare  é  una  forma,  non  definita,  del  tipo 
dl\-\-d'^l^....-\-d^i_,^dlU). 

Dal  teorema  X  si  può  quindi  trarre  : 


(*)  Basti  ricordare  che  ogni  altra  trasformazione  T',  che  lasci  inva- 
riata la  forma  V,  e  porti  J  in  B  è  prodotto  di  una  trasformazione,  che 
lascia  invariati  il  punto  A  e  \a,  forma    V,  per  la  trasformazione   T, 
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Teorema  XI.  —  Un  gruppo  p.  d.  t.  i.  di  trasformazioni  confor- 
mi in  una  tale  metrica  euclidea  indefinita  opera  in  modo  pr.  dia. 
sui  punti  complessi  dello  spazio. 

Il  teorema  XI  ha  una  speciale  importanza  per  lo  studio  dei 
gruppi  riproduttori  delle  funzioni  ipermodulari. 

Sia  ora  O  un  gruppo  p.  d.  t.  i,,  le  cui  trasformazioni  sieno 
reali.,  lineari,  intere.,  omogenee  nelle  x,  e  trasformino  in  sé  stessa 
la  forma  V  =  xl  -\-  xl  -\-  . . . .  -\-  xl-i  —  i»*  =  0.  Consideriamo  i 
punti  reali  e  complessi  dello  spazio  S„_n  in  cui  le  .x  sono  coor- 
dinate   omogenee  ;  posto  ~^  r=  E,^  -^  i  -q^  (t  =  1,  2,  . . . .,  7i  —  1),  sia 

5  lo  spazio,  in  cui  le  ^,  yj  sono  coordinate  (non  omogenee).  Ogni 
punto  reale  di  S  è  immagine  di  un  punto,  reale  o  complesso, 
di  S.  Per  ogni  punto  complesso  ^  di  >S  passa  una  sola  retta 
reale:  la  retta,  che  congiunge  A  col  punto  immaginario  coniu- 
gato Ao.  Noi  indicheremo  con  R  quella  regione  di  S,  i  cui  punti 
B  sono  immagine  di  tali  punti  complessi  A  di  S,  che  la  retta 
reale  A  Ao  tagli  la  F  =  0  in  punti  reali,  e  quindi  attraversi 
la  regione  H  di  aS,  interna  alla  V  ==  0.  Ora  è  facile  riconoscere 
che  a  ogni  tale  punto  ^  di  /S  si  può  sempre  far  corrispondere 
un  punto  reale  C  di  R,  posto  sulla  retta  A  Ao  in  guisa  che,  se 
una  trasformazione  reale  lineare  intera  omogenea  sulle  x  tras- 
forma la  forma  V  in  se  stessa,  e  porta  A  in  un  altro  punto  A'j 
essa  porti  anche  il  punto  C  corrispondente  ad  A  nel  punto  C 
corrispondente  ad  A'.  Infatti  noi  potremo  fissare  il  fattore  di 
proporzionalità  per  le  coordinate  omogenee  .r  di  A  in  guisa  che 

V{x)  =  1.  Posto  Xj  ==  Àj  -j-  i  |x^  (jf  =  1,  2, ,  w)  le  X^.,  jx^  saranno 

determinate  a  meno  del  segno,  e  sarà  S  Xj  [x^  =  0.  I  due  punti 
reali  di  S,  le  cui  coordinate  omogenee  sono  proporzionali  rispet- 
tivamente alle  A  o  alle  [i,  giacciono  sulla  retta  r,  e  saranno  co- 
niugati uno  dell'altro  rispetto  alla  V  =  0:  uno  di  essi  appar- 
terrà ad  JR,  l'altro  sarà  esterno  a  E  Quello  di  essi,  che  è  interno 

6  E,  e  evidentemente  un  punto  C,  che  soddisfa  alle  condizioni 
volute.  Ne  segue  che,  se  due  punti  B  di  E'  (o,  ciò  che  è  lo  stesso, 


1B4  Capitolo  Qirìnto  —  §  2Ì. 

i  due  punti  A  corrispondenti  in  aS'„_i)  sono  equivalenti  rispetto 
a  G,  altrettanto  avverrà  dei  punti  C,  ehe  loro  corrispondono  in  R. 
E,  poiché   G  è  pr.  dis.  in  R,  noi  potremo  anche  dire  : 

Teorema  XII.  —  Se  il  gruppo  G  p.  d.  t.  i,  è  un  gruppo  di 
trasformazioni  lineari  intere   omogenee   reali,  che  trasforma  in  sé 

la  forma  x'i  -\^  xl  -\- -|-  xl^i  —  xl,  esso  opera  in  modo  pr.  dis. 

sui  punti  A  complessi  di  S,  che  sono  posti  su  una  retta  reale  r 
attraversante  la  regione  R.  Esso  è  cioè  pr.  dis.  nella  regione  R'  di 
uno  spazio  S,  così  definito:  S  è  uno  spazio,  i  cui  punti  reali  sono 
in  corrispondenza  biunivoca  continua  coi  punti  complessi  di  S„_i; 
R  è  quella  regione  di  21 ,  luogo  dei  punti  B,  a  cui  corrispondono 
in  /S'„_i,  punti  posti  su  una  retta  reale  di  S„_i,  che  attraversa  R. 

Questo  teorema  completa  nel  modo  più  semplice  il  secondo 
corollario  del  teorema  IX  (pag.  130). 

Osservazione.  — ■  Un  toovciiia  coiiipletainente  analogo  vale  anche  per 
i  gruppi  reali  che  trasformano  in  se  stessa  nna  forma  V"  di  grado  supe- 
riore al  secondo.  In  molti  casi  noi  sappiamo  che  un  tale  gruppo  è  pr.  dis. 
in  una  certa  regione  H  dello  spazio  aDibiente  <9„_|  ;  il  teorema  precedente 
si  jjuò  estendere  a  quei  punti  complessi  A  di  »?„_,  ,  che  sono  posti  su 
una  retta  reale  intersecante  R,  dimostrando  che  per  ogni  tale  punto  A  si 
possono  trovare  imo  o  jiiù  punti  reali  C  api^artenenti  a  7?,  tali  che  ogni 
proiettività  reale,  che  frasforma  in  sé  stessa  In  V,  e  i)()rta  il  punto  A  in 
un  punto  A',  porti  anche  il  punto  o  i  punti  reali  C,  coirisi)ondenti  ad  J, 
nel  ijunto  o  nei  punti   C  corrispondenti  ad  A  . 

Nei  §§  19,  20,  21  abbiamo  dato  dei  teoremi  generali,  che  per 
ampie  classi  di  grupjji  p.  d.  t.  i.,  o  ci  permettono  di  affermarne 
senz'  altro  la  propria  discontinuità,  o  ci  danno  il  mezzo  per  co- 
struire un  gruppo  isomorfo  pr.  dis.  Non  parrebbe  però  che  noi 
fossimo  riusciti  a  risolvere  in  generale,  neanche  per  i  gruppi 
lineari,  la  questione  di  riconoscere  se  mi  dato  gruppo  p.  d.  t..  i.  è, 
0  non  è  pr.  dis.  Ma  nel  §  27  vedremo  che  i  teoremi  VI  e  VII 
permettono  di  trovare  un  metodo  generale  per  affrontare  la  nostra 
questione  per  i  gruppi  di  trasf or  inazioni  lineari  piìi  generali. 
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§  22.  —  Gruppi  aritmetici,  g-ruppi  fuchsiani,  fuohsiani  misti,  klei- 
niani,  iperfuchsiani,  iperfuohsiani  misti. 

« 

L'aritmetica  ci  offre  molti  esempi  di  gruppi  proiottivi  discon- 
tinui p.  d.  t.  i.  P.  es.  consideriamo  un  gruppo  G  di  cullineazioni  7^ 

a  coefficienti  interi  razionali  su  certe  variabili  xf^  (i  =  1,  2, ,n) 

e  a  determinante  +  1.  Esso  è  discontinuo,  e  chiaramente  è  p.  d. 
t.  i.  Altrettanto  avviene  se  i  coefficienti  delle  trasformazioni  del 
gruppo,  anziché  interi  razionali,  sono  interi  di  Gauss,  vale  a  dire 
sono  numeri  della  forma  a  -\-  i  b,  dove  a,  h  sono  interi  razionali, 
i  =  \/  —  1.  Se  invece  le  trasformazioni  del  gruppo  sono  numeri 
interi  algebrici  in  un  dato  campo  di  razionalità  Ko  algebrico, 
allora  non  si  può  più  escludere  che  il  gruppo  G  sia  privo  di 
trasformazioni  infinitesime,  perchè  in  certi  campi  algebrici  K 
possono  benissimo  esistere  infiniti  numeri  interi,  inferiori  in  mo- 
dulo a  una  stessa  costante  finita  (*).  Ma  però  da  ogni  tale  gruppo 
G  si  può  dedurre  un  gruppo  T  p.  d.  t.  i.,  come  ora  dimostreremo. 

Supponiamo  p.  es.  che  il  dato  campo  Ko  sia  reale,  insieme  ai 

campi  algebrici  coniugati  AT,,  K.,, ,  K,,_i.  Consideriamo  insieme 

a  una  trasformazione  Po  di  G  })  —  1  nuove  trasformazioni  lineari 
Pj,  P2,  ....  P^_i,  operanti  rispettivamente  su  ^  —  1  sistemi  di 
nuove  variabili  a:p\  x'i^\  ....  a?-^"'-'  (è  ^^  1,  2,  . .  .  .,  w),  e  i  cui  coeffi- 
cienti sono  numeri  interi  rispettivamente  nei  campi  K^,  K.^, ...,  Kp_i 
e  precisamente  sono  gli  interi  coniugati  dei  coefficienti  omolo- 
ghi della  Po.  Indicheremo  con  11  il  prodotto  delle  i-*,  ossia  l' in- 
sieme delle  P^  considerato  come  un'  unica  trasformazione  sulle 
p  il  variabili  xf^  (/;  =  0,  1, ,  ^9  —  1)  (i  =  1,  2,  .  .  .  .,  n).  Le  tras- 
formazioni n  generano  un  gruppo  misto  T,  isomorfo  oloedrica- 
mente  al  gruppo  G,  il  quale  è  evidentemente  p.  d.  t.  i.,  perchè 
un  numero  intero  algebrico  non  può  essere  infinitesimo  insieme 


(*)  Cfr.  l)iui('Hr.Er-I)Ki)KKiM),    i  0,1,1   ,lti   t.iiuicri.  TniiluzìoiU'  itiilinnu 
di  A.  Faifofeu.  Venezia,  1881.  (Cup.  11,  pag.  •lìJ4  e  seg.). 
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a  tutti  gli  interi  coniugati.  Se  poi  il  gruppo  G^  è  il  più  ampio 
gruppo  a  coefficienti  interi  nel  campo  assoluto  di  razionalità,  o 
nel  campo  Ko,  che  trasforma  in  sé  stessa  una  forma  Vo  a  coef- 
ficienti intieri  nello  stesso  dampo  di  razionalità,  allora  G  si 
chiama  gruppo  aritmetico  riproduttore  (nel  dato  campo  di  razio- 
nalità) della  forma   Vo. 

Valendoci  dei  teoremi  del  §  21,  pag.  130-131,  troviamo  p.  es.: 

Il  gruppo  aritmetico  riproduttore  di  una  forma  quadratica  P', 
a  coefficiertti  interi  7iel  campo  assoluto  di  razionalità  è  pr.  dis.  in 
tutto  lo  spazio,  se  la  forma  Vo  è  definita,  ed  è  pr.  dis.  nella  regione 
R,  formata  dai  punti  interni  alla  quadrica  Vo  =  0,  se,  con  un  cam- 
biamento lineare  reale  di  variahili,la  forma  Vosi  può  ridurre  al  tipo 

xi  -^  xl  ~{- -\-  xl_y  — xl.  Se  il  campo  di  razionalità  considerato 

non  è  il  campo  assoluto  di  razionalità,  ma  è  un  qualsiasi  campo 
algebrico  Ko,  reale  insieme  ai  campi  coniugati,  allora  G  non  è  piti 
in  generale  pr.  dis.  Ma  è  invece  pr.  dis.  il  gruppo  misto  T,  indivi- 
duato da  G.  E  precisamente,  .secondo  che  Vo  è  definita  o  è  del  tipo 

x\  -\- 4"  ^"-1  —  ^"j  *^  gruppo  r  è  pr.  dis.  in  tutto  lo  spazio^ 

oppure  in  quella  regione  R,  i  cui  punti  hanno  per  proiezione  sui 
singoli  spazii  parziali  dei  punti  interni  rispettivamente  alle  qua- 
driche   Vo  =  0,   V,  =0,  ....  F^_,  ---  0. 

Con  Fi,  V2,  ....■,  Vp_i  ho  indicato  forme  quadratiche,  i  cui 
coefficienti  sono  nei  campi  A'^,  K^,  .  .  .  .,  Kp_i  i  numeri  interi  co- 
niugati ai  coefficienti  di    Vo. 

Teoremi  analoghi  valgono  per  le  forme  Hermitiane. 

Un  gruppo  iperfuchsiano  {fratto)  (§  4,  pag.  16,  e  §  8,  pag.  42) 
su  certe  variabili  complesse  Xk  =  u^-\-  i  v^.  è  un  gruppo  di  mo- 
vimenti in  una  metrica  Hermitiana,  definita  da  una  forma  dijffe- 
renziale  quadratica  delle  variabili  u,,,  v^.  Così  un  gruppo  iper- 
fuchsiano misto  è  un  gruppo  di  movimenti  in  una  metrica  mista, 
le  cui  metriche  parziali  sono  Hermitiane.  Perciò  : 

Un  gruppo  iperfuchsiano  0  ipcrfuclisiano  misto  p.  d.  t.  i.  è  pr. 
dis.  nella  regione^  in  cui  la  metrica  corrispondente  è  reale. 
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Sia  data  una  forma  rHermitiaiia  indefinita  i*')  di  due  varia- 
bili :r,,  a'2.  Uguagliando  a  zero  una  tale  forma,  noi  otteniamo 
chiaramente  l'equazione  di  un  cerchio  o  di  una  retta  reale  C 
del  piano  complesso  della  variabile  x  =  ^^.  Un  gruppo  G  (iper- 
fuchsiano  intero)  di  trasformazioni  lineari  intere  omogenee,  che 
trasformino  la  V  in  se  stessa,  dà  origine  a  un  gruppo  F  (iper- 
fuchsiano  fratto)  di  trasformazioni  sulla  variabile  x,  trasformante 
in  se  stesso  tanto  il  cerchio  C,  quanto  ognuna  delle  due  regioni, 
in  cui  C  divide  tc. 

Se  V  è  p.  d.  t.  i.,  esso  si  dirà,  con  Poincaré,  un  gruppo  fuch- 
siano;  il  cerchio  o  retta  C  si  dirà  cerchio  0  retta  limite  di  T. 

I  gruppi  fuchsiani  furono  il  punto  di  partenza  per  la  co- 
struzione della  teoria  delle  funzioni  automorfe  ;  tra  i  gruppi 
p.  d.  t.  i.  essi  sono  quelli,  la  cui  teoria  è  giunta  a  più  completo 
sviluppo. 

Gruppo  fuchsiano  si  chiama  dunque  ogni  gruppo  F  di  trasfor- 
mazioni lineari  fratte  su  una  variabile  complessa  x,  che  sia  p.  d. 
t.  i.  e  che  trasformi  in  sé  stessi  tanto  un  cerchio  reale  C  del  piano 
complesso  tt  della  variabile  x,  quanto  ognuna  delle  due  regioni,  in 
cui  C  divide  r. 

E  infatti  assai  facile  riconoscere  che  ogni  gruppo  siffatto  si 
può  ottenere  col  procedimento  precedente  da  un  gruppo  iper- 
fuchsiano  intero,  che  trasformi  in  se  stessa  una  forma  Hermitiana 
V  indefinita. 

Con  una  trasformazione  lineare  fratta  sulla  x,  noi  possiamo 
trasformare  il  cerchio  o  retta  limite  C  nell'  asse  reale  del  piano  k. 
Il  gruppo  r  sarà  trasformato  in  un  gruppo  fuchsiano  simile,  che 
indicheremo  ancora  con  F,  il  quale  trasformerà  in  se  stessi  tanto 
questo  asse,  quanto  ognuna  delle  due  regioni,  in  cui  questo  asse 


(*)  Diciamo  fomia  Hermitiana  indefinita  una  forma  Hermitiana,  che 
non  sia  né  degenere,  uè  definita.  Una  tale  forma  di  due  variabili  indi- 
pendenti si  può  con  una  trasformazione  lineare  intera  omogenea  su  queste 
variabili  portare  in  una  forma  eiiuivalente  A  (/i  x'j  —  jr,  x^)  (/«  =  cost.  reale). 
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divide  TT.  Le  trasformazioni  del  nuovo  gruppo  F  saranno  perciò 

trasformazioni   del  tipo:  x'  =  ~~\—Ì.  dove  le  a,  B,  y,  3  si  pos- 

^(    X     -\"     0  7    17(7  f 

sono  supporre  costanti  reali  soddisfacenti  alla  a  S  —  §  T  =  1. 

Per  i  risultati  del  §  16,  noi  possiamo  considerare  un  gruppo 
fuchsiano,  o  come  gruppo  di  movimenti  per  una  metrica  di  Bó- 
lyai  in  ciascuna  delle  due  regioni  R,  lì"  in  cui  la  linea  (retta  o  cer- 
chio) limite  divide  il  piano  tc,  oppure  (ciò  che  essenzialmente  è 
la  stessa  cosa)  come  un  gruppo  di  proiettività  reali  trasformanti 
in  se  stessa  una  conica  reale,  i  punti  interni  alla  quale  corri- 
spondono biunivocamente  ai  punti  di  1{ ,  o  di  R" . 

Per  i  teoremi  del  §  20,  pag.  126,  e  del  §  21,  pag.  130,  abbiamo 
dunque  : 

Un  gruppo  fuchsiano  G  su  una  variabile  x,  (che  è  per  defini' 
zione  p.  d.  t.  i.)  è  pr.  dis.  in  ciascuna  delle  due  regioni,  in  cui  la 
linea  limite  divide  il  piano  n  della  variabile  complessa  x. 

Unici  punti  eccezionali  (in  un  intorno  dei  quali  può  darsi 
che  G  non  sia  pr.  dis.)  sono  i  punti  della  linea  limite. 

Un  gruppo  G  iperfuchsiano  misto  e  p.  d.  t.  i.,  ogni  gruppo 
parziale  del  quale  è  un  gruppo  G,,  lineare  fratto  su  una  sola 
variabile  Xu  =  yi.  -{-  i  z,,  (^  =  1,  2,  . . .  .,  /i),  si  dice  gruppo  fuch- 
siano misto.  Lo  spazio  totale  è  lo  spazio,  in  cui  tutte  le  y,,^  Zn 
sono  coordinate  (non  omogenee):  gli  spazii  parziali  sono  i  piani  tt^ 
delle  variabili  complesse  Xh'  Indicheremo  con  Z,,  la  linea  limite 
di  (ta  su  TTft.  Avremo  allora:  Un  gruppo  fuchsiano  misto,  che  sia 
p.  d.  t.  i.,  è  pr.  dis.  in  tutto  lo  spazio  totale  :  punti  eccezionali  pos- 
sono essere  soltanto  quelli,  la  cui  proiezione  su  almeno  uno  degli 
spazii  parziali  tc,^  cadono  proprio  sulla  linea  limite  l,,. 

Un  gruppo  fuchsiano  misto,  per  cui  k  ==  2,  si  dice  anche  ipe- 
rabeliano.  Mostreremo  ora  quale  intima  connessione  passa  tra  i 
gruppi  iperabeliani,  e  i  gruppi  del  teorema  X  (§  21,  pag.  131),  ove  si 
ponga  n  =  4.  Sia  data  una  quadrica  V  =  xi  -[-  xl  —  nei  —  xl  =  0 
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nello  spazio  a  '6  dimensioni.  Su  questa  quadrica  giacciono  due 
sistemi  di  generatrici 

^1    ~~    «^3    __    ^4  '^a    e  ^X  «^3 ^4      1       "^2    yj 

a?4    +  ^2  ^]    +   «'s  ■  i»4  —   iBa  ^1   +   «'s 

dove  le  ^,  7j  sono  parametri  costanti  lungo  le  generatrici  del- 
l' uno  0  dell'  altro  sistema.  Un  punto  A  della  F  =  0  si  può  de- 
terminare, dando  i  parametri  ^,  r]  delle  due  generatrici  che  pas- 
sano per  A.  Se  6r  è  un  gruppo  proiettivo  reale  trasformante  la 
V  in  se  stessa,  noi  potremo  (sostituendo  eventualmente  a  (r  un 
suo  sottogruppo  di  indice  2)  supporre  che  G  trasformi  in  se 
stesso  ciascuno  dei  due  sistemi  di  generatrici.  Ogni  trasforma- 
zione di  G  darà  origine  a  una  trasformazione  del  tipo: 

^~YÌ  +  8  "^-vyj  +  P 

sulle  due  variabili  ^,  yj,  dove  le  a,  [3,  y,  5,  a,  [a,  v,  p  possono  evi- 
dentemente supporsi  reali.  Queste  trasformazioni  sulle  ^,  rj  gene- 
rano evidentemente  un  gruppo  iperabeliano  1\  isomorfo  a  G. 
E  considerare  come  G  opera  sui  punti  complessi  della  F  =  0, 
è  equivalente  a  considerare  come  F  trasforma  i  valori  complessi 
delle  ^,  t].  Il  teorema  precedente  relativo  al  gruppi  fuchsiani  mi- 
8tiy.è,  se  si  suppone  k  =  2,  equivalente  al  teorema  X,  ove  si  sup- 
ponga n  =  4. 

Si  dice  gruppo  hleiniano  un  gruppo  qualunque,  p.  d.  t.  i.,  di 
trasformazioni  del  tipo 

dove  le  a,  p,  y,  ò  sono  costanti  qualunque  reali  o  complesse, 
quando  esso  non  trasforma  in  se  una  retta  o  un  cerchio  del 
piano  TC  della  variabile  complessa  in  x.  Non  sempre  un  tale 
gruppo  è  pr.  dis.  pure  essendo  p.  d.  t.  i.  Un  gruppo  hleiniano  G 
p.  d.  t.  i.  è  però  pr.  dis.  sulle  terne  di  punti  di  tz  (§  18,  pag.  118). 
Un    gruppo    kleiniano,  per  i  risultati    del    §  14,  (U'fiiiisce,  o. 
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come  diremo,  si  può  considerare  come  un  gruppo  di  movimenti 
in  una  metrica  di  Bólyai  a  tre  dimensioni,  o  come  un  gruppo 
di  proiettività  trasformanti  in  se  stessa  una  quadrica  F  =  0  di 
uno  spazio  S  a  tre  dimensioni.  Esso  è  per  i  risultati  dei  §§  20, 
pag.  126,  e  2i,  pag.  130,  pr.  dis.  nella  regione  di  S,  che  è  interna 
alla  F  =  0. 1  punti  di  S  (§  10,  pag.  •  66)  si  possono  rappresentare 
biunivocamente  nei  punti  di  un  semispazio  euclideo  S,  limitato 
da  71.  I  punti  della  quadrica  F  =  0  sono  cosi  posti  in  corrispon- 
denza biunivoca  continua  coi  punti  di  %.  Il  gruppo  G  è  pr.  dis. 
in  Tz  (sulla  variabile  x)  allora  e  allora,  soltanto  che  opera  in  modo 
pr.  dis.  sui  punti  della  quadrica    F  =  0. 

§  23.  —  Di  alcuni  g^ruppi  discontinui  finiti. 

Esista  in  uno  spazio  S  una  metrica  (ipermetrica)  reale  M 
definita  da  un  elemento  lineare  d  s^  {d  s").  Le  variabili  coordi- 
nate Xi,  X2,  ....,  x„  siano  indipendenti  o  legate  da  una  o  più 
relazioni.  In  un  punto  A  di  coordinate  Xt  =  a,,  (a,  =  costanti  fini- 
te) la  metrica  (ipermetrica)  sarà  detta  regolare,  se  i  coefficienti 
di  d  s^  sono  per  Xi  =  a,,  finiti  e  continui,  e  d  s-  è  effettivamente 
una  forma  definita  positiva.  Nel  caso  di  ipermetriche  si  suppone 
di  più  che  d  s"',  considerata  come  forma  delle  d  x,  ammetta  un 
invariante  non  assoluto  che  sia  differente  da  zero  per  a;<  ^  a^. 
Nel  caso  di  metriche,  un  tale  invariante  è  il  discriminante  di 
d  s'^,  che  per  le  nostre  ipotesi  è  certamente  differente  da  zero 
per  Xi  ==  a,. 

La  metrica  M  sarà  detta  regolare  nel  punto  reale 

a7i  =  ...=a;„  =  o3,£c„+fc=a„^fc(a„^fc  =  cost.finita)(w<7i,fc=l,2,...w-m) 

(ammesso  che  questi  valori  delle  x  siano  compatibili  con  le  even- 
tuali relazioni  che  legano  le  a;),  se  la  metrica  definita  da  d  s-  di- 
venta col  cambiamento  di  variabili 

2/,=  1  (i  =  1,  2,  .  . . .,  m)         2/,„  ,fc  =  a?„  ,fc  (A;  --=  1,  2,  .  .  .  . ,  m  —  m) 

Xi 


Capii  alo  Quinto  —  §  2:i.  141 

una  metrica  regolare  nel  punto  individuato  dalle 

y^  =  0  {i  =  l,% ,  m)         y„^u  =  a„. ..,  (jt  =  1,  2, ,  w  —  m) 

nel  senso  più  sopra  definito. 

Lemma.  —  Se  A  è  un  ptmto  reale,  in  cui  M  è  regolare,  e  se 
G  è  un  gruppo  p.  d.  t.  i.  di  movimenti  in  M,  allora  il  gruppo  di 
punti  forìnato  da  un  punto  generico  B,  e  dai  punti  equivalenti  a 
B  per  G,  non  può  avere  il  punto  A  come  punto  limite. 

Se  infatti  A  fosse  punto  limite  di  punti  equivalenti  a  B  per 
(r,  il  gruppo  G  non  sarebbe  pr.  dis.  in  ^  (§  17,  pag.  114-116). 

Teorema.  —  Un  gruppo  G  p.  d.  t.  i.  di  movimenti  reali  in  una 
metrica  M  regolare  in  ogni  punto  reale  è  composto  di  un  numero 
finito  di  trasformazioni. 

Noi  sappiamo  già  dal  §  20,  pag.  126,  teor.  IV,  clie  G  è  pr.  dis. 
Dal  teorema  precedente  noi  sappiamo  che  un  punto  B  reale,  e  i 
punti  equivalenti  formano  un  gruppo  di  punti,  che  non  può  avere 
punti  limiti.  Dunque  un  punto  generico  B  può  avere  soltanto  un 
numero  finito  di  punti  equivalenti.  Se  G  contenesse  infiniti  movi- 
menti, ogni  punto  B  dovrebbe  essere  lasciato  fisso  da  infiniti  mo- 
vimenti x'i  =  9a.,  (Xi  ....  x„).  Con  metodo  analogo  a  quello  usato 
per  dimostrare  il  lemma  di  pag.  126  si  vedrebbe,  per  il  teore- 
ma ni  di  pag.  126,  che  G  non  sarebbe  p.  d.  t.  i. 

Dal  precedente  lemma  risulta  pure  che,  se  (r  è  un  gruppo  di 
movimenti  in  una  metrica  di  Euclide  o  di  Bólyai  e  se  esso  non 
contiene  trasformazioni  infinitesime,  allora  un  punto  A  di  questa 
metrica  e  i  punti  equivalenti  formano  un  gruppo  di  punti,  il 
cui  gruppo  derivato  non  contiene  alcun  punto  a  distanza  finita. 

Una  metrica  di  Riemann  è  definita  dall'elemento  lineare 

ds^  =  dxl-\- -{-  dxl, 

dove  le  x  sono  legate  dalla  relazione  :  xl  -}-....  -\-  xl  ^^  1. 

Nessuna  delle  x  può  avere  valori  infiniti:  e  quindi  la  me- 
trica è  regolare  in  ogni  punto.  Quindi: 

Un  gruppo  di  movimenti  in  una  metrica  dì  Riemann,  che  sia 
p.  d.  t.  i.,  è  un  gruppo  discontinuo  finito. 
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E  ben  noto  viceversa  che  un  gruppo  discontinuo  finito  di 
collineazioni  reali  su  n  variabili  x^,  X2,  .  .  .  .,  x^  si  può  conside- 
rare (*)  come  gruppo  di  movimenti  in  uno  spazio  di  Riemann. 
Infatti  esso  deve  trasformare  in  se  la  forma  quadratica  definita, 
che  si  ottiene  aggiungendo  alla  forma  x[  -\-  .  .  .  .  -\-  xl  le  forme 
trasformate. 

In  modo  analogo  si  possono  trovare  risultati  affatto  simili 
per  le  metriche  Hermitiane. 

Un  gruppo  p.  d.  t.  i.  di  collineazioni  complesse  che  trasformi 
in  sé  una  forma  TIermitiana  positiva  {p,  ciò  eh'  è  lo  stesso,  che  sia 
un  gruppo  di  movimenti  in  una  metrica  Hermitiana  ellittica) 
è  un  gruppo  discontinuo  finito. 

E  anche  di  questo  teorema  è  vero  il  reciproco. 

Questi  risultati  dimostrano  che  nello  studio  dei  gruppi  infi- 
niti p.  d.  t.  i.  si  debbono  trascurare  i  gruppi,  che  sono  gruppi 
di  movimenti  in  una  metrica  ellittica  Hermitiana  o  a  curvatura 
costante. 

Capitolo  Sesto.  —  I  campi  fondamentali. 

§  24.  —  Prime  definizioni. 

Dato  un  gruppo  G  qualunque  di  trasformazioni  in  uno  spa- 
zio S,  resterà  per  ogni  punto  A  individuato  un  sistema  S  di 
punti  equivalenti  ad  A  rispetto  al  gruppo  G.  I  punti  equiva- 
lenti a  un  punto  di  S  sono  tutti  e  soli  i  punti  di  S:  basta  perciò 
dare  un  punto  di  S,  perchè  tutto  il  sistema  sia  individuato  senza 
ambiguità.  E,  se  escludiamo  il  caso  che  due  punti  qualunque  di 
S  siano  equivalenti  (nel  qual  caso  l' insieme  S  coincide  con  lo 
spazio  /S),  lo  spazio  S  conterrà  un  numero  finito  o  infinito  di 
sistemi  S,  ognuno  dei  quali  è  composto  di  punti  tutti  equiva- 
lenti tra  loro.  In  ognuno  di  questi  sistemi  S  scegliamo  un  punto 


(*)  Bagnerà,  Rend.  del  Circolo  Matem.  di  Palermo.  Tomo  15,  pag.  165 
e  seg. 
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con  una  legge  qualsivoglia.  Otterremo  così  un  sistema  P  di 
punti,  composto  di  un  numero  finito  o  infinito  di  punti,  tale 
che  un  punto  qualunque  di  P  appartiene  a  uno  e  a  un  solo  si- 
stema S,  e  ogni  sistema  S  contiene  un  punto  e  un  punto  solo 
del  sistema  P. 

In  altre  parole:  Ogni  punto  di  S  è  equivalente  a  un  punto  e 
a  un  punto  soltanto  di  P. 

E  perciò  :  Due  punti  distinti  di  P  non  sono  mai  equivalenti, 
rispetto  a  G. 

Se  il  gruppo  G  trasforma  in  se  stessa  una  regione  R  di  aS, 
noi  possiamo  anche  limitarci  a  studiare  i  punti  di  i?,  costruendo 
un  insieme  fondamentale  P  in  R:  un  insieme  cioè,  che  goda  della 
seguente  proprietà: 

Ogni  punto  di  R  è  equivalente  a  uno  e  un  solo  punto  di  P. 
(Il  caso  precedente  è  quello,  in  cui  R  coincide  con  lo  spazio 
ambiente  S).  Ogni  sistema  o  insieme  di  punti,  che  goda  di  questa 
proprietà,  si  dice  fondamentale  in  R. 

Siano  P,  P'  due  insiemi  fondamentali:  potrà  darsi  che  questi 
due  insiemi  abbiano  dei  punti  comuni.  Sia  p  V  insieme  di  questi 
punti.  Ogni  punto  dell'  insieme  P  —  pi*)  sarà  equivalente  a  uno 
e  un  solo  punto  dell'insieme  P'  —  p.  Viceversa,  se  P  è  un  in- 
sieme fondamentale,  se  q  è  un  insieme  di  punti  tutti  contenuti  in 
P,  se  infine  q  è  un  insieme  ogni  punto  del  quale  è  equivalente 
a  uno  e  un  solo  punto  di  q,  allora  l'insieme  P'  =  P  — ■  q  -{-  q  {**) 
è  ancora  un  insieme  fondamentale. 

Queste  operazioni,  che  permettono  di  ottenere  da  un  dato 
insieme  fondamentale  nuovi  insiemi  fondamentali,  si  dicono  cam- 
biamenti leciti  (erlaubte  Abànderungen). 

Sia  P  un  insieme  fondamentale  di  un  gruppo  G.  Applichiamo 
ad  esso  tutte  le  trasformazioni  di  G.  Esso  si  trasformerà  in  nuovi 


(*)  Cioè  ogni  punto  ili  P,  che  non  appartiene  a  p. 

{**)  P'  è  l'insieme  dei  punti,  che  appartengono  o  a  g,  o  a  P  —  q. 
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insiemi  P',  ciascuno  dei  quali  è  evidentemente   un  insieme  fon- 
damentale. 

Da  uno  di  questi  insiemi  P'  si  può  passare  a  ogni  altro  me- 
diante una  opportuna  trasformazione  di  G:  ciò  clie  si  suole  espri- 
mere, dicendo  clie  G  opera  in  modo  transitivo  sugli  insiemi  P,  P'. 

Ogni  punto  A  di  R  appartiene  o  a  P,  o  ad  uno  almeno  degli 
insiemi  P'.  Se  infatti  P  è  il  punto  di  P  equivalente  ad  A,  quella 
trasformazione  di  G,  che  porta  B  in  A,  porta  P  in  un  insieme 
P',  contenente  il  punto  A. 

Una  trasformazione  di  G,  che  trasformi  in  sé  stesso  l'insieme 
P,  (o  un  insieme  P)  deve  portare  ogni  punto  di  questo  insieme 
in  un  punto  equivalente  dello  stesso  insieme,  e  quindi  trasfor- 
merà in  sé  stesso  ogni  punto  di  P  {dell'  insieme  P'  considerato). 

Noi  ammetteremo  che  nessuna  trasformazione  non  identica 
di  G  possa  trasformare  in  se  stesso  ogni  punto  di  P.  Ne  verrà, 
per  il  precedente  teorema,  che  ogni  trasformazione  non  identica 
di  G  porta  P  in  un  insieme  P'  distinto  da  P. 

Una  trasformazione  non  identica  U  di  G  non  potrà  trasfor- 
mare in  sé  stesso  un  insieme  P',  perchè  altrimenti  (se  V  è  la  tras- 
formazione che  porta  P  in  P')  la  trasformazione  F"*  U  V  (non 
identica)  di  G  trasformerebbe  l' insieme  P  in  se  stesso. 

Due  trasformazioni  U,  V  distinte  di  G  portano  ogni  insieme  P' 
in  due  insiemi  P',  P"  distinti,  perchè,  se  così  non  fosse,  la  tras- 
formazione non  identica   U  F~'  di  G  porterebbe  P"  in  sé  stesso. 

Ciò  si  esprime  dicendo  che  il  gruppo  G  opera  in  modo  sem- 
plicemente transitivo  sugli  insiemi  P,  P'. 

Un  punto  A  comune  a  due  degli  insiemi  P,  P'  deve  essere  la- 
sciato fisso  da  quella  trasforìnazione  non  identica  di  G,  che  tras- 
forma V  uno  neir  altro  i  due  insiemi. 

La  teoria  degli  insiemi  fondamentali  ha  caratteri  ben  distinti, 
secondo  che  si  tratta  di  gruppi  pr.  dis.  nella  regione  R  che  si 
considera,  oppure  di  gruppi,  che  in  R  non  sono  pr.  dis. 

Supponiamo    che  G  non  sia  pr.  dis.  in   qualsiasi  regione  R', 
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interna  a  R:  supponiamo  cioè  che  in  ogni  regione  R,  interna 
a  R,  esista  sempre  almeno  una  coppia  di  punti  distinti,  equiva- 
lenti rispetto  a,  G.  Se  P  è  un  insieme  fondamentale,  uno  solo  di 
questi  punti  può  appartenere  a  P.  E  quindi  in  ogni  regione  Rf 
di  R  esiste  almeno  un  punto  non  appartenente  a  P.  Cioè:  i 
punti  di  R,  che  non  appartengono  a  un  insieme  fondamentale  P, 
scelto  in  modo  arbitrario,  formano  un  insieme  di  punti  denso  in 
tutto  R. 

Se  indichiamo  con  Q  l'insieme  dei  punti  di  R,  che  non  ap- 
partengono a  P,  e  con  Qj  l'insieme  che  è  somma  dell'insieme  Q 
e  dell'insieme  formato  dai  punti  comuni  a  P,  e  all'insieme  de- 
rivato di  Q,  potremo  dire  che  l'insieme  Q^  coincide  con  la  re- 
gione  totale  R.  E  notiamo  che  se  R  è  perfetta,  ossia  se  i  punti 
dell'insieme  derivato  di  R  (i  punti  del  contorno  di  R)  si  con- 
siderano come  appartenenti  a  R,  allora  Q^  è  senz'altro  l'insieme 
somma  dell'insieme  Q,  e  dell'insieme  derivato  di  Q.  Del  resto 
in  questo  caso   Q^   coincide  con  l'insieme  derivato  di  Q. 

Se  invece  G  è  pr.  dis.  nella  regione  R,  allora  in  un  intorno  a  di  un 
punto  generico  A  non  esistono  punti  distinti  equivalenti.  Noi  pos- 
siamo dunque  considerare  un  insieme  fondamentale  P,  a  cui  ap- 
partengano tutti  i  punti  di  a;  cosicché,  se  a'  è  una  regione,  tutta 
interna  ad  a,  nessun  punto  di  Q^  può  appartenere  ad  a.  Indiche- 
remo con  P,  l'insieme  somma  di  P  e  dell'insieme,  i  cui  punti 
appartengono  contemporaneamente  a  7?  e  all'  insieme  derivato 
di  P;  e  conserveremo  il  significato  precedente  di  Q,  Q^.  Indiche- 
remo con  p  V  insieme  comune  a  Pj ,  Qj .  Noi  completeremo  nel 
4?  25  l'osservazione  precedente,  dimostrando,  almeno  per  i  casi 
più  importanti  per  noi,  che  si  può  sempre  trovare  un  insieme 
fondamentale  P  in  guisa  che: 

I  punti  di  p  riempiono  un  numero  finito,  o  un'infinità  nume- 
rabile di  ipersuperficie,  o  di  pezzi  di  ipei'superficie,  le  quali  divi- 
dono R  in  due  parti,  R^,  R.^,  connesse  o  no.  I  punti  appartenenti 
a  Pj,  non  posti  .su  p,  o,  come  diremo,  i  punti  interni  a  R^  appar- 
tengono tatti  a  P.  I  punti  interni  a  R^  appartengono  tutti  a  Q. 
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Se  A  è  un  punto  di  R^  (di  R2),  non  posto  su  p,  allora  esiste 
un  intorno  di  A,  i  cui  punti  appartengono  tutti  a  R^,  0  a  R^. 

I  punti  che  appartengono  a  jR^  ,  o  a  jp  riempiono  cosi  tutta 
una  regione  di  6^,  che  si  chiama  un  campo  fondamentale  per  il 
gruppo  G.  L' insieme  p  ed  eventualmente  qualche  pezzo  del  con- 
torno di  R  formano  il  contorno  di  questo  campo. 

Questo  risultato  si  può  rendere  intuitivo  con  le  seguenti  con- 
siderazioni, le  quali  però  non  hanno  alcuna  pretesa  di  rigore. 
Se  G^  è  pr.  dis.  in  R,  un  punto  A  e  i  suoi  punti  trasformati 
avranno  punti  limiti  soltanto  sul  contorno  di  R.  Consideriamo 
un  intorno  cCo  di  un  punto  A  di  R,  scelto  in  modo  generico,  e 
gli  intorni  cc^,  ol^,  .  .  .  .  equivalenti.  Se  ao  è  abbastanza  piccolo, 
due  qualunque  di  questi  intorni  non  hanno  punti  comuni.  Fa- 
cendo ingrandire  a,,,  ingrandiranno  gli  intorni  «j,  a^,  ....  E  ab- 
bastanza intuitivo  che  si  potranno  far  ingrandire  questi  intorni 
in  guisa  da  riempire  semplicemente  la  R.  Questi  intorni,  ingran- 
dendo, diventeranno  delle  regioni  À'o,  K^  •  •  •  n  ^^^  delle  quali 
avranno  al  più  comune  parte  del  contorno,  e  che  saranno  tutte 
campi  fondamentali  per  G.  La  difficoltà  di  rendere  rigoroso  questo 
ragionamento  è  dovuta,  sia  alla  grande  varietà  di  gruppi  G  pr. 
dis.,  sia  alla  grande  arbitrarietà,  con  cui  si  può  far  ingrandire 
un  intorno  «o  in  modo  che  diventi  un  campo  fondamentale. 

Sia  K  un  campo  fondamentale  per  G  (a  uno  o  più  pezzi). 

Ogni  punto  A  di  R  è  equivalente  ad  almeno  un  punto  di  K ; 
se  esso  è  equivalente  a  due  punti  di  K^  questi  due  punti  giacciono 
su  p,  e  quindi  sul  contorno  di  K. 

Questo  teorema  è  conseguenza  immediata  della  definizione  di 
campi  fondamentali. 

P.  es.  il  gruppo  G  delle  trasformazioni  x  =  x  -\-  n  {n  intero) 
è  pr.  dis.  su  tutta  la  retta  r,  in  cui  x  è  coordinata  non  omogenea. 
Il  segmento  0  <  ic  <  1  è  un  campo  K  fondamentale  per  G.  Il 
contorno  di  questo  campo  è  formato  dei  due  punti  equivalenti 
iP  ==  0,  i^i?  =  1.  Un  punto  di  r,  non  equivalente  a  questi  due  punti, 
è.  equivalente  a  uno  e  un  solo  punto  di  K. 
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Le  proprietà,  dimostrate  più  sopra  generalmente  per  gli  in- 
siemi fondamentali,  valgono  naturalmente  per  i  campi  fonda- 
mentali, purché  vi  si  introducano  quelle  modificazioni,  che  sono 
imposte  dal  fatto  che  due  punti  distinti  del  contorno  di  un 
campo  fondamentale  possono  essere  equivalenti.  Noi  le  riassu- 
meremo brevemente. 

Da  un  dato  campo  fondamentale  K  si  possono  ottenere  infi- 
.  niti  altri  campi  fondamentali  mediante  cambiamenti  leciti,  sosti- 
tuendo a  un  pezzo  H  di  K  una  regione  H'  equivalente  ad  H. 
Naturalmente  anche  i  campi  così  ottenuti  potranno  essere  o  non 
essere  connessi.  Abbiamo  già  ammesso  (§  17,  pag.  114)  che  nes- 
suna trasformazione  non  identica  di  G  possa  lasciare  fisso  un 
punto  A  di  E  e  tutti  i  punti  di  un  intorno  di  A.  Ne  seguirà 
che  in  questo  caso  è  soddisfatta  per  K  l'ipotesi  fatta  in  gene- 
rale in  questo  paragrafo  a  pag.  144  per  un  insieme  fondamentale 
P,  ossia  che  : 

Nessuna  trasformazione  non  identica  di  G  può  lasciar  fissi 
tutti  i  punti  di  K. 

E  più  particolarmente  : 

Be  tma  trasformazione  T  non  identica  di  G  lascia  fisso  un 
punto  -4,  in  ogni  intorno  di  A  esistono  punti  distinti  equivalenti 
rispetto  a  T  e  quindi  anche  rispetto  a  G.  Quindi:  un  punto  A  di 
K^  non  posto  sul  contorno  p,  non  è  lasciato  fisso  da  alcuna  tras- 
formazione non  identica  di  G. 

Siano  K'  i  campi  trasformati  di  K  mediante  le  trasforma- 
zioni di  G.  Quei  punti  di  un  campo  K'  trasformati  del  contorno 
di  K  formeranno  il  contorno  del  campo  K  considerato.  L'in- 
sieme dei  punti  di  K\  trasformati  dei  punti  di  ^,  si  dirà  l'in- 
sieme p' . 

Se  una  trasformazione  di  G  muta  in  sé  stesso  il  campo  K  o 
un  campo  K-,  essa  si  riduce  alla  trasformazione  identica. 

Due  trasformazioni  distinte  di  G  portano  il  campo  K,  o  un 
camino  K'  in  due  campi  distinti.  Cioè:  R  gruppo  G  opera  in  modo 
scnipììcemente  transitivo  sui  campi  K,  A". 
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Un  punto  A  comune  a  due  dei  campi  K,  K'  giace  sul  contorno 
di  ambedue  questi  campi. 

Infatti  siano  K^,  K^  questi  due  campi:  la  trasformazione, 
non  identica,  T  di  G,  che  porta  K^  in  K^.,  porterà  il  punto  A  in 
un  punto  B  del  campo  K^.  Se  il  punto  B  è  distinto  dal  punto 
A^  i  due  punti  distinti  A,  B  di  K^  sono  equivalenti,  e  quindi 
giacciono  ambedue  sul  contorno  di  K^.  Se  invece  A  e  B  coinci- 
dono, la  T  deve  lasciare  fisso  il  punto  A.  Il  punto  A  deve  an- 
cora, per  quanto  abbiamo  già  detto,  giacere  sul  contorno  di  K^^ 
e  di  K^. 

I  campi  K,  K'  riempiono  tutta  la  regione  R;  due  tali  campi 
possono  avere  a  comune  solo  parte  del  loro  contorno. 

Due  campi  K{,  Kj  die  abbiano  comune  una  parte  del  contorno 
a  w  —  1  dimensioni  (essendo  n  il  numero  delle  dimensioni  di  S) 
si  diranno  adiacenti;  la  parte  del  contorno  comune  si  dirà  una 
faccia  (di  prima  specie)  di  Ki  o  A"}.  Se  esistono  poi  sulle  varietà 
limiti  di  R  dei  punti,  in  ogni  intorno  dei  quali  esistono  punti 
di  X,-,  e  se  tali  punti  formano  una  varietà  a  w  —  1  dimensioni, 
essi  si  diranno  costituire  una  faccia  (di  seconda  specie)  di  Kf. 
Sia  ora  f  una  faccia  (di  prima  specie)  di  un  campo  iT^,  e  sitì  Kj 
il  campo  adiacente  a  X,-  lungo  /;  la  trasformazione  di  G,  che 
porta  Kj  in  K^^  porterà  K^  in  un  altro  campo  A'',,  adiacente  a 
Ki  lungo  una  nuova  faccia  f.  Punti  corrispondenti  di  f  ed  f 
saranno  equivalenti  rispetto  a  G.  Quindi  :  Un  punto  J.  del  con- 
torno di  un  campo  X,.,  che  non  giaccia  sul  contorno  di  i?,  ed 
appartenga  a  una  e  una  sola  faccia  di  prima  specie  di  TT,.,  sarà 
equivalente  ad  uno  e  un  solo  altro  punto  B  del  contorno  di  7f,-, 
che  generalmente  sarà  distinto  da  A. 

Se  Ko  è  un  campo  fondamentale,  indicheremo  con  2^4(2=  1,2,...) 
quelle  trasformazioni,  che  portano  Ko  in  un  campo  adiacente. 

Se  Kj  è  il  campo,  trasformato  di  Ko  mediante  una  trasfor- 
mazione U  di  G,  le  trasformazioni,  che  portano  Kj  in  un  campo 
adiacente  sono  le  U  T.  Z7~\ 

Nei  casi  più  importanti,  che  noi  troveremo    nel   seguito,  da 
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un  campo  fondamentale  Ko  si  può  passare  a  ogni  altro  A^,  at- 
traversando un  numero  finito  s  di  campi  À'',  ,  A",  , . . . .  /C,  tali  che 
ciascuno  dei  campi 

sia  adiacente  a  quello  che  lo  precede,  e  a  quello  che  lo  segue. 
In  tal  caso  ogni  trasformazione  V  di  G  o  è  una  trasforma- 
zione Ti,  che  porta  Ko  in  un  campo  adiacente,  oppure  è  prodotto 
di  più  trasformazioni  Tf.  Sia  infatti  Kj  il  campo,  in  cui  la  V 
porta  Ko  e  siano 

Ko,  K,^ ,  Ki^^ì ì  Ki^  )Kj 

campi  a  due  a  due  adiacenti.  Poniamo  per  simmetria  j  =  «,_^,. 
La  trasformazione  di  G,  che  porta  Ko  in  K^  è  una  trasforma- 
zione T.  Per  dimostrare  il  nostro  teorema,  basterà  dunque  far  ve- 
dere che,  se  esso  è  vero  per  la  trasformazione  V  che  porta  Ko  in 
Ki  (r  ^  s),  esso  è  pur  vero  per  la  trasformazione  F",  che  porta 
Ko  in  Ki  .  Infatti,  per  una  precedente  osservazione,  la  trasfor- 
mazione che  porta  K^  in  /i,  è  del  tipo  V  T  V'~\  dove  T  è 
una  delle  trasformazioni,  che  portano  Ko  in  un  campo  adiacente. 
E  la  trasformazione  V"  sarà  dunque  la  V  T  V'~^  V  =  V  T. 
Se  dunque  V  è  una  trasformazione  T,  o  un  prodotto  di  trasfor- 
mazioni T,  anche  la    V"  è  un  prodotto  di  trasformazioni   T. 

e.  d.  d. 

Le  trasformazioni  T,  insieme  ai  loro  prodotti  fatti  in  tutti  i 
modi  possibili,  esauriscono  dunque  le  trasformazioni  di  G,'  ossia, 
come  si  suol  dire,  sono  un  sistema  di  trasformazioni  generatrici 
di  G. 

Queste  considerazioni  si  possono  illustrare  con  un  esempio. 
Sia  G  il  gruppo  delle  trasformazioni  jc'  =  ./'  -\-  m  -~  n  i  {m,  n 
interi)  sulla  variabile  complessa  a:,  i^  è  il  piano  tc  della  varia- 
bile complessa  x.  Il  contorno  (la  varietà  limite)  di  R  si  riduce 
al  punto  all'infinito  di  questo  piano.  G  si  può  considerare  come 
gruppo  di  movimenti    in   una   metrica    euclidea    esistente  su  tc. 
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Il  quadrato  di  ti  che  ha  per  vertici  i  punti  0,  1^  i,  1  -]-  ^'  è  un 
campo  fondamentale  Ko  per  G.  I  lati  opposti  di  questo  quadrato 
sono  tra  loro  equivalenti;  le  trasformazioni  £c'==,r-j--l,  x  =.T--]-i, 
che  portano  un  lato  di  Kq  nel  lato  opposto,  formano  un  sistema 
di  sostituzioni  generatrici  per  G.  I  campi  K^  trasformati  di  K^ 
non  sono  poi  che  i  quadrati,  i  cui  vertici  sono  i  punti  m  -\-i  n, 
{m  -\~  1)  -\~  i  n,  m  -\-  i  (n  -\-  1),  (m  -{-  1)  -\-  i  (n  -\-  1),  dove  m,  n 
sono  interi  arbitrarii  ;  essi  riempiono  tutto  il  piano^  eccetto  il 
punto  X  =  cxj,  ecc.  ecc. 

Se  noi  togliamo  da  K^  per  esempio  il  triangolo  H,  che  ha 
per  vertici  i  punti  0,  1,  i,  la  regione  7v!'  (non  connessa),  che  è 
formata  dal  triangolo  residuo  (i  cui  vertici  sono  1,  i,  1  -|-  i) 
e  da  un  triangolo  qualsiasi  H\  equivalente  ad  H,  di  vertici 
p  [-  i  q,  p  ^  i  ([  -\-  1^  p  -]-  iq^  i  (dove  p,  q  sono  interi  arbitrarii), 
si  può  ancora  considerare  come  un  campo  fondamentale,  che  è 
ottenuto  da  H  mediante  un  cambiamento  lecito. 

§  25.  —  Alcuni  teoremi  relativi  alla  costruzione  dei  campi  fonda- 
mentali. 

Sia  G  un  gruppo,  che  trasformi  in  se  stessa  una  regione  M 
dello  spazio  ambiente  S,  e  sia  pr.  dis.  in  ogni  punto  di  R^  e  quindi 
anche  in  R.  Indicheremo  con  W  V  insieme  dei  punti  che  non 
appartengono  a  R,  pure  esistendo  in  ogni  loro  intorno  punti 
appartenenti  a  R:  sia  cioè    W  il  contorno  di  R. 

Dalle  nostre  ipotesi  segue  che,  se  ^  è  un  punto  di  ^  e  quindi 
non  appartenente  a  W\  e  se  B,  B',  B"  .  .  .  .  sono  punti  tra  di  loro 
equivalenti  rispetto  a  G,  il  punto  A  non  può  essere  punto  limite 
dell'insieme  dei  punti  B^  B',  B"  .  .  .  . 

Noi  supporremo  di  più  che  esista  una  funzione  H  {x)  delle 
coordinate  x^,  cPg;  •  •  •  •)  ^n  dei  punti  di  i?,  positiva,  finita,  conti- 
nua, a  un  sol  valore  dei  punti  di  i?,  tale  che: 

I  punti  di  R  per  cui  . 

H{x)  ^  a-       (a  ==  costante  positiva  finita  qualunque) 
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formano  un  insieme  di  punti^  i  cui  punti  limiti  appartengono  tutti 
a  R,  Nessuno  di  questi  punti  limiti  potrà  quindi  appartenere 
a    W. 

Consideriamo  un  punto  Ao  e  i  suoi  punti  equivalenti  A^,  A^, 
A^. .  . .  Indicheremo  con  Ho-,  H^,  H^  . . . .  i  valori  di  H  rispettiva- 
mente nei  punti  Ao,  A^,  A^  . . . .  Sia  X  il  limite  inferiore  delle  Ht. 
Potrà  avvenire  uno  dei  seguenti  tre  casi. 

1.  Un  certo  numero  finito  m  delle  ^<,  p.  es.  le 

hanno  il  valore  X;  le  altre  Hi  sono  maggiori  di  X. 

2.  Alcune,  o  tutte  le  quantità  Hf,  in  numero  infinito,  sono 
uguali  a  X. 

3.  Nessuna  quantità  He  uguale  a  X;  ma  se  X^  è  una  costante 
qualsiasi  maggiore  di  X,  esistono  infinite  quantità  H,  il  cui  va- 
lore è  compreso  tra  X  e  X^. 

Nel  secondo  e  nel  terzo  caso  esisterebbero  infiniti  punti  A^, 
in  cui  la  H  assume  valori  minori  di  X  -f-  e  (e  =  costante  posi- 
tiva finita  qualunque).  Questi  punti  Ai  dovrebbero,  per  le  pro- 
prietà ammesse  per  la  funzione  H,  formare  un  gruppo  infinito 
di  punti,  i  cui  punti  limiti  dovrebbero  appartenere  ad  E.  Ciò 
che  è  assurdo  per  l' ipotesi  fatta  che  G  sia  pr.  dis.  in  ogni  punto 
di  R.  Dei  tre  casi  citati,  può  dunque  avvenire  soltanto  il  primo; 
esistono  cioè  m  punti  (m  =  numero  intero  finito) 

(8)  Ai^ ,  ^.-^ ,  . . . .  Ai^ 

in  cui  la  funzione  H  acquista  uno  stesso  valore  X,  minore  dei 
valori,  che  essa  acquista  negli  altri  punti  A.  Dato  uno  qualsiasi 
dei  punti  A»,  A^,  A^, . . . .,  è  completamente  individuato  il  sistema 
degli  m  punti  (8),  ad  essi  equivalenti.  Al  variare  del  punto  Ao  in  E^ 
variano  corrispondentemente  i  punti  (8);  e  naturalmente  potrà 
variare  anche  l'intero  m.  Indicheremo  con  x,p  {p  =  1,  2,  ....  n) 
le  coordinate  del  punto  At  («  =  1,  2,  . . . .,  m).  Tra  i  punti\4,^  jie 
esiste  uno  e  uno  solo,  che  indicheremo  con  Af  (r  ^  m),  tale  che, 
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per  ogni  valore    di  s  differente    da  r  e    non  maggiore   di  m,  la 

prima  delle  differenze 

ohe  non  è  nulla,  sia  negativa.  Dato  uno  qualunque  dei  punti 
Ao,  Ay,  A2,  ....  resta  cosi  completamente  individuato  un  punto 
Ai  ,  ad  essi  equivalente.  Noi  diremo  che  il  punto  JL,-  ,  cosi  de- 
terminato tra  i  punti  Ao,  A^,  A^  .  .  . . .,  è  il  punto  ridotto,  corri- 
spondente ad  Ao  (od  a  A^,  A2  ....).  Quindi:  Ogni  punto  Ao  in- 
terno a  R  individua  uno  e  un  sol  punto  ridotto  (equivalente  ad 
Ao).  Condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  due  punti  A,  B  di 
B  siano  equivalenti  è  che  determinino  uno  stesso  punto  ridotto. 

V  insieme  dei  punti  ridotti  è  quindi  un  insieme  fondamentale 
per  G. 

Nelle  pagine  seguenti  dimostreremo,  per  alcuni  tipi-  di  gruppi 
G,  che  questo  insieme  fondamentale  definisce  proprio  un  campo 
fondamentale  per  G. 

Applicheremo  dapprima  le  precedenti  considerazioni  generali 
ai  gruppi  di  movimenti  p.  d.  t.  i.  in  una  metrica  (o  ipermetrica) 
reale.  Noi  vedremo  che  esse  ci  offrono  un  mezzo  per  costruire^ 
per  tali  gruppi  G,  un  campo  fondamentale.  Risulterà  così  ancora 
una  volta  la  importanza  per  il  nostro  studio  del  concetto  di 
metrica,  illustrato  nella  prima  parte  del  presente  trattato. 

In  una  metrica  qualsiasi  diremo  distanza  geodetica  di  due 
punti  A,  B,  o  più  brevemente  distanza  A  B  i\  limite  inferiore 
delle  lunghezze  delle  curve,  terminate  ai  punti  A,  B.  Cosi,  se 
A^  B,  G  sono  tre  punti  qualunque,  sarà  AC  <  A  B  -\-  B  C. 

Sia  G  un  gruppo  p.  d.  t.  i.  di  movimenti  in  una  metrica  M 
di  uno  spazio  S.  Sia  R  quella  regione  di  8  (che  supporremo 
connessa),  luogo  dei  punti,  in  cui  M  è  regolare  (§  23,  pag.  140). 
Sia  W  il  luogo  dei  punti  (in  cui  M  non  è  regolare)  che,  pure 
non  appartenendo  a  R,  sono  punti  limiti  di  punti  appartenenti 
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a  7?.  Il  gruppo  G  trasformerà  E  in  sé  stessa,  e  sarà  pr.  dis.  in 
ogni  punto  di  i?,  e  in  E. 

Noi  ammetteremo  che  la  distanza  geodetica  di  due  punti  A,  B 
interni  a  E  diventi  infinitamente  grande,  allora  e  allora  soltanto 
che  uno  dei  punti  B  si  avvicina  indefinitamente  a  un  punto  di   W. 

lu  questa  ipotesi  noi  prenderemo  come  funzione  //dei  punti 
^o  di  coordinate  {x^  ....  x„)  di  E  la  distanza  geodetica  Ao  Co 
dal  punto  Ao  a  un  punto  fisso  Co  interno  a  /^.  E  ben  evidente 
che  questa  funzione  //  soddisfa  alle  proprietà,  ammesse  più  so- 
pra. Noi  potremo  quindi  costruire  coi  metodi  precedenti  il  punto 
ridotto  equivalente  a  un  punto  qualsiasi  A  di  E.  L' insieme  P, 
formato  da  tutti  questi  punti  ridotti,  è  un  insieme  fondamentale 
per  G.  Per  dimostrare  che,  se  Co  è  generico,  questo  insieme  è  un 
campo  fondamentale,  dovremo  premettere  due  lemmi. 

Lemma  I.  —  Se  Ao  è  un  punto  tale  che  la  distanza  Aq  Co  è 
maggiore  delle  distanze  da  Co  a  un  numero  finito  h  di  punti 
A^,  A^,  . . . . ,  A,,  (h  ^  1)  equivalenti  ad  Ao,  ossia  se  il  valore  H (Ao) 
di  H  in  Ao  è  maggiore  dei  valori  di  H  in  A^,  A^,  . . . .,  A,,,  esiste 
un  intorno  y  di  Ao,  i  cui  punti  godono  della  stessa  proprietà. 
Infatti    esiste    evidentemente    una    costante    5^0,   tale     che 

H{Ao)  —  H  {A^  >  S  >  0  per  i  — -  1,  2, h.  Sia  a^  un  intorno  di 

Aj  (per  J  =  0,  1,  2,  ....  A)  tale  che  ogni  punto  Bj  di  a   soddisfi 

alla  I  JI(Aj)  —  H{B,)  \  <rt.  Le  trasformazioni  di  G  che  portano 
Ai  (i  =  1,  2,  .  .  .  .,  A)  in  Ao,  portano  a,,  in  certi  intorni  ^  del 
punto  ^o.  Sia  Y  un  intorno  di  Ao^  interno  ad  ao,  e  a  tutti  questi 
intorni  ^.  Se  Bo  è  un  qualsiasi  punto  di  y,  e  5,  è  un  punto 
equivalente  a  Bo  ed  interno  a  a^  {i  =  1,2, ,  A),  sarà  evidente- 
mente: 

I  i/(5o)  -  Il{Ao)  \<\   I  HiB,)-HiA,)\  <  l  , 

e  quindi 

H{Bo)>H{B,). 

e.  d.  d. 
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Lemma  II.  - —  Se  Ao  è  un  pùnto  tale,  che  la  distanza  Aq  Co  sia 
minore  di  tutte  le  distanze  Ai  Co  da  Co  a  un  punto  Ai  equivalente 
a  Ao,  esiste  un  intorno  di  Ao,  i  cui  punti  godono  della  stessa  pro- 
prietà. 

Sia  ao  un  intorno  di  ^o;  e  sia  iVnna  costante  positiva  mag- 
giore dei  valori  assunti  da  H  nei  punti  di  ao.  Nella  regione  per- 
fetta R,  i  cui  punti  {x)  soddisfano  alla  H  {x)  <  N,  potrà  pene- 
trare soltanto  un  numero  finito  h  -\-  1  ài  intorni  a,-  equivalenti 
ad  ao,  perchè,  per  le  nostre  ipotesi,  le  trasformazioni  di  O,  che 
possono  portare  un  punto  di  ao  in  un  punto  di  R  sono  in  nu- 
mero finito  (*).  Indicheremo  con  a^  a^,  .  .  .  .,  a^^  questi  intorni.  Con 
un  ragionamento  simile  al  precedente  vediamo  che,  se  y  è  un 
intorno  abbastanza  piccolo  di  Ao,  interno  ad  ao^  allora  per  ogni 

punto  i?o  di  r  è  H{Bo)  <  H  {B,)  {i  :=  1,  2, ,  h),  se  jB,  è  un 

punto  di  a.,  equivalente  a  Bq.  D'  altra  parte  i  punti  equivalenti 
a  ^o,  distinti  dsb  B^^,  B^,  .  .  .  .,  B^,  sono  esterni  a  R,  cosicché  il 
Valore  assunto  da  i7  in  un  tal  punto  è  maggiore  di  iV>  H(Bo). 
L'intorno  y  è  quindi  l'intorno  cercato. 

Consideriamo  ora  una  regione  perfetta  R,  interna  a  E.  Ogni 
insieme  di  punti,  appartenenti  a  R,  avrà  per  punti  limiti  dei 
punti  tutti  appartenenti  a  R.  Cerchiamo  i  punti  Ao  di  R  tali 
che  la  distanza  Ao  Co  sia  uguale  alla  distanza  da  Co  ad  almeno 
un  punto  Ai,  equivalente  ad  Ao.  Sia  N  una  costante  positiva  più 
grande  del  massimo  valore  assunto  da  HiAo)  (da  Ao  Co),  quando  Ao 
varia  in  R.  In  un  punto  Af,  equivalente  ad  un  punto  Ao  di  R, 
tale  che  H  (J.,)  ^=^  H  {Ao),  sarà  H  {A)  <C  N-  quindi  Ai  appartiene 
alla  regione  perfetta  R,  in  cui  H  assume  valori  non  maggiori 
di  N.  Le  trasformazioni  T  di  x,  che  portano  un  punto  di  R  in 
un  punto  di  R"  sono  in  numero  finito:  noi  le    indicheremo  con 


(*)  Infatti,  se  ao  è  conteuuto  nell' ipersfera  di  centro  ^o  e  raggio  e, 
tali  trasformazioni  debbono  portare  J.i)  in  un  punto  della  regione  B",  i 
cui  punti  (x)  soddisfano  alla  if  (ar)  <  JV  -|-  s . 
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7\,  Tg,  . . . .,  7\.  I  punti  ^o  cercati  sono  i  punti  x  di  R,  che  giac- 
ciono su  una  delle  h  ipersuperficie  Vi,  definite  rispettivamente  dalle 

H{x}  =  H(Ti  X)         (i  =  1,  2,  . . . .,  h). 

E  nessuna  di  queste  equazioni  si  riduce  all'identità,  se  nessuna 
trasformazione  di  G  trasforma  in  se  stessa  la  funzione  H,  cioè 
se  nessuna  trasformazione  di  G  lascia  fisso  il  punto  Co,  ossia  se 
Co  è  un  punto  generico.  Notiamo  ancora  che,  se  Ao  è  un  punto 
di  una  di  questa  ipersuperficie,  ossia  se  Ao  è  equivalente  a  un 
punto  Ai  tale  che  Ao  Co  =  Ai  Co,  allora  la  trasformazione,  che 
porta  Ai  in  ^o,  porterà  Co  in  un  punto  equivalente  C^;  sarà 
Quindi  Ai  Co  =  Ao  Cj^  e  quindi  ^o  Co  -=  Ao  Cj.  Il  punto  Ao  è  equi- 
distante da  Co  e  Cj.  Le  nostre  ipersuperficie  sono  dunque  Itiogo 
dei  punti  equidistanti  da  Co  e  da  un  punto  equivalente  a  Co-  In- 
dicheremo con  Vi  il  pezzo  della  F„  che  appartiene  a  B!.  Eccet- 
tuati i  punti  delle  F,-,  ogni  altro  punto  Ao  di  R'  gode  della 
proprietà  che  la  distanza  Ao  Co  non  è  mai  uguale  alla  distanza 
da  Co  a  un  qualsiasi  punto  ^i,  equivalente  ad  Ao.  Consideriamo 
quelli  tra  questi  punti  Ao  di  R',  che  appartengono  a  P,  ossia 
consideriamo  quei  punti  Ao  di  R',  la  cui  distanza  da  Co  è  minore 
delle  distanze  da  Co  a  uno  qualunque  dei  punti  equivalenti  a  Aó. 
Consideriamo  i  punti  limiti  B  del  gruppo  di  punti,  formato  da 
questi  punti  ^o-  Un  tal  punto  limite  Bo  appartiene  a  P,  oppure 
cade  su  ima  delle  ipersuperficie  F,.  Infatti,  se  cosi  non  fosse,  una 
almeno  delle  distanze  ii,-  Co  (i  ^  0)  sarebbe  minore  della  dis- 
tanza Bo  Co.  Per  il  lemma  I  sopra  dimostrato,  in  un  intorno 
sufficientemente  piccolo  di  ^o  non  potrebbero  esistere  punti  di 
P;  ciò  che  è  assurdo,  perchè  per  ipotesi  Bo  è  un  punto  limite 
del  gruppo  di  punti,  formato  dai  punti  di  P  interni  a  R. 

In  modo  analogo  dal  secondo  lemma  si  deduce  che  i  punti 
di  R,  non  appartenenti  a  P,  possono  avere  come  punti  limiti 
soltanto  punti  non  appartenenti  a  P,  oppure  punti  posti  su  unBr 
delle  varietà  F,.  È  poi  ben  chiaro  che  una  linea  continua  con- 
tenuta in  R,  che  abbia  per  estremi  un  punto  di  P  e  un  punto 
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non  appartenente  a  P,  deve  contenere  almeno  un  punto  (even- 
tualmente un  estremo)  posto  su  una  delle  varietà  F*.  Di  più, 
se  Bo  è  un  punto  di  P,  interno  a  i?',  il  quale  non  giace  su  una 
delle  Vi^  e  appartiene  (non  appartiene)  a  P,  allora  si  può  co- 
struire un  intorno  di  Bo  (cfr.  i  lemmi  dimostrati  più  sopra),  i 
cui  punti  godono  delle  stesse  proprietà. 

Da  tutto  quanto  abbiamo  detto  risulta  (quando  si  usino  di 
nuovo  le  notazioni  del  §  24): 

I  punti  di  p,  comuni  alV  insieme  P^  (somma  dell'  insieme  P  e 
dell'insieme  derivato)  e  alV insieme  Q^,  che  appartengono  a  R' ^ 
giacciono  tutti  sulle    Fi,  V^j  •  •  •  •,  T^. 

I  punti  di  P  interni  a  R'  riempiono  una  regione  Ry,  che  lia 
per  contorno  dei  pezzi  delle  ipersuperficie  V  ed  eventualmente 
dei  pezzi  del  contorno  di  R'.  I  punti  di  K,  che  non  appartengono 
a  P,  formano  un'altra  simile  regione  R^.  Una  linea  di  R',  che 
vada  da  un  punto  di  Ry  a  un  punto  di  R.^,  attraversa  qualche 
ipersuperficie    V. 

Se  facciamo  ingrandire  i?',  in  modo  che  essa  tenda  alla  re- 
gione completa  R,  la  regione  R^  o  non  varierà  più  da  un  certo 
punto  in  poi,  o  andrà  sempre  ingrandendo.  In  quest'ultimo  caso 
può  avvenire  che  il  numero  delle  ipersuperficie  V  di  separa- 
zione tra  la  7^^  e  R^  aumenti  indefinitamente. 

La  regione  R^  (o  il  limite  di  una  tale  regione,  quando  R'  va 
ingrandendo)  è  evidentemente  un  campo  fondamentale  Ko  per  G 
in  R,  che  contiene  il  punto  Co,  e  si  chiama  il  campo  normale  di 
centro  Co.  I  campi  fondamentali  K^,  K^,  ....  trasformati  di  Ko  per 
le  trasformazioni  di  G  saranno  rispettivamente  i  campi  normali, 
il  cui  centro  è  Cj,  C2,  .  .  .  . 

Se  due  campi  normali  Ki,  Kj  -sono  adiacenti,  la  faccia  comune 
sarà  formata  tutta  di  putiti  equidistanti  dai  loro  centri. 

Osservazione.  —  In  una  regione  perfetta  I/,  interna  a  i?,  non 
può  penetrare  che  un  numero  finito  di  campi  fondamentali. 
Potremo  ammettere  che  Co  sia  interno  a  R'.  Un  punto  Ao  di  i?', 
che    appartenga  a  un   campo   fondamentale  K{,  deve    avere  dal 
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centro  corrispondente  C,  una  distanza  non  maggiore  di  Ao  Co. 
Quindi  Co  Ci  ■<.  Ao  Co  -\-  Ao  Ci  •<,2  Ao  Co.  Quindi  i  campi,  che  pe- 
netrano in  7?',  sono  compresi  tra  quei  campi  (in  numero  finito), 
i  cui  centri  sono  interni  all' ipersfera  di  centro  Co  e  raggio  2  X, 
se  X  è  la  massima  corda  di  R'. 

Le  considerazioni  generali,  svolte  in  principio  del  presente 
paragrafo,  si  possono  applicare,  oltre  che  ai  gruppi  di  movimenti, 
anche  ai  gruppi  G  p.  d.  t.  i.  di  trasformazioni  reali  (complesse) 
lineari  intere  omogenee  unimodulari  su  /t  variabili  a:i,X2,....,a:^„, 
coordinate  omogenee  in  uno  spazio  S.  Noi  abbiamo  già  visto 
che  un  tale  gruppo  G  è  pr.  dis.  (teoremi  VI'"'  e  VII'''',  §  21, 
pag.  128)  in  una  regione  R  di  uno  spazio  S,  cosi  definita.  S  e  \o 
spazio,  in  cui  sono  coordinate  omogenee  i  coefficienti  (la  parte 
reale  e  la  parte  immaginaria  dei  coefficienti)  delle  forme  ì\j,  al- 
gebriche di  uno  stesso  grado  2  h  (F^  Hermitiane)  delle  variabili  x. 
R  è  quella  regione  di  aS'  che  è  immagine  di  forme  definite.  Per  fis- 
sare le  idee  supponiamo  che  G  sia  un  gruppo  reale  ;  e  indichia- 
mo con  i/i,  ì/.,, ,  y,„  i  coefficienti  delle  forme  F,  che  sono  coordi- 
nate omogenee  in  aS'.  Noi  potremo  fissarne  il  fattore  di  propor- 
zionalità in  guisa  che  un  invariante  non  assoluto  delle  F  (p.  es. 
il  discriminante,  se  A  =■  1)  abbia  un  valore  costante,  prefissato 
a  priori.  Il  gruppo  G  dà  origine  a  un  gruppo  V  di  trasforma- 
zioni lineari  intere  omogenee  unimodulari  sulle  y. 

Assumiamo  come  funzione  H  una  forma  algebrica  definita 
positiva  generica  delle  z/,.  È  facile  riconoscere  che  questa  fun- 
zione gode  delle  proprietà  supposte  in  generale  al  principio  del 
paragrafo,  e  che  in  sostanza  si  riducono  a  questa: 

Se  d  è  una  costante  positiva  qualunque,  ed  Rf  è  la  regione  di 
S,  in  cui  H  (y)  ^  d,  esiste  al  più  un  numero  finito  di  trasforma- 
zioni di  r,  che  portano  un  punto  di  R!  in  un  punto  di  R. 

Infatti,  per  i  lemmi  del  §  19  (pag.  119),  le  coordinate  y  di  un  pun- 
to di  R  sono  inferiori  in  valore  assoluto  a  una  stessa  costante  fini- 
ta. E  la  trasformazione  di  G,  che  corrisponde  a  una  trasformazione 
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.  di  r,  che  porta  un  punto  di  R  in  un  altro  punto  di  IH,  ha  quindi 
-  i  coefficienti  minori  in  valore  assoluto  di  una  stessa  costante. 
Poiché  (t  è  p.  d.  t.  i.,  queste  trasformazioni  sono  dunque  in  nu- 
mero finito.  E  noi  le  potremo  indicare  con  Ti,  Ta,  .  .  .  . ,  T^  {r  in- 
tero finito).  Si  possono  cosi  dimostrare  nel  caso  attuale  lemmi 
perfettamente  analoghi  a  quelli  sopra  dimostrati  per  i  gruppi 
di  movimenti,  e  dedurne  conseguenze  affatto  simili.  Le  r  ipersu- 
perfìcie H{y,,y^,....,y^)  =  H{T,y,,  7\y,,....,  T,y^)  (1  =  1,2,.... ,r) 
hanno  nel  caso  attuale  V  ufficio,  che  le  ipersuperficie  V  avevano 
per  i  gruppi  di  movimenti.  E  noi  troviamo  cosi  il  teorema: 

Ogni  gruppo  proiettivo  p.  d.  t.  i.  ha  sempre  un  campo  fonda- 
mentale, quando  lo  si  pensi  operante  in  uno  spazio  8,  i  cui  punti 
corrispondono  hiunivocamente  alle  forme  algebriche  F.,,,  o  Hermi- 
tiane  F.y  delle  coordinate  omogenee  :r  dello  spazio  iniziale  S. 

Osservazione.  —  Anche  per  i  gruppi  G,  cui  si  riferisce  il  teo- 
rema XII  del  §  21,  si  può  facilmente  dimostrare  1'  esistenza  in 
R'  di  una  rete  di  campi  fondamentali.  (Cfr.  loc.  cit.  per  le  nota- 
zioni). Infatti  se  ir  è  un  campo  fondamentale  per  G  in  li,  i  punti 
B  di  R',  a  cui  corrisponde  in  R  un  punto  reale  C,  interno  a  K, 
formano  evidentemente  in  R'  un  campo  fondamentale  A"  per  G. 

§  26.  —  Osservazioni   varie  relative  alla   costruzione   dei  campi 
fondamentali;  ed  esempii. 

Nel  presente  paragrafo  mi  propongo  di  dare  altri  metodi,  che 
talvolta  permettono  pure  di  costruire  i  campi  fondamentali  di 
un  dato  gruppo  pr.  dis. 

Le  considerazioni  seguenti  non  hanno  alcuna  pretesa  di  ri- 
gore, ma  vogliono  solo  indicare  il  modo  generale  di  procedere. 

Sia  dato  un  gruppo  G  pr.  dis.  in  una  regione  R  di  uno  spa- 
zio S,  che  noi  supporremo  trasformata  in  se  stessa  da  G.  E  sia 
dato  in -R  un  sistema  numerabile  S  di  ipersuperficie  Fo, Fj, Fa.... 
tali  che  ogni  trasformazione  di  G  porti  una  qualunque  ipersu- 
perficie di  S  in  un'altra  ipersuperficie  di  S.  Può  accadere  che 
.quéste  ipersuperfìcie  dividano  R  in  infìnite  regioni  parziali  i?o, 
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Ri,  A\,  . .  . . ,  ciascuna  delle  quali  sia  limitata  da  pezzi  di  ipersu- 
perfìcie Vy  e  non  contenga  all'interno  un  punto  appartenente  a 
una  delle  ipersuperficie  V.  In  tali  ipotesi  ogni  trasformazione 
di  G  porta  una  di  queste  regioni  i?,  in  un'altra  di  queste  re- 
gioni (*).  Cosicché  se  due  punti  A,  B  di  li,  interni  rispettiva- 
mente a  Rt,  Rj  sono  equivalenti,  la  trasformazione  di  G,  che  porta 
A  in  B,  porta  R^  in  Rj.  Diremo  equivalenti  due  regioni  i?,,  Rj, 
quando  esiste  almeno  una  trasformazione  di  G,  che  porta  /?,  in  R^. 
Aggrupperemo  queste  regioni  R,  in  altrettanti  sistemi  parziali 
Mi,  M2,  M3  .  . .  .,  in  guisa  che  due  regioni  di  uno  stesso  sistema 
siano  equivalenti  tra  loro,  e  due  regioni  R„  non  appartenenti 
allo  stesso  sistema,  non  siano  equivalenti  tra  loro.  Prendiamo 
una  regione  i?^*^  dal  sistema  M^,  una  regione  R'^-^  dal  sistema  M^, 
una  regione  I^^''  dal  sistema  Ms,  ecc.  Consideriamo  il  sottogrup- 
po G^^^  di  G  (che  può  eventualmente  ridursi  alla  sola  identità)  che 
trasforma  i?^'^  in  se  stesso.  Costruiamo  in  un  modo  qualunque 
(§  24,  pag.  144)  un  insieme  P^'^  fondamentale  per  G'-*^  in  R^^^:  al- 
trettanto facciamo  nelle  regioni  R'^-\  I^^\  . . .,  in  cui  costruiremo 
rispettivamente  un  insieme  P'^-\  un  insieme  P^''\  ecc.  L'insieme  P 
di  punti,  che  è  somma  degli  insiemi  I^^\  P^'^\.,.,  è  un  insieme 
fondamentale  per  G  in  R.  Un  caso  specialmente  importante  è 
quello,  in  cui 

a)  Le  regioni  Ri  sono  tutte  equivalenti  tra  loro. 

P)  Nessuna  trasformazione  di  G,  oltre  l' identità,  trasforma  in 
se  stessa  una  regione  Rf. 

In  questo  caso  una  qualunque  delle  regioni  R  può  servire 
come  campo  fondamentale  per  G. 

Per  costruire  un  sistema  S  di  ipersuperficie  V,  trasformato 
in  se  stesso  da  G,  basta  prendere  una  ipersuperficie  Vo  qualun- 


(*)  Se  ciò  non  fosse,  Rf  sarebbe  portata  dalla  T  in  una  regione,  con- 
tenente all'  interno  un  punto  di  una  delle  V:  ciò  che  è  assurdo,  perchè 
il  sistema  delle  ipersuperficie  V  è  trasformato  in  sé  stesso,  e  la  /«"<  non 
contiene  al  suo  intemo  alcun  punto  di  una  ipersuperficie   F, 
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que  e  le  sue  trasformate.  Se  esiste  in  G  una  ipersuperficie  U, 
i  cui  punti  sono  tutti  lasciati  fissi  da  una  stessa  trasformazione 
T  di  G,  si  suol  prendere  proprio  la  TI  come  ipersuperfìcie  Fo.  I 
punti  della  ipersuperficie  trasformata  di  U  per  una  trasforma- 
zione Ti  di  G  saranno  tutti  lasciati  fìssi  dalla  trasformazione 
T,  T  Tr'  di  G. 

Questa  scelta  non  è  dovuta  già  a  ragioni  pratiche,  ma  ha  le 
sue  proprie  ragioni  teoriche  (*). 

Infatti,  poiché  un  punto  della  ipersuperfìcie  U,  o  delle  sue 
trasformate,  è  lasciato  fìsso,  come  dicemmo,  da  una  qualche 
feasformazione  di  G,  in  ogni  suo  intorno  esistono  coppie  di  punti 
distinti  equivalenti;  un  tal  punto  non  può  perciò  essere  interno 
a  un  campo  fondamentale,  e  quindi  giacerà  necessariamente  sul 
contorno  di  un  qualche  campo  fondamentale,  ammesso  che  tali 
campi  esistano. 

Di  più  la  ipersuperfìcie  U  e  le  sue  trasformate  devono  ne- 
cessariamente dividere  M  in  regioni  parziali;  se  ciò  non  fosse, 
ogni  intorno  a  di  un  punto  generico  A  di  E,  dovrebbe  essere 
attraversato  da  qualcuna  delle  ipersuperficie  U;  e,  poiché  in 
ogni  intorno  di  un  punto  di  una  delle  U  il  gruppo  G  possiede 
punti  equivalenti,  il  gruppo  G  non  sarebbe  pr.  dis.  in  ogni  punto 
generico  A  di  R:  ciò  che  è  assurdo.  Notiamo  ancora  che,  se  G 
fosse  un  gruppo  di  movimenti,  una  ipersuperficie  U,  lasciata  fìssa 
da  una  trasformazione  T  di  G,  sarebbe  una  ipersuperfìcie,  i  cui 
punti  hanno  uguali  distanze  geodetiche  da  un  punto  C  e  dal 
punto  C,  trasformato  di  C  mediante  la  T:  ciò  che  dimostra  gli 
stretti  legami  che  uniscono  le  teorie  qui  svolte,  e  i  metodi  del  §  26. 

Prima  di  dare  alcuni  esempii  particolari,  premetterò  una  os- 
servazione generale,  il  cui  completo  sviluppo  sarà  dato  soltanto 
in  un    altro    capitolo.  Sia  Ko    un    campo    fondamentale    per   un 


(*j  La  seguente  osservazione  mi  fu  suggerita  dal  Dott.  E.  Levi. 
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gruppo  r,  t»  siano  iv,,  A'.,,  ....  i  campi  equivalenti  a  Ko.  Sia  (} 
un    sottogruppo    di  F,  di    indice  finito  m.  Siano  To,  x,,  Tj,  . . .  .  le 

trasformazioni  di  G.  Esisteranno  m  trasformazioni  f7o  =  l,  Ui, , 

Um-i  (§  ^j  pag.  12)  distinte  di  l\  tale  che  ogni  trasformazione 
T  di  r  si  può  scrivere    in    uno  e  in  un  solo  modo   nella  forma 

Uj  T,  (i  =  0,  1,  2, )  {j  =  0,  1, ,771  —  1).  Anche    la    T-'  si 

potrà  dunque  scrivere  in  un  solo  modo  sotto  la  forma  Uj  t„  con 
certi  altri  valori  degli  indici  j,  i.  E  quindi  la  T  si  potrà  scri- 
vere in  un  solo  modo  sotto  la  forma  t<~*  .C/j"'.  Posto  Uf^  =  Vj,  e 
ricordato  che  Tf*  è  uguale  a  una  trasformazione  t,  di  G,  avremo 
che  ogni  trasformazione  T  di  V  si  può  scrivere  in  uno  e  in  un 
solo  modo  sotto  la  forma  t,  T^.  (j  ^  0, 1,  —  ,m — 1;  s  =0, 1,2,....). 
E  noi  potremo  disporre  le  operazioni  di  Y  in  un  quadro,  in  guisa 
che  le  operazioni  t,  Vj,  corrispondenti  a  uno  stesso  valore  di  J, 
appartengano  a  una  stessa  orizzontale.  I  campi  fondamentali 
Ao,  A',,  À'a,  ....  (tutti  equivalenti  rispetto  a  V)  non  saranno  tutti 
equivalenti  rispetto  a  G\;  e  precisamente  due  campi  fondamen- 
tali Ki  e  Kj  saranno  equivalenti  rispetto  a  G  soltanto  quando 
sono  trasformati  di  Ko  mediante  due  trasformazioni  di  T,  appar- 
tenenti a  una  stessa  orizzontale  del  quadro  ;  quindi  il  campo  A'o 
e  i  campi  trasformati  di  A'o  mediante  le  F„  Vi, — ,  F„_i  costitui- 
scono insieme  un  campo  fondamentale  per  G,  che  potrà  essere 
o  non  essere  connesso.  Tutto  ciò  sarà  reso  più  chiaro  dagli  esem- 
pli seguenti,  a  cui  noi  applicheremo  ora  le  precedenti  conside- 
razioni. 

I.  Gruppo  modulare.  —  Si  dice  gruppo  modulare  il  gruppo 
G  delle  trasformazioni 

(9)  X'  =  "^l 

sulla  variabile  complessa  x  =  ^  -{-  i  ri,  dove  le  a,  ^,  y,  5  sono  in- 
teri razionali  legati  dalla 

(10)  a5  — Py  =  1.. 

u 
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Il  gruppo  G  è  evidentemente  p.  d.  t.  i.;  e  in  ciascuno  dei  semipiani, 
in  cui  l'asse  r  delle  quantità  reali  (la  retta  yj  =  0)  divide  il 
piano  7T  della  variabile  x,  si  può  considerare  come  un  gruppo 
di  movimenti  in  una  metrica  di  Bólyai.  Esso  è  dunque  in  cia- 
scuno di  questi  semipiani  pr.  dis.  (§§  14,  21).  Noi  studieremo  p.  es. 
il  semipiano  7r^,  per  cui  è  yj  >  0. 

Per  i  risultati  del  §  14,  nessuna  trasformazione  di  G  può 
trasformare  in  se  tutti  i  punti  di  una  stessa  linea.  Non  potremo 
dunque  applicare  senz'altro  il  metodo  precedente;  e  noi  perciò 
ricorreremo  a  un  artifìcio,  il  cosidetto  ampliamento  per  rifles- 
sione 0  per  simmetria. 

L'idea  fondamentale  di  questo  artificio  è  la  seguente.  Cer- 
chiamo di  trovare  un  gruppo  V^  in  cui  G  sia  contenuto  come 
sottogruppo  di  indice  finito,  e  che  contenga  qualche  trasforma- 
zione, che  lascia  fissi  tutti  i  punti  di  una  certa  linea.  Allora 
col  metodo  svolto  più  sopra  determineremo  un  campo  fonda- 
mentale per  T;  e,  secondo  i  risultati  della  precedente  osserva- 
zione, cercheremo  poi  di  formare  un  campo  fondamentale  per  il 
nostro  gruppo  G,  riunendo  insieme  un  certo  numero  di  campi 
fondamentali  per  il  gruppo  T. 

Consideriamo  la  trasformazione  x  =  —  Xo.  Essa  è,  nella  no- 
stra metrica,  un  movimento  U  (§  14,  pag.  83)  di  seconda  specie, 
anzi  precisamente  una  simmetria,  che  lascia  fissi  tutti  i  punti 
della  geodetica  ^  =  0.  Moltiplicando  la  (9)  per  questa  simmetria 
U  otterremo  una  nuova  trasformazione  definita  dalla: 

(11)  x'  =  =^/^  (aS-Py  =  l). 

Le  trasformazioni  (9),  (11)  generano  evidentemente  un  grup- 
po r,  in  cui  G  è  contenuto  come  sottogruppo  di  indice  2,  e  che 
si  dice  gruppo  ampliato,  perchè  è  stato  ottenuto  da  G,  ampliando 
G  con  la  riflessione  U.  Per  i  risultati  del  §  14,  quelle  delle  tras- 
formazioni (11),  per  cui  è  a  =  5,  sono  tutte  simmetrie,  che  tras- 
formano in  se  stesso  ogni  punto  della  geodetica 
(12)        r(5'  +  r]2)-2a?-f  p  =  0        y3>0        (a^  — §y  =  1). 
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Questa  geodetica  ha  naturalmente  per  immagine  su  Ui  un 
semicerchio  (o  una  semiretta,  se  y  =  0  e  quindi  a*  =  1),  che  in- 
contra r  ortogonalmente.  Noi  chiameremo  questi  cerchi  e  queste 
rette  cerchi  e  rette  di  riflessione. 

Come  abbiamo  già  osservato  in  generale,  questi  cerchi  e  que- 
ste rette  formano  un  insieme  di  linee  V,  invarianti  per  T,  ossia 
ogni  trasformazione  di  V  porta  una  linea  di  riflessione  in  un'altra 
linea  di  riflessione.  Infatti,  se  T  è  una  riflessione  di  T  sulla  linea 
K,,  e  se  una  trasformazione  T,  di  V  porta  F,  in  un'altra  linea 
Fa,  la  Fa  sarà  una  linea  di  riflessione  per  la  trasformazione 
y,  T  Tr'  di  r.  Ancora  noi  sappiamo  già  che  esistono  regioni 
di  71,  in  cui  non  penetrano  linee  di  riflessione;  possiamo  però 
dimostrare  di  più  che  in  ogni  regione  finita  //,  interna  a  r,  (i 
punti  della  quale  hanno  cioè  da  r  una  distanza  euclidea  mag- 
giore di  una  costante  e  maggiore  da  zero)  non  possono  peìietrare 
infinite  linee  di  riflessione.  Indicheremo  con  h  la  massima  distanza 
di  un  punto  di  B'  dall'  asse  delle  r^  :  per  le  nostre  ipotesi,  h  sarà 
una  costante  positiva  finita. 

Le  rette  di  riflessione  hanno  per  equazione  ^  =  J^  ,  dove 
a*  =  1,  ossia  a  ^=  +  1  ;  ossia  le  rette  di  riflessione  hanno  per 
equazione  2^  =  m,  dove  m  è  un  numero  intero.  Quindi  è  ben 
chiaro  che  H'  può  essere  intersecata   soltanto   da  un  numero  fi- 

nito  di  rette  di  riflessione,  perchè,  per  tali  rette,     ^  |  <  ^.  Il  cer- 


}/(XÌ  Q  Y  1 

/         ^r  '  =  -f-     .  Affin- 
r  r 

1 1 1 

che  esso  penetri  entro  R,  dovrà  dunque  essere     —  p^  e,   ossia 

I  Y  I  ^  .  Poiché  Y  è  intero,  y  può  avere  soltanto  un  numero 
finito  di  valori.  Poiché  il  massimo  raggio  di  un  cerchio  (12)  di 
riflessione  è  l'unità,  il  centro  di  un  cerchio,  che  penetri  entro  i?, 
avrà  una  ascissa  non  maggiore  di  Zi  -j-  1.  Ma  l'ascissa  del  centro 
del    cerchio    (12)    è   ""  .  Sarà    dunque  \-\   ^   h    -{-    1.    Siccome 

I  Y  I  ^     ,  sarà  ^a    ^  -  (^  +  1);  e  quindi,  poiché  a  è  intero,  an- 
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che  a  potrà  avere  soltanto  un  numero  finito  di  valori.  E  poiché 

a2  _  p  y  =  Ij  anche  P  potrà  avere  soltanto  un  numero  finito  di 

valori.  La  regione  E  è  perciò  intersecata  al  più  da  un  numero 

finito  di  rette  e  di  cerchi  di  riflessione. 

e.  d.  d. 

Questo  teorema  si  poteva  del  resto  dimostrare  senza  alcun 
calcolo.  Se  infatti  esso  non  fosse  vero,  esisterebbe  in  H'  almeno 
un  punto  À,  in  ogni  intorno  del  quale  penetrano  infinite  geode- 
tiche di  riflessione.  E  per  i  ragionamenti  di  pag.  160,  il  nostro 
gruppo  non  sarebbe  pr.  dis.  in  A  :  ciò  che  è  assurdo. 

Valendoci  di  questo  teorema,  potremo  dimostrare  che  le  linee 
di  riflessione  dividono  tt^  in  infiniti  triangoli  curvilinei,  tutti  equi- 
valenti tra  loro  rispetto  al  gruppo  V.  Consideriamo  le  tre  linee 
di  riflessione 

esse  limitano  in  tUj  un  triangolo  A  (i  cui  lati  sono  geodetiche, 
ossia  rette  o  cerchi    che    tagliano  r  ad  angolo    retto).  I   vertici 

2  ri 

di  A  sono  i  punti  x  =  co,  ^  =  z,  £c  =  e  ^  Questo  triangolo  non 
è  attraversato  da  alcuna  linea  di  riflessione,  come  è  facile  rico- 
noscere, servendoci  della  equazione  (12)  delle  linee  di  riflessione  (*). 


(*)    Una   retta   di   riflessione,   come   già  dicemmo,  ha   per  equazione 
2  5  =  m,  dove  m  è  un  intero:  è  facile  riconoscere  quindi  che  nessuna  di 

queste  rette  penetra  in  A.  Un  cerchio  (12)  di  riflessione  ha  per  raggio  -^  ,  . 

Affinchè  esso  penetri  in  A  deve  contenere  nel  suo  interno  almeno  uno  dei 

punti  x=i,  a;=e*  =  — 5  -f-  i  ^      .  Quindi  dovrebbe  essere   ^       -^ 


2        ^  2      —  lYl' 

e,  poiché  Y  è  intero,  si  avrebbe  |  y!  =  1 ,  ossia  y  =  +  1>  ®  quindi  a''  =  1  +  P* 
Ma,  affinchè  il  cerchio  (12)  (ove  si  ponga  y  =  +  1)  contenga  all'interno 

il  punto  X  =  i,  oppure  il  punto  x  =  ~      '  ''^      ,  deve  essere  1  +  ^  <;  0 

oppure  1  +  P  +  a  <  0,  ossia  x^  <  0,  oppure  a*  +  a  <  0.  Queste    disu- 
guaglianze   sono    assurde,   essendo    oc    un    intero    reale,   e    quindi    essendo 

a2:^ia|>:0. 
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Esso  è  dunque  una  delle  nostre  regioni  Ri.  Se  noi  applichiamo 
a  A  le  trasformazioni  di  F,  otterremo  infiniti  altri  triangoli,  cia- 
scuno dei  quali  sarà  limitato  da  geodetiche  di  riflessione  e  non, 
sarà  attraversato  da  alcuna  geodetica  di  riflessione  ;  un  punto 
interno  a  uno  di  questi  triangoli  non  potrà  appartenere  ad  al- 
cun altro  triangolo.  Io  dico  che  questi  triangoli  coprono  tutto  tc^. 
Sia  infatti  B  un  punto  qualunque  interno  a  tc^,  ed  A  un  punto 
qualunque  interno  a  A;  tiriamo  una  linea  A  B,  che  resti  a  di- 
stanza finita  da  r,  e  che  non  passi  per  alcun  punto  comune  a^ 
due  linee  di  riflessione.  Essa,  per  quanto  abbiamo  visto,  non 
potrà  che  incontrare  un  numero  finito  di  linee  di  riflessione.  Se 
il  punto  B  è  esterno  a  A,  essa  traverserà  una  almeno  di  queste 
linee:  un  lato  di  A.  La  nostra  linea  sarà  quindi  divisa  in  un 
numero  finito  di  tratti  Zj,  l^,  .  .  .  .,  h  tali  che  il  punto  di  divi- 
sione di  due  tratti  appartiene  a  una  e  una  sola  linea  di  rifles- 
sione. Il  tratto  li  è  interno  a  A;  esso  avrà  due  estremi:  il  punto 
A  e  un  punto  A'  posto  sul  contorno  di  A.  La  riflessione  relativa 
a  quel  lato  di  A,  che  passa  per  A',  porterà  A  in  un  triangolo  A'j 
che  conterrà  al  suo  interno  il  tratto  l^.  Se  A"  è  F  estremo  di  ?2> 
distinto  da  A',  la  riflessione  attorno  a  quel  lato  di  A'  che  passa 
per  A"  porterà  A'  in  un  nuovo  triangolo  A",  che  conterrà  al  suo 
interno  Z3.  Così  continuando,  finiremo  col  portare .  A  in  un  altro 
triangolo,  che  contiene  il  punto  B. 

La  nostra  asserzione  è  cosi  dimostrata. 

Consideriamo  il  triangolo  A;  una  trasformazione  di  F,  che  lo 
trasformasse  in  sé  stesso,  non  potrebbe  che  permutarne  i  vertici 

Siri 

X  =  i^  X  =  co,  a?  =  e  ' .  Si  riconosce  facilmente  che  l' unica  tras- 
formazione (9)  o  (11),  che  possa  far  questo,  è  la  trasformazione 
identica.  Dunque  nessuna  trasformazione  di  F  (oltre  l' identità) 
lascia  fisso  il  triangolo  A.  Quindi,  per  le  nostre  considerazioni 
generali,  A,  0  uno  qualsiasi  dei  triangoli  equivalenti,  si  può  assu- 
mere a  campo  fondamentale  di  F.  Le  tre  trasformazioni 

.'  _  .  '  _  1  '  _   1 

JU    —  «^O)  '^    —  OCo  ~~"  -^7  «^    — 
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sono  le  tre  trasformazioni  di  F,  che  portano  A  in  uno  dei  trian- 
goli adiacenti,  e  sono  riflessioni  sui  tre  lati  di  A.  Queste  tre 
trasformazioni  formano  dunque  (§  24,  pag.  149)  un  gruppo  di 
trasformazioni  generatrici  per  T. 

Consideriamo  il  triangolo  A  e  uno  dei  triangoli  adiacenti  A': 

p. es.il  triangolo  A'  i  cui  vertici  sono  i  punti  x==i,x  =  co,  x^=e^ 
Considerati  insieme,  i  due  triangoli  A,  A'  formano  un  unico  campo 
fondamentale  D,  che  noi  diciamo  essere  un  campo  fondamentale 
per  G.  Infatti  un  punto  generico  B  di  tt;^  ha  un  punto  A  equi- 
valente in  A^  e  un  punto  equivalente  A'  in  A',  rispetto  al  grup- 
po r.  Dal  punto  A  si  passa  al  punto  A  mediante  la  simmetria  U 
definita  dalla  retta  ^  =  0.  Se  dunque  1^  trasformazione  T  di  T,  che 
porta  i^  in  ^  è  un  movimento  di  prima  specie,  ossia  appartiene 
anche  a  G,  la  trasformazione  T  dì  V  che  porta  B  in  A  è  uguale 
al  prodotto  U  T,  e  quindi  è  di  seconda  specie,  ossia  non  appar- 
tiene a  G.  Se  invece  la  T  è  di  seconda  specie  (non  appartiene 
a  G),  la  T'  è  di  prima  specie  (appartiene  a  G).  Esiste  dunque  en- 
tro D,  in  ambedue  i  casi,  uno  e  un  solo  punto  equivalente   a  B 

rispetto  a  G. 

e.  d.  d. 

Noi  considereremo  D  anche  come   un    quadrangolo,  conside- 
rando ir  punto  2  =  i  come  un  vertice  di  D.  In  tal  caso  D  avrà 

4  lati:  il  lato  che  va  dal  punto  x  =  oo  al  punto  a:;  =  e";  il  lato 
che  va  da  quest'  ultimo  punto    al   punto  x  =  i;  il  lato  che  va 

dal  punto  x  =  i   al   punto  £c  =  e  ^  ;  e  infine  il  lato    che  va  dal 

27rt 

punto  X  =  e'^  al  punto  x  =  co.  Il  primo  e  l' ultimo  lato  sono 
equivalenti,  perchè  la  trasformazione  (di  G) 

x'  -=  X  -\-  1 

porta  l' uno  nell'  altro  ;  il  secondo  e  il  terzo  lato  sono  pure  equi- 
valenti, perchè  la  trasformazione 

X 
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del  gruppo  G  porta  l'uno  nell'altro.  Queste  due  trasformazioni 
baistano  dunque  (§  24,  pag.  149)  a  generare  il  gruppo  modulare. 

Gruppo  di  Picard.  —  Si  dice  gruppo  di  Picard  il  gruppo  G 
delle  trasformazioni  : 

x  ==  "'  ^  j~t         (a  5  —  p  Y  =  1  oppure  a  5  —  p  y  =  /) 

dove  le  a,  P,  Y?  ^  sono  numeri  interi  complessi  di  Gauss,  vale  a 
dire  numeri  della  forma  a  -\-  ih  (dove  a,  b  sono  interi  razionali). 
Il  gruppo  G  di  Picard  è  chiaramente  p.  d.  t.  i.  Esso  non  lascia 
evidentemente  fisso  alcuna  retta,  o  alcun  cerchio  del  piano  della 
variabile  complessa  x  e  perciò  è  un  gruppo  kleiniano  (§  22, 
pag.  139).  Esso  si  può  quindi  considerare  come  gruppo  di  movi- 
menti in  uno  spazio  di  Bólyai  a  tre  dimensioni  (cfr.  anche  §  14, 
pag.  95),  che  noi  potremo  immaginare  rappresentato  conforme- 
mente su  un  semispazio  euclideo  -6'  a  tre  dimensioni,  limitato 
dal  piano  v:  della  variabile  complessa  x.  Noi  avremo  cosi  in 
questo  semispazio  un  gruppo  di  trasformazioni  conformi,  che 
trasformano  tz  in  se  stesso.  Anche  qui  la  trasformazione  x'  =  —  Xo 
rappresenta  una  simmetria  nella  metrica  di  Bólyai,  che  è  rap- 
presentata in  S.  Ampliando  G  con  questa  simmetria,  otterremo, 
come  sopra,  un  gruppo  T  in  cui  G  è  contenuto  come  sottogruppo 
di  indice  2.  In  P  sono  contenute  le  infinite  ^flessioni,  definite 
da  equazioni  del  tipo: 

oppure 

__  (a,  -1-  i  a,)  aro  +  (1  —  i)  P         /  .  4.  a^    i    o  o ,,  _  n 

dove  le  a,p,Y  sono  interi  reali  razionali.  Le  sfere  e  i  piani  di  ritìessio- 
ne  corrispondenti  dividono  S  in  poliedri  (tra  loro  equivalenti).  Uno 
di  questi  poliedri  è  quello  limitato  dai  piani,  che  intersecano  ortogo- 
nalmenteTilungole  rette  x-^Xo=^^iX-Xo=(),  ^— r--.==  .  — ^-, e  dalla 
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sfera,  che  taglia  ortogonalmente  n  lungo  il  cerchio  x  Xo  =  1^ 
Uno  di  questi  poliedri  può  servire  a  F  di  campo  fondamentale 
in  TC.  L' insieme  formato  da  due  consecutivi  di  questi  poliedri 
si  può  considerare  come  un  campo  fondamentale  di  G  in  8. 

Tutte  le  proprietà,  qui  soltanto  enunciate,  si  possono  dimo- 
strare con  metodo  analogo  à  quello  usato  per  studiare  il  gruppo 
modulare;  il  lettore  potrà  trovare  le  dimostrazioni  nelle  Lezioni 
sulla  teoria  delle  funzioni  di  variabile  complessa  del  prof.  Bianchi 
(§  25,  pag.  72  e  seg.)  o  nel  trattato  del  Fricke  (pag.  76  e  seg.). 

Gruppo  aritmetico  riproduttore  di  una  forma  quadratica  inde- 
finita. —  Tanto  il  gruppo  modulare,  quanto  il  gruppo  di  Picard 
si  possono  considerare  come  gruppi  di  movimenti  reali  in  una 
metrica  di  Bólyai,  ossia  come  gruppi  di  proiettività  reali  in  un 
piano,  o  in  uno  spazio,  che  trasformano  in  sé  stessa  una  conica 
reale,  o  una  quadrica  reale  non  rigata.  Noi  vogliamo  applicare 
i  metodi  precedenti  allo  studio  generale  dei  gruppi  aritmetici  ri- 
produttori G  (§  22,  pag.  136)  di  una  forma  quadratica  V=  '^a^XiTi-j 
a  coefficienti  interi  razionali,  quando  la  V=0  rappresenta  una 
quadrica  reale  Q  non  rigata  nello  spazio  S,  in  cui  le  a*,-  (i  <  n) 
sono  coordinate  omogenee.  Questi  gruppi,  che  si  possono,  come 
sappiamo,  considerare  tutti  come  gruppi  di  movimenti  in  una 
metrica  di  Bólyai,  che  abbia  Q  per  assoluto,  sono  pr.  dis.  nella 
regione  R  interna  a  Q.  Per  applicare  i  nostri  metodi,  noi  dob- 
biamo cominciare  con  la  determinazione  delle  riflessioni,  conte- 
nute in  G.  Le  riflessioni  non  sono  che  le  omologie  armoniche, 
trasformanti  Q  in  se  stessa,  che  lasciano  fissi  tutti  i  punti  di  un 
iperpiano  /,  che  interseca  la  E,  ossia  che  taglia  Q  in  punti  reali. 

Sia  S  hi  Xi  =  0  1'  equazione  di  /.  Ora,  mutando,  caso  mai,  i 
segni  di  tutte  le  a,-,.,  potremo  ottenere  che 

sia  la  condizione,  affinchè  un  punto  ;r,  sia  entro  A'.  Indicando 
con  Aik  il  complemento    algebrico   di  «.^  nel  determinante  \aik\i 
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il   polo  A  di  7  avrà  le  coordinate  S  A^^  &*.  ;  affinchè  I  attraversi 
R,  dovrà  essere 

S  a,,  S  xl,,  6,  S  A,,  h,  >  0, 

ossia,  posto  A  =  I  a,;t  i) 

A  S  ^,,  &.  &.  >  0. 
Ma,  per  le  ipotesi  fatte,  A  <;;  0.  Quindi 

La  ritlessione  determinata  da  /  non  è  che  1'  omologia  armo- 
nica, che  ha  I  come  iperpiano  di  omologia,  e  A  come  centro  di 
omologia.  Essa  è  quindi  definita  dalle  seguenti  equazioni: 

Si  verifica  facilmente  infatti  che  questa  proiettività  trasforma 
in  se  stessa  la  forma  V,  e  lascia  fissi  tutti  i  punti  dell'  iperpiano  /. 
Affinchè  questa  proiettività  appartenga  a  (r,  i  suoi  coefficienti 
devono  essere  numeri  interi  razionali.  Quindi  i  rapporti  delle  b 
devono  essere  razionali;  e  noi  potremo  supporre  che  le  6  siano 
interi  primi  tra  di  loro.  Il  numero  intero  S  Ag^  ft,  6^.  deve  essere 
un  divisore  dell'intero  2  bf  H  Ai^b^,  qualunque  sia  i.  Poiché  gli 
interi  6,  sono  primi  tra  di  loro,  l' intero  S  A,k  6,  b^  (che  sappiamo 
negativo)  deve  essere  un  divisore  di  2  S  A,^  b^  e  quindi  anche 
di  2  S  rt,.S  Alt  6fc  =  2  A  6,,  qualunque  sia  l.  E,  poiché  le  &,  sono 
interi  primi  tra  loro,  l'intero  negativo  S  A^^  bt  b^  deve  essere  un 
divisore  dell'intero  2  A,  che  è  pure  negativo.  Indichiamo  con 
5^  (a  ==  1,  2,  .  .  .  .,  ^)  i  divisori  negativi  (in  numero  finito  h)  del- 
l' intero  2  A.  Avremo,  per  quanto  abbiamo  detto,  che  deve  essere 
soddisfatto  almeno  uno  dei  seguenti  sistemi  di  equazioni 

S  S  A,,  6,  6fc  =  §:, 
^''^  }  2S  J,,6,^0(mod5,)  («  =  l,oppurea^2,....,oppurea  =  ^) 
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Ogni  sistema  di  numeri  interi  6  p/irni  tra  di  loro,  che  sod- 
disfi a  uno  degli  h  sistemi  (13),  ci  definisce  un  iperpiano  di  rifles- 
sione, ossia  una  riflessione  di  G.  Abbiamo  cosi  ricondotta  una 
parte  delle  nostre  ricerche  (che  è  spesso  la  fondamentale)  alla 
risoluzione  dei  sistemi  (13).  Ma  la  nostra  teoria  ci  dà  un  aiuto 
potentissimo  per  la  risoluzione  delle  (13).  Infatti  notiamo  che 
per  ogni  soluzione  di  (13)  è  individuata  una  riflessione  di  G. 
Date  due  tali  riflessioni  U,  V  se  ne  può  subito  trovare  una  terza 
U~^  V  U,  e  quindi,  continuando  in  modo  simile  se  ne  possono  tro- 
vare infinite  altre  V-'U  F,  V''  IJ-'  VUV,  U''  V  U''  VUVU,  ecc. 

La  teoria  dei  sistemi  (13)  presenta  perciò  una  notevole  ana- 
logia (che  non  è  soltanto  formale)  con  la  teoria  della  equazione 
di  Peli,  per  la  quale,  com'  è  noto,  basta  conoscere  la  soluzione 
minima  per  poter  trovare  tutte  le  altre  (*). 

Immaginando  di  avere,  in  un  modo  o  nell'altro,  risoluto  le 
equazioni  (13),  noi  avremo  determinato  tutte  le  riflessioni  di  G; 
queste  riflessioni,  moltiplicate  tra  di  loro  in  tutti  i  modi  possi- 
bili, genereranno  un  gruppo  G',  o  coincidente  con  G,  o  contenuto 
in  G  come  sottogruppo  invariante.  I  piani  di  riflessione  trovati 
divideranno  E  in  tante  regioni  parziali  Ko,  K^,  K2  .  .  .  .,  ciascuna 
delle  quali  potrà  servire  di  campo  fondamentale  a  G' (**). 

§  27.  —  I  gruppi  lineari  e  conformi  più  generali. 

Le  considerazioni  dei  due  ultimi  paragrafi  hanno  un"  impor- 
tante applicazione  al  problema  di  riconoscere  se  un  gruppo  li- 
neare o  conforme  qualsiasi  è,  o  non  è  pr.  dis.  Comincieremo  dal 
caso  dei  gruppi  lineari. 

Sia  G  un  gruppo  p.  d.  t.  i.  di  collineazioni  reali  o  complesse  in 

uno  spazio  S,  in  cui  .r'i,  à;^, oc,,  siano  coordinate  omogenee.  Come 

potremo  noi  riconoscere  se  il  gruppo  G  opera  o  non  opera  in  modo 


(*)  Cfr.UiKiCHLET-DEDEKiND,  Tcorid  dei  nuiueri.  Tiad.  it.  del  Faifofek. 
Pag.  142  e  seg. 

(**)  Nel  trjittiito  di  Kleine  Fhicke  (pag.  501  e  seg.)  si  studiano  mol- 
tissimi casi  imi'ticolari,  e  si  trovano  numerose  citazioni  bibliograflche. 
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pr.  dis.  sui  punti  reali  e  complessi  di  aS\  o,  ciò  che  è  lo  stesso,  sulle 

variabili     '  (i  =  1, 2, ,  w  -  - 1),  pensate  come  variabili  complesse  ? 

x„ 

Indichiamo  con  ^,  le  coordinate  omogenee  di  iperpiano  in  S,  e 
con  ^"  le  quantità  immaginarie  coniugate,  e  consideriamo  il  si- 
stema di  tutte  le  forme  F  quadratiche  a  coefficienti  reali  o  di 
tutte  le  forme  Hermitiane  nelle  §.  Sia  al  solito  S  uno  spazio  in 
cui  sono  coordinate  omogenee  i  coefficienti  (la  parte  reale  e  la 
immaginaria  dei  coefficienti)  delle  nostre  forme  F.  Sia  li  quella 
regione  di  S,  i  cui  punti  sono  immagine  di  forme  definite.  Il 
gruppo  G  diventa  in  S  un  gruppo  G',  che  trasforma  A*  in  se 
stessa,  ed  è  pr.  dis.  in  E  (ij  21,  teoremi  VI  e  VII,  pag.  128).  Noi 
potremo  anzi  per  i  risultati  del  §  26,  pag.  157-168,  immaginare  di 
aver  costruito  in  R  per  G  un  campo  fondamentale  À'o,  e  i  campi 
equivalenti  K^,  K,  . . . .  Tra  le  varietà,  che  formano  il  contorno  di 
^  c'è  la  varietà  W,  luogo  dei  punti,  a  cui  corrispondono  forme 
uguali  al  prodotto  di  due  fattori  lineari  ^ja^^,,  Sa"  ^.  (S  a,-  ^f,  S  a<  ?'•) 
(dove  con  a,,  a"  indico  costanti  immaginarie  coniugate).  Nel  primo 
caso  questi  due  fattori  rappresentano,  uguagliati  a  zero,  due  stelle 
immaginarie  coniugate  di  iperpiani,  ossia  in  sostanza  due  punti 
immaginarii  coniugati  di  S.  Nel  secondo  caso  il  primo  di  questi 
due  fattori  individua  l'altro,  e  rappresenta  una  stella  immagi- 
naria di  iperpiani,  ossia,  in  sostanza,  un  punto  immaginario  di  S. 
I  punti  di  W  sono  dunque  in  corrispondenza  biunivoca  e  con- 
tinua con  le  coppie  di  punti  immaginarii  coniugati  di  aS  o  coi 
punti  immaginarii  di  S.  Dunque:  Condizione  necessaria  e  suffi- 
ciente affinchè  G  sia  pr.  dis.  in  S,  pensato  come  luogo  dei  suoi 
punti  reali  e  cotnplessi,  è  che  G'  operi  in  modo  pr.  dis.  sulla  va- 
rietà  W  (che  è  a  2  w  —  2  dimensioni). 

Supponiamo  che  un  pezzo  Fo  a  2  n  —  2  dimensioni  di  W 
faccia  parte  del  contorno  di  uno  dei  campi  fondamentali  ^,  p.  es. 
di  Ko.  Esisterà  allora  pure  un  pezzo  jP,  a  2  w  —  2  dimensioni  di  W, 
che  fa  parte  del  contorno  di  Ki  (i  =  1,2,... .).  Sia  W  quella  por- 
zione di  W,  che  è  ricoperta  da  Fo,  F^,  ecc.  Evidentemente  il  gruppo 
G'  sarà  pr.  dis.  in  W,  in  quanto  che  due  punti  generici  di  Fo  non 
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potranno  essere  equivalenti  rispetto  a  G'\  e  quindi  G  sarà  pr.  dis. 

in  quella  parte  di  8,  i  cui  punti  sono  immagine  dei  punti  di  W . 

Viceversa  noi  ci  possiamo  chiedere:  Se  il  gruppo  G  è  pr. 
dis.  in  /S',  o  in  un  pe25zo  di  aS,  ossia  se  G'  è  pr.  dis.  in  W,  o  in 
una  parte  di  W,  accadrà  necessariamente  che  un  campo  Ki  abbia 
almeno  una  faccia  a  2  w  — 2  dimensioni  su  W'ì  Da  una  vaga 
intuizione  siamo  indotti  a  rispondere  affermativamente  a  questa 
domanda,  ossia  ad  enunciare  il  teorema  : 

Condizione  necessaria  e  succiente,  afjìnchè  G  sia  pr.  dis.  in  S, 
0  in  una  parte  di  S,  è  che  un  pezzo  a  ^1  n  —  2  dimensioni  di  W 
faccia  parte  del  contorno  di  Kq. 

Questo  teorema,  che  risolverebbe  in  generale  il  problema  di 
riconoscere  se  un  gruppo  proiettivo  generico  G  p.  d.  t.  i.  è,  o 
non  è  pr.  dis.,  non  è  ancora  dimostrato  completamente:  cioè,  men- 
tre la  condizione  enunciata  è  certo  sufficiente  come  noi  abbiamo 
vistO;  non  si  è  ancora  dimostrato  che  essa  sia  necessaria  (*).  Nel 
caso  dei  gruppi  kleiniani,  questo  teorema  equivale  a  un  procedi- 
mento già  usato  dal  Poincaré  ;  e  che  per  tali  gruppi  special- 
mente importanti  questa  condizione  sia  realmente  necessaria  e 
sufficiente  noi  dimostreremo  con  tutto  rigore  al  Capitolo  ottavo. 


(*)  Si  noti  clic,  se  F  è  un  pezzo  a  n  —  2  dimensioni  di  W,  e  se  nes- 
sun pezzo  Fu  n  —  2  dimensioni  di  F  appartiene  a  uno  stesso  camj)o 
fondamentale,  allora  in  ogni  intorno,  costruito  in  li,  di  un  punto  A  di  F 
penetrano  infiniti  campi  fondamentali.  Se  invece  Q  è  pr.  dis.  in  un  pezzo 
F  di  W,  per  ogni  punto  A  di  F  si  può  costruire  /<t  W  un  intorno,  due 
punti  distinti  del  quale  non  i)ossono  essere  equivalenti  rispetto  a  G.  Il 
dimostrare  che  le  condizioni  del  testo  sono  necessarie  equivale  duncjue  a 
dimostrare  che,  se  un  punto  A  di  W  è  punto  limite  di  infiniti  campi  fon- 
damentali, ossia  se  in  ogni  iiatorno  di  A,  costruito  in  li,  penetrano  infiniti 
campi  fondamentali,  allora  in  ogni  intorno  di  A,  costruito  in  W,  esistono 
punti  distinti  equivalenti  rispetto  a  G.  Ora  non  è  dimostrato  che:  1.  se,  per 
una  determinata  divisione  dello  spazio  lì  in  camjji  fondamentali,  nell'  in- 
torno di  A  penetrano  infiniti  campi  fondamentali,  il  gruppo  non  sia  pr. 
dis.  nell'intorno  di  A  costruito  in  B;  2.  che,  quand'anche  in  tal  senso  il 
gruppo  risultasse  impropriamente  dis.,  non  si  potrebbe  conchiuderne  sen- 
z'  altro  che  di  conseguenza  il  gruppo  sia  pure  improj^riamente  dis.  nell'  in- 
torno di  A  costruito  in   W. 
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Consideriamo  ora  un  qualsiasi  gruppo  G  di  trasformazioni 
conformi,  p.  d.  t.  i.,  in  uno  spazio  euclideo  aS'  a  w  —  2  ^  2  di- 
mensioni, in  cui  l/i,  1/21  •  •  •  •:  ^«-2  siano  coordinate  cartesiane  or- 
togonali. Noi  potremo  considerare  S  come  l' iperpiano  y„_i  =  0 
di  uno  spazio  euclideo  S,  in  cui  y^,  y^,  . .  .  .^  y„_^  sono  coordinate 
cartesiane  ortogonali.  E  noi  possiamo  immaginare  rappresentata 
conformemente  nella  regione  II  (?/„_i  ^  0)  di  S  una  metrica  di 
Bólyai,  in  guisa  che  ?/„_i  =  0  sia  l' immagine  dell'  assoluto  {§  10, 
pag.  67  e  seg.).  Ogni  trasformazione  conforme  in  S  individua 
(§  11,  pag.  64  e  seg.  e  nota  a  pag.  67)  una  trasformazione  in  S, 
che  è  un  puro  movimento  nella  citata  metrica  di  Bólyai;  il  gruppo 
G  individuerà  perciò  in  S  un  gruppo  T  di  movimenti  per  questa 
metrica.  I  gruppi  G^  F  trasformano  nello  stesso  modo  i  punti  di  >S. 
Il  gruppo  r  possiederà  un  campo  fondamentale  in  J?;  ed  eviden- 
temente, m  un  tale  campo  ha  qualche  faccia  su  S,  il  gruppo  G  sarà 
pr.  dÌ8.  in  aS,  0  almeno  in  quella  regione  di  aS',  che  è  coperta  dalle 
f accie  dei  campi  fondamentali  di  V  in  R.  In  questo  caso  si  può 
anche  dimostrare  il  teorema  reciproco  con  ogni  rigore;  che  cioè, 
se  nessun  campo  fondamentale  di  V  in  R  ha  f accie  fondamentali  su  S, 
allora  G  non  può  essere  pr.  dis.  in  alcuna  regione  di  S.  Di  questo 
teorema,  che  dà  un  metodo  generale  per  riconoscere  se  un  gruppo 
G  conforme  p.  d.  t.  i.  è,  o  non  è  pr.  dis.,  noi  non  daremo  qui  la 
dimostrazione,  perchè  essa  è  la  immediata  generalizzazione  di 
quella,  che  daremo  al  §  30  per  i  gruppi  kleiniani. 

Capitolo  Settimo.  —  Applicazioni  aritmetiche. 

§  28.  —  La  teoria  della  riduzione  delle  forme. 

Siano  fi  (aCj,  x.^,  .  .  .  .,  x„)  (i  =  1,  2)  due  forme  a  coefficienti 
interi  delle  variabili  x.  Se  dalla  fi  si  passa  alla  f^  con  una 
trasformazione  T  lineare  intera  omogenea  unimodulare  a  coeffi- 
cienti interi  sulle  x,  le  due  forme  si  dicono  equivalenti.  Per  giu- 
stificare questa  definizione,  si  osservi  che  in  tal  caso  anche  la 
T"'  è  una  trasformazione  a  coefficienti  interi,  lineare  intera  omo- 
genea unin^odulare  sulle  x,  e  che  si  ha  identicamente 
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fi  (•^1?  •  •  '  •:  X„)  ==  /2\-'       ^i)  •  •  •  •  j    -^       ;^n)' 

Cosicché,  se   per  certi  valori  interi  ^,-  si  ha 

/"i  (^1,  .  .  .  . ,  ^„)  =  m         (m  =  num.  intero), 
sarà  pure 

dove  le  yj  sono  numeri  interi  definiti  dalle  yj,-  =  T'^  ^;. 

Ciò  si  esprime  dicendo  che  i  numeri  interi  rappresentabili 
con  la  fi  sono  quelli  stessi,  che  sono  rappresentabili  con  la  f^, 
e  che  dall'  una  rappresentazione  si  passa  all'  altra  mediante  la 
trasformazione  lineare  T.  Tutte  queste  osservazioni  giustificano 
la  denominazione  sopra  introdotta  di  forme  equivalenti. 

Sorge  ora  la  domanda  di  riconoscere  se  due  date  forme  a 
coefiicienti  interi  sono,  o  non  sono  equivalenti,  e,  in  caso  affer- 
mativo, la  questione  di  riconoscere  quale  trasformazione  lineare 
T  porta  l' una  nelF  altra.  Per  rispondere  a  queste  domande  è 
sorta  la  teoria  della  riduzione  delle  forme:  la  quale  si  propone 
di  trovare  in  un  insieme  S  di  forme  un  insieme  subordinato  S , 
tale  che  ogni  forma  di  S  sia  equivalente  ad  una  forma  di  S  ; 
cosi  che  due  forme  di  S  sieno  equivalenti  allora  e  allora  sol- 
tanto, che  esse  sieno  equivalenti  alle  stesse  forme  di  S.  Questa 
teoria  si  presenta  nei  varii  casi  di  aspetto  assai  dififerente;  per 
ragioni  di  chiarezza  noi  dovremo  svolgere  anzitutto  alcune  con- 
siderazioni preliminari. 

Siano  G  e  G'  due  gruppi  isomorfi  di  trasformazioni  rispet- 
tivamente su  n  variabili  x^,X2,...,x„  e  su  m  variabili  ^j, «/g?  •  •  •  •  ? 2/»,? 
che  si  assumano  le  une  a  coordinate  in  uno  spazio  S,  le  altre  a 
coordinate  in  uno  spazio  S'.  Sia  E  una  regione  di  S,  che  ogni 
trasformazione  di  G  trasforma  in  se  stessa,  e  in  cui  G  è  pr.  dis. 
Sia  R'  una  regione  di  »S',  che  G'  trasforma  in  sé  stessa.  Supporremo: 

1.  Esiste  un  sistema  S  di  ^  equazioni 

S)        L  (xi  x.....x„,y,y.....y^)  =  0       (i  =  1,  2,  . . . . ,  h) 

tali  che,  se  due  punti  {x^  .  .  .  .  x„)  e  (y^  . .  .  .  y„)  di  aS'  e  di  S'  sod- 
disfano  a    esse,  altrettanto    avviene    dei   punti,   trasformati    del 


Capitolo  Settimo  —  §  2fi.  175 

punto  (.r)  e  del  punto  {y)  per  due  trasformazioni  corrispondenti 
qualsiasi  di  (r  e  di  G'.  In  altre  parole  i  gruppi  G,  G'  lasciano 
invariato  il  sistema  di  equazioni  S. 

2.  Se  (?/,  y.,  ....  ?/„)  è  un  punto  di  R,  i  punti  x,  che  soddisfano 
alle  S,  riempiono  una  varietà   F,  che  penetra  entro  R. 

3.  Il  punto  (y„  ?/2,  .  .  . .,  y^  di  i?'  è  completamente  determi- 
nato, quando  si  dia  il  pezzo    V  di    V,  che  penetra  in  R. 

4.  Il  gruppo  G  possiede  in  R  una  rete  di  campi  fondamen- 
tali Ko,  Ki,  K.>,  .... 

Un  punto  (ijc)  di  R  si  dirà  ridotto,  se  appartiene  al  campo  Ko; 
ogni  punto  di  R  sarà  equivalente  a  un  punto  ridotto,  e  in  gene- 
rale a  uno  solo.  Ciò  è  conseguenza  delle  prime  proprietà  dei 
campi  fondamentali. 

Un  punto  (//)  di  R'  si  dirà  ridotto,  se  la  varietà  V  corrispon- 
dente ha  qualche  punto  comune  con  Kq.  Ogni  punto  (//)  di  R  è 
equivalente  ad  almeno  un  punto  ridotto.  Infatti  sia  A  un  punto 
della  corrispondente  varietà  V,  che  appartenga  a  R.  Alla  od 
alle  trasformazioni  di  G,  che  portano  A  in  un  punto  A  di  Ko, 
corrisponderanno  in  G'  una,  o  più  trasformazioni,  che  portano 
iy)  in  un  punto  ridotto,  perchè  la  corrispondente  varietà  T"  ha 
almeno  il  punto  A  entro  À'o.  Non  si  può  affermare  però  che  un 
punto  generico  {y)  di  ]{  sia  equivalente  a  un  solo  punto  ridotto, 
perchè  potrebbe  avvenire  che  un  punto  ridotto  B  generico  di  R 
fosse  equivalente  a  punti  ridotti  distinti.  Se  p.  es.  la  varietà  F, 
definita  da  B,  oltre  che  aver  punti  comuni  con  Ko,  ha  qualche  punto 
comune  con  un  altro  campo  K(,  alla  trasformazione  di  G,  che  porta 
Ki  in  Ko  corrispondono  in  G'  una  o  più  trasformazioni,  che  portano 
B  in  un  punto  ridotto,  che  può  benissimo  essere  distinto  da  B. 

Due  punti  (y)  di  R'  saranno  equivalenti  rispetto  a  G',  allora  e 
allora  soltanto  che  essi  individuano  lo  stesso  punto,  o  lo  stesso  si- 
stema di  punti  ridotti. 

Notiamo  che  l'essere  un  punto  di  iiJ  o  di  /?'  Hdotto,  o  non 
ridotto  dipende  essenzialmente  dal  campo  fondamentale  scelto 
come  campo  À'o. 
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Notiamo  ancora  che  potrebbe  darsi  che  coincidessero  tanto 
i  gruppi  G,  G',  quanto  gli  spazii  S,  S'  e  che  B'  fosse  una  regione 
di  S,  distinta  dalla  li,  p.  es.  che  II  fosse  la  regione  formata  da 
quei  punti  di  S,  che  non  appartengono  a  B.  In  tal  caso  le  nos- 
tre definizioni  permettono  di  dare  una  teoria  della  riduzione 
tanto  nei  punti  (x)  della  regione  B,  ove  G  è  pr.  dis.,  quanto 
nella  regione  complementare  B'. 

Applichiamo  queste  idee  alla  teoria  delle  forme  algebriche  o 
Hermitiane.  Sia  dato  un  gruppo  T  di  trasformazioni  lineari  in- 
tere omogenee  unimodulari  sulle  variabili  2,,  z.^,  .  .  .  .,  2„  p.  d.  t.  i. 
Se  le  trasformazioni  di  T  sono  a  coefficienti  reali  (complessi) 
consideriamo  tutte  le  forme  F  algebriche  di  grado  pari  2  s  in 
queste  variabili  (le  forme  Hermitiane  (*)  di  queste  variabili).  Sia 
Si  lo  spazio,  in  cui  sono  coordinate  omogenee  i  coefficienti  (la 
parte  reale  e  la  parte  immaginaria  dei  coefficienti)  delle  forme  F. 
Una  forma  F  sarà  individuata  (tutto  al  più  a  meno  del  segno), 
quando  se  ne  dia  il  punto  immagine  in  Sj,  e  si  dia  il  valore  di 
un  suo  invariante  non  assoluto  e  differente  da  zero.  Se  i,,2.,, — ,is 
sono  un  sistema  completo  di  invarianti  per  le  nostre  forme,  i 
cui  gradi  sono  rispettivamente  w„  7i.2,  .  .  .  .,  Wjjj  tutte  le  trasforma- 
zioni di  r  lascieranno  invariante  il  sistema  di  quelle  forme  F, 
per  cui  il,  2*2,  .  .  .  . ,  ij  hanno  dei  valori  determinati.  Il  gruppo  G 

cioè  trasformerà  in  sé  stessa   ogni    varietà  di  /S', ,  rappresentata 

i"i 
da  equazioni  del   tipo  :    .^    ==  cost.         (a  =  2,  3,  .  .  .  .,  a). 

Sia  S  una  varietà  reale  di  questo  tipo,  e  supponiamo  esista 
una  regione  B  di  S,  ì  cui  punti  sono  immagine  di  forme  definite. 
Al  nostro  gruppo  V  corrisponderà  in  S  un  gruppo  G  che  in  B 
possiede  campi  fondamentali  (§  25,  pag.  158).  Noi  dunque  potremo, 
usando  delle  definizioni  sopra  esposte,  costruire  una  teoria  della 
riduzione  per  i  punti  di  B,  e  quindi  per  le  corrispondenti  forme  F, 


(*)  Le  forme  Hermitiane  non  sono  che  forme  iperalgebriche,  (cioè 
forme  algebriche  dipendenti  dalle  x,  xo,  che  hanno  sempre  valori  reali) 
di  secondo  grado.  Noi  potremmo  considerare  anche  forme  iperalgebriche  di 
grado  più  elevato,   (Cfr,  la  nota  al  $  21,  pag.  128). 
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quando  si  convenga  di  chiamare  ridotta,  o  non  ridotta  una  forma 
F,  secondo  che  il  punto  corrispondente  in  *S^  è  ridotto,  o  non  ridotto. 
Quanto  abbiamo  fin  qui  detto  si  applica  alle  forme  definite; 
e,  nel  caso  che  il  gruppo  F  sia  il  gruppo  delle  trasformazioni 
lineari  intere  omogenee  unimodulari  a  coefficienti  interi  sulle  z, 
la  nostra  definizione  non  è  che  una  semplicissima  generalizza- 
zione di  quanto  si  fa  nella  ordinaria  teoria  dei  numeri.  In  que- 
sta teoria  si  dice  infatti  che,  se  yS'  è  un  insieme  di  forme  definite, 
le  forme  di  un  insieme  ^o,  subordinato  ài  S,  si  possono  chiamare 
ridotte,  se  ^o  è  tale  che  ogni  forma  di  S  sia  equivalente  a  una 
e  in  generale  a  una  sola  forma  di  ^o.  Anzi  la  nostra  teoria  at- 
tuale permette  di  giustificare  tale  definizione,  per  le  forme  defi- 
nite di  grado  qualsiasi,  e  di  mostrare  quanto  vi  sia  di  indeter- 
minato in  tale  definizione,  per  la  indeterminazione  che  esiste 
(§  24,  pag.  147)  nella  scelta  del  campo  fondamentale  Ko. 

Supponiamo,  per  fissare  le  idee,  che  le  trasformazioni  di  F 
siano  a  coefficienti  reali  ;  e  consideriamo  tutte  le  forme  F  delle 
z  di  uno  stesso  grado  t  (che  può  anche  essere  uguale  a  2s).  Sia 
S\  lo  spazio,  ove  sono  coordinate  omogenee  i  coefficienti  delle  F' 
(che  potrà  anche  coincidere  con  aS,).  Al  gruppo  F  corrisponderà 
in  *S",  un  gruppo  proiettivo  G'.  Se  j,,  ja,  . . . .,  jV  sono  un  sistema 
completo  di  invarianti  per  le  forme  F,  i  cui  gradi  sono  rispetti- 
vamente m„  m,,  — ,  m^.,  il  gruppo  G\  trasformerà  in  sé  ogni  va- 
rieta,  definita  da  una  o  più  equazioni*'.^-  =  cost.  (a  =  2,  3,  . . . .,  x). 

Sia  >S"  una  di  queste  varietà,  che  supponiamo  reale.  Siano 
/„  /;,....,/;,  invarianti  simultanei  di,  una  forma  /^  e  di  una 
forma  F'.  Le  /  saranno  funzioni  dei  coefficienti  x  di  una  forma 
F  e  dei  coefficienti  y  di  una  forma  F'.  Potrà  darsi  che  in  S' 
esista  una  regione  J{  tale  che  ai  gruppi  G,  G'  si  possano  appli- 
care le  considerazioni,  che  abbiamo  esposte  nelle  prima  parte 
del  presente  paragrafo.  In  tal  caso  noi  potremo  costruire  una 
teoria  della  riduzione  delle  forme  F'  corrispondenti  ai  punti  di  7?', 
anche  se  esse  non  sono  forme   definite.  L'importanza  di  queste 
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considerazioni  (che  si  estendono  facilmente,  come  vedremo  nel 
§  29,  alle  forme  Hermitiane)  risulterà  più  chiara  dalle  applica- 
zioni future.  Vedremo  (§  29)  che  esse  costituiscono  una  ampia 
generalizzazione  della  teoria  di  Gauss  della  riduzione  aritmetica 
delle  forme  quadratiche  indefinite. 

E  facile  riconoscere  clie  i  nostri  attuali  procedimenti  permettono  di 
estendere  la  teoria  aritmetica  della  ridusione  anche  a  forme,  i  cui  coefifl- 
cienti  sono  interi  in  un  campo  algebrico  qualsiasi  H■^  (*).  Supponiamo  per 
fissare  le  idee  che  sia  i/j  che  i  campi  coniugati  I]„,  H^,  .  .  .  . ,  Hp  siano 
campi  di  numeri  reali.  Consideriamo  il  gruppo  Gj  delle  trasformazioni  Pj 
lineari  intere  omogenee  unimodulari  sulle  z,  i  cui  coefficienti  sono  nu- 
meri interi  nel  campo  H^.  Il  gruppo  G^  potrà  anche  contenere  trasfor- 
mazioni infinitesime  (di  Klein),  in  qiumto  che,  com'è  ben  noto,  in  un  campo 
algebrico  possono  esistere  infiniti  numeri  interi  minori  in  valore  assoluto 
di  una  costante  finita.  Parrebbe  dunque  che  le  nostre  considerazioni  non 
fossero  applicabili  al  caso  attuale.  Ma  la  difficoltà  si  supera  con  un  facile 
artificio  ($  22,  liag.  135).  Indichiamo,  per  simmetria,  le  variabili  z  con 
z'^'^'>  .  E  consideriamo  p  —  1  nuovi  sistemi  di  variabili  z^^\  zl^\  .  .  .  .  ,  z^p") 
(i  =  1,  2,  .  .  . . ,  r).  Sia  Pfc  quella  trasformazione  sulle  z^'^^  (k  =  2,  . .. .,  p), 
i  cui  coefficienti  sono  gli  interi  del  campo  iZ^. ,  coniugati  dei  coefficienti 
omologhi  della  P^.  Le  Pj,  Pg,  . . . . ,  Pp  non  possono  essere  contemporanea- 
mente infinitesime,  perchè  in  ogni  campo  algebrico  non  possono  esistere 
infiniti  numeri  interi  minori,  insieme  agli  interi  coniugati,  di  una  costante 
finita.  Quindi  la  trasformazione  mista  P,  prodotto  delle  trasformazioni 
parziali  Pj,  Pj,  .  .  .  . ,  Pp  (§  4,  pag.  14),  non  può  mai  essere  infinitesima. 
Il  gruppo  G  generato  dalla  P,  che  è  isomorfo  ai  gruppi  (?,•  generati  ri- 
spettivamente dalle  Pi  ,  è  dunque  p.  d.  t.  i.  Sia  P,  una  forma  delle  z^^^  a 
coefficienti  interi  nel  campo  algebrico  U^  ;  e  sia  Ff  la  forma ,  che  se  ne 
deduce  sostituendo  alle  z''^'^  le  z^'\  e  ai  coefficienti  gli  interi  omologhi  in 
Hf  (i  =  2,  S,  .  .  .  . ,  p).  Diremo  che  le  P,-  sono  le  forme  coniugate  della  Pj. 
Porremo 

(14)  F  ^^^oii  Fi  (cCi  =  costanti  generiche). 

E  ben  evidente  che,  se  una  trasformazione  P^  di  G-^  porta  F^  in  una 
forma  analoga  F\ ,  la  trasformazione  corrispondente  P  Ai  G  porta  la  forma 
F  nella  forma 

P'  =  S  a,-  F'i  , 

dove  le  P',-  (i  =  2,  3,  .  .  .  . ,  p)  sono  le  forme  coniugate  di  F\. 

Se  noi  dunque  avremo  costruito  per  un  certo  sistema  di  forme  P  una 
.teoria  delia,  riduzione  relativa  al  gruppo  G,  avremo  contemporaneamente 


{*)  Cfr.  Dirichlet-Dedekind,  loc.  cit.  Gap.  11. 
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costruito  unii  teoria  della  riduzione  per  il  sisteniìi  corrispondente  di  for- 
me F^  relativamente  al  gruppo  aritmetico  Gj ,  quando  si  convenga  di 
(chiamare  ridotta,  o  non  ridotta  una  forma  F^,  secondo  che  è,  o  non  è  ri- 
dotta la   forma   F  corrispondente. 

§  29.  —  La  riduzione  delle  forme  quadratiche  od  Hermitiane. 

n 

Sia  S.-fc  rt.fc  Zi  z^  una  forma  quadratica  nelle  n  variabili  z,  a 
coefficienti  reali.  Essa  sarà  determinata,  (tutf  al  più  a  meno  del 
segno)  quando  si  dia  il  valore  D  del  suo  discriminante  la»],  e 
il  punto  che  è  immagine  di  detta  forma  nello  spazio  S,  in  cui 
le  rt.t  sono  coordinate  omogenee.  Il  gruppo  T  delle  trasforma- 
zioni lineari  intere  omogenee  unimodulari  a  coefficienti  interi 
razionali  sulle  z  dà  origine  a  un  gruppo  G  proiettivo  in  S^  che 
possiede  campi  fondamentali  (§  25,  pag.  157)  in  quella  regione  R 
di  S^  che  è  immagine  di  forme  F  definite.  Se  Ko  è  un  tal  campo 
fondamentale,  una  forma  definita  si  dirà  ridotta,  se  il  suo  punto 
immagine  è  dentro  Ko. 

Cerchiamo  ora  di  costruire  una  teoria  della  riduzione  delle 
forme  F'  quadratiche  indefinite.  Sia  S  6,,..  Zi  Zj,  una  tale  forma  ; 
essa  avrà  per  immagine  un  punto  di  *S',  posto  nella  regione  R, 
complementare  di  R.  Sia  B^f,  il  minore  complementare  di  6,t 
nel  determinante  j  6,,.  | .  La  quantità  /  =  2  a,fc  Bue  sarà  un  inva- 
riante simultaneo  di  una  forma  2^  e  di  una  forma  F'.  Se  noi 
teniamo  fissa  la  F\  la  equazione  7=2  «.j.  Bt^  ==  0  definisce  un 
iperpiano  in  S.  Viceversa,  se  è  dato  questo  iperpiano,  e  se  è 
noto  il  discriminante  16^1  di  Fj  le  5,^,  le  6^,  e  quindi  anche  la 
forma  F'  restano  individuate,  tutf  al  più  a  meno  del  segno. 
Dimostrerò  che  nelle  nostre  ipotesi  l' iperpiano  7  =  0  penetra 
entro  R.  Notiamo  anzitutto  che  ogni  trasformazione  reale  lineare 
intera  omogenea  unimodulare  sulle  z,  che  porti  una  forma  F'  in 
una  forma  F\,  dà  origine  in  /S^  a  una  trasformazione,  che  lascia 
invariante  la  R,  e  che  porta  l' iperpiano  corrispondente  alla  F 
nell' iperpiano  corrispondente  alla  F\.  Noi  potremo  dunque  ser- 
virci di  una  tale  proiettività   per   ridurre  F'  a  forma  canonica 
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S  bii  2i,  e  dimostrare  soltanto  per  le  F'  ridotte  a  forma  canonica 
che  l' iperpiano  corrispondente  ha  punti  comuni  con  R.  Essendo 
i^'  =  S  ha  z\  indefinita,  le  ò,-,- ,  e  cosi  le  B^  non  potranno  avere 
tutte  lo  stesso  segno.  Si  potranno  quindi  trovare  delle  costanti 
positive  ttii  tali  che  S  «„■  B^  :=:^  0.  Il  punto  di  li,  immagine  della 
forma  definita  S  a,.,.  z%  giace  sull'  iperpiano  corrispondente  alla 
nostra  forma  indefinita.  E  quindi  tale  iperpiano  attraversa  R. 

e.  d.  d. 

Tanto  basta,  perchè  risulti  senz'altro  l'applicabilità  dei  nostri 
procedimenti  al  caso  attuale  ;  come  esempio,  noi  completeremo 
il  nostro  studio  per  il  caso  di  w  =  2,  cioè  per  il  caso  di  forme 
binarie  X  zi  -{-  2  [x  2,  z.^  -f  v  z:.  Lo  spazio  aS'  è  in  tal  caso  il  piano, 
in  cui  le  /\,  [i,  V  sono  coordinate  omogenee.  Il  gruppo  G  è  un 
gruppo  di  movimenti  in  una  metrica  a  curvatura  costante  ne- 
gativa, che  ha  per  assoluto  la  conica  C  definita  dalla  X  v  —  [jl^  =  0. 
La  regione  R  è  la  regione  dei  punti  interni  a  tale  conica:  i 
punti  di  R  sono  immagine  di  forme  definite.  Per  costruire  in  R 
un  campo  fondamentale  A'o,  ricorreremo  alla  rappresentazione 
conforme  della  nostra  metrica  sul  semipiano  positivo  ^r  di  una 
variabile  complessa  -x  =  X  -[-  i  Y  (§§  10,  14),  rappresentazione 
che  è  definita  dalla  •; 

'      (16)^-     ■:-      XA,iY^-~^-ri\^^'~^'^ 
1  V     '  ,     j  V  j 

Queste  formole  si  possono  facilmente  dedurre  dalle  (26)'  del 
§  14,  (pag.  81),  o,  ciò  che  in  fondo  è  lo  stesso  (cfr.  loc.  cit.),  dalle 
(16)'  (16)"  del  §  10  (pag.  60).  Ponendo  infatti  in  queste  ultime 
formole  n  =  3,  y,  =  X,y,=  F,  x,  =  {a,  :ì\  =  ^  ~y^  ^x^  =  —  ^-"  , 
esse  si  riducono  alle  precedenti  formole  (15),  mentre  l'equazione 
^1  j-  oo\  —  as'a  =  0,  che  definisce  F  assoluto  nelle  notazioni  del 
§  10,  diventa  appunto  la  X  v  —  [Jt^  =  0,  che  definisce  1'  assoluto 
nelle  notazioni  attuali.  Una  forma  definita  X  z\  -\-  2  \x  z^  z.^  -];-  "^  zi 
ha  un  punto  immagine  nella  regione  R  di  S:  il  punto  corrispon- 
,d ente  di  7t  è  per  la  (15)  il  punto,  in  cui  la  variabile  complessa  x 
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è  uguale  a  quella  delle  radici  dell'equazione  X-f- 2  |x  ir -f  v  a;^  =  0, 
che  ha  positivo  il  coefficiente  della  parte  immaginaria. 

Se  ne  deduce  facilmente  che  il  gruppo  G,  considerato  come 
gruppo  di  trasformazioni  sui  punti  x  di  ti,  è  il  gruppo  modulare* 
E  dal  §  26  (pag.  164)  noi  sappiamo  che  la  regione  definita  dalle 

è  un  campo  fondamentale  Ko  di  (r  in  k.  Potremo  dunque  chia- 
mare una  forma  definita  X  z\  -\-  2  [i  Zy  z.,  -f  v  2^  ridotta,  allora  e  al- 
lora soltanto  che  il  suo  punto  immagine  è  in  Ko^  ossia  che 

(16)  1  v|  ^2   ||x|  ;  |Xf^   I  V  !  . 

Ogni  forma  definita  è  equivalente  dunque  a  una,  e  in  gene- 
rale a  una  sola  forma,  per  cui  siano  soddisfatte  le  (16). 

Passiamo  ora  allo  studio  delle  forme  7  2i  -f  2  m  Zt  z.,  +  n  zi 
indefinite.  L'invariante  simultaneo  /delle  forme  • 

Xz'l  +  2\i.ZiZ.2  -\-  yzl,  lzi-\-  2  m  z^  z.^  +  n  zi, 

è 

/  =  X  w  -f  ?  V  —  2  «i  [1 . 

L'equazione  7  =  0  rappresenta  in  S,  quando  si  considerino 
le  l,  m,  w  come  quantità  fisse,  le  X,  {Ji,  v  come  coordinate  correnti, 
la  retta  polare  del  punto  (Z,  m,  n]  rispetto  alla  conica  assoluto  C. 
A  questa  retta  corrisponde  per  le  (16)  in  ti  il  cerchio 

71  (Z^  -f   ¥■')  +  2  m  Z  +  Z  =  0. 

Il  quale  è  quel  cerchio  che  taglia  ortogonalmente  l'asse  delle  X, 
nei  due  punti,  le  cui  ascisse  sono  le  radici  della  nX^  -\-2mX-\-l==0, 
La  nostra  forma  sarà  ridotta  allora  e  allora  soltanto  che  que- 
sto cerchio  ha  qualche  punto  comune  con  Ko,  ossia  allora  e  allora 
soltanto  che 

^  n  ^  (f         n  {n  -\-  m  -\-  l)  -^  0,     oppure 
(17)  •   ?^  4=  0        n  (n  —  w  -|-  Z)  <  0,     oppure 
(  «=0         \l\  ^  \m\. 

Ogni  forma  indefinita  è  equivalente  ad  almeno  una  forma, 
per  cui  sono  soddisfatte  le  (17). 
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Restringiamoci  ora  a  studiare  le  forme  a  coefficienti  interi 
razionali.  Dalle  (16),  (17)  si  ricava  facilmente  che  esiste  soltanto 
un  numero  finito  di  forme  ridotte  di  dato  discriminante  (*).  Ora 
osserviamo  che,  se  y  è  il  cerchio  immagine  di  una  forma  ridotta 
indefinita  TFo,  il  cerchio  y  incontrerà  in  generale,  oltre  al  trian- 
golo Koi  infiniti  altri  triangoli  fondamentali  K^^  K,,  K3 ....  Le 
trasformazioni  T  che  portano  uno  di  questi  triangoli  nel  trian- 
golo Ko,  trasformeranno  TF»  in  nuove  forme  ridotte  TFi,  W^,  Ws 

che  hanno  tutte  lo  stesso  discriminante  di  Wo.  Ma,  poiché  le 
forme  ridotte  di  dato  discriminante  sono  in  numero  finito,  que- 
ste forme  si  debbono  ridurre  a  un  numero  finito  di  forme  di- 
stinte, che  si  diranno  costituire  un  periodo  di  forme  ridotte.  Tra 
le  trasformazioni  T  ne  esisteranno  perciò  infinite,  che  portano 
Wo  in  S9  stessa;  e  che  costituiscono  il  gruppo  aritmetico  ripro- 
duttore di  Wo.  Ecco  cosi  ritrovati  i  teoremi  fondamentali  di 
Gauss  della  teoria  delle  forme  binarie  a  coefficienti  interi  razionali. 

In  modo  completamente  analogo  si  possono  studiare  le  forme 
Hermitiane  binarie 

a  Zi  z'i  -f-  {h  -^  i  e)  Zi  2^  -f-  (6  —  i  e)  zi  z.,  -f  d  z.,  zi , 

e  stabilire  una  teoria  della  riduzione  rispetto  al  gruppo  T  delle 
trasformazioni  lineari  intere  omogenee  (a  modulo  uguale  alo 
a  i)  sulle  2i,  z.,^  i  cui  coefficienti  sono  interi  di  Gauss,  ossia  sono 
numeri  del  tipo  :  a  -j-  «  P,  dove  a,  P  sono  interi  razionali. 

In  questo  caso  S  h\o  spazio  a  tre  dimensioni,  in  cui  a,  b,  e,  d 
sono  coordinate  omogenee,  e  in  cui  è  definita  una  metrica  iper- 


(*)  Infatti,  se  j).  es.  si  tratta  di  foiuie  definite,  e  X  V  —  (Ji-'  =  J^  >  0> 

v^      3 
dalle  (16)  si  trae  successivamente  D  =  X  v  —  |X^  ^  v'  —  [J-^  ^  v"  —  ,=  ,  v^. 

Dunque  l'intero  y  e,  jjer  la  i)rinia  delle  (16),  anche  Finterò  |j.  può  avere 
soltanto  un  numero  finito  di  valori.  Infatti  da  queste  formole  si  deduce  che 

1  -  i>  4-  IJ,^ 

I  |A  I  <  5  I  V  I  <       ;     \/D.  Altrettanto   avverrà  anche  di  X  =  — -^-*-  . 

In  modo  affatto  analogo  si  tratta  il  caso  di  forme  indefinite. 
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bolica,  il  cui  assoluto  è  la  quadrica  ad  —  6^  —  c^  =  0.  La  re- 
gione R  è  la  regione  interna  a  questa  quadrica,  e  si  può  rap- 
presentare su  un  semispazio  euclideo  ti,  in  guisa  che  la  nostra 
metrica  iperbolica  sia  conformemente  rappresentata  in  7r. 

Applicando  i  nostri  procedimenti  precedenti,  troveremmo  fa- 
cilmente che  una  forma  ha  per  immagine  in  S  un  punto,  che 
appartiene  a  B,  se  la  forma  è  definita,  ed  ha  rispetto  alla  qua- 
drica assoluto  un  piano  polare  intersecante  R,  se  la  forma  è 
indefinita.  Troveremmo  pure  che  in  tt  una  forma  definita  ha  per 
immagine  un  punto,  una  forma  indefinita  ha  per  immagine  una 
semisfera,  che  taglia  ortogonalmente  il  piano  limite  di  tì. 

Il  gruppo  G  e  ì\  gruppo  di  Picard,  per  cui  noi  abbiamo  già 
trovato  (§  26,  pag.  167)  un  campo  fondamentale  Ko.  Noi  potremmo 
dunque  senz'  altro  dedurne  una  teoria  della  riduzione  per  le  no- 
stre forme. 

Preferiamo  dare  al  metodo  altra  forma,  che  è  estendibile 
pure  a  forme  Hermitiane  in  n  variabili,  e  di  cui  mostreremo 
anche  altre  applicazioni. 

Al  gruppo  r  sulle  z,,  z.^  corrisponde  sulla  variabile  complessa. 

aj  =  —  il  gruppo  di  Picard.  Una   forma   Hermitiana,  uguagliata 
z^ 

a  zero,  rappresenta  sul  piano  a  della  x  un  cerchio  reale,  o  im- 
maginario, secondo  che  la  forma  è  indefinita,  o  definita. 

Se  una  trasformazione  di  F  porta  una  forma  F  in  una  forma 
t\,  la  corrispondente  trasformazione  del  gruppo  di  Picard  porta 
il  cerchio  F  =  0  nel  cerchio  F^  =  0.  Se  ora  noi  consideriamo 
un  semispazio  euclideo  ti,  che  abbia  come  piano  limite  il  piano 
a  della  variabile  complessa  x,  è  ben  noto  che  noi  possiamo  im- 
maginare una  metrica  a  curvatura  costante,  iperbolica,  rappre- 
sentata conformemente  in  tt,  in  guisa  che  ai  movimenti  in  tale 
metrica  corrispondano  in  tc  trasformazioni  conformi,  che  portano 
un  cerchio  o  una  sfera  in  un  altro  cerchio,  o  in  un'altra  sfera, 
e  che  la  corrispondente  trasformazione  indotta  sul  piano  a  d«lla 
variabile  complessa  x  sia  una  trasformazione  lineare  sulla  va- 
riabile X.  E  viceversa. 
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In  parttcolaTé  il  gruppo  di  Picard  individua  un  gruppo  di 
movimenti  nella  nostra  metrica. 

Sia  F  una  delle  nostre  forme  Hermitiane  definite:  per  il 
cerchio  F  =  0  passa  una  e  una  sola  sfera  di  raggio  nullo,  defi- 
nita da  un' equazione  a  coefficienti  reali,  che  abbia  il  centro  0 
in  7c.  E  il  punto  0  sarà  l'unico  punto  reale  di  detta  sfera.  Se 
noi  assumiamo  in  n  il  punto  0  come  punto  immagine  della 
forma  Fj  è  ben  evidente,  per  quanto  abbiamo  detto,  che  a  una 
trasformazione  di  T  che  porti  F  in  una  forma  Fi  corrisponde 
nella  nostra  metrica  un  movimento  che  porta  il  punto  immagine 
di  F  nel  punto  immagine  di  i^i. 

Sia  invece  F  una  delle  nostre  forme  Hermitiane  indefinite  ; 
noi  assumeremo  come  semisfera  immagine  di  F  nel  semispazio  ti 
quella  semisfera  che  taglia  ortogonalmente  il  piano  della  x  lungo 
il  cerchio  i^  =  0.  A  una  trasformazione  di  T,  che  porti  F  in  una 
forma  i^j,  corrisponde  un  movimento  nella  nostra  metrica  che 
porta  la  semisfera  immagine  di  F  nella  semisfera  immagine  di 
Fi.  Siano  X,  Y,  Z  coordinate  cartesiane  ortogonali  in  tì,  tali  che 
X  =  X  ^  ìY]  un  poliedro  fondamentale  Kq  del  nostro  gruppo  in 
Ko  è  p.  es.  (§  26,  pag.  167)  il  poliedro  limitato  dai  piani  X=^  |,  F=0, 
y  =  X,  e  dalla  sfera  X^  -\-  Y'^  -\-  Z^  ^=  1.  Noi  potremo  allora  chia^ 
mare  ridotte  le  forme  definite,  il  cui  punto  immagine  appartiene 
a  A^o,  e  le  forme  indefinite,  la  cui  sfera  immagine  ha  qualche 
punto  comune  con  Ko. 

.    E,  con  ragionamenti  afifatto  simili  a  quelli  svolti  per  le  forme 
quadratiche,  troveremmo  che  : 

Le  forme  ridotte  Hermitiane  di  dato  discriminante,  i  cui 
coefficienti  sono  interi  di  Gauss,  sono  in  numero  finito.  Ogni 
forma  definita  generica  è  equivalente  a  una  sola  forma  ridotta; 
ogni  forma  indefinita  è  equivalente  a  un  numero  finito  di  forme 
ridotte. 

Per  ogni  forma,  F  Herniitiana  indefinita,  i  cui  coefficienti 
4^ono;  interi  di  Gauss,  esistono  infinite  trasformazioni  di  T,  "che 
trasformano  F  in  so  stessa.  '_ 
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Il  metodo,  che  qui  sopra  abbiamo  espostole  suscettibile  di 
applicazione  anche  alle  forme  di  Dirichlet,  cioè  alle  forme 
F  =  {a  -\-  ih)  z\  +  2  (e  -f  «  <^)  2,  z..  \-  (h  ^  i  k)  z].  Ogni  tal  forma  F 
definisce,  quando  venga  uguagliata  a  zero,  due  punti  A,  B  del. 
piano  della  variabile  x  =  ' .,  E  se  noi  diamo  il  discriminante 
di  F,  e  quel  cerchio  di  r,  che  incontra  ortogonalmente  nei  punti 
A,B  il  piano  della  jc,  avremo  individuata  la  forma  -F  (a  meno  del 
segno).  Noi  potremo  quindi  assumere  tale  cerchio  come  cerchio 
immagine  della  F.  Ed  è  poi  ben  evidente,  che  se  una  trasfor- 
mazione del  gruppo  F  sulle  variabili  2„  z.^  porta  F  in  una  forma 
jPi,  il  corrispondente  movimento  non  euclideo  porterà  il  cérchio 
immagine  di  F  nel  cerchio  immagine  di  F-^.  Potremo  poi  chia- 
mare ridotta  una  delle  nostre  forme  F,  se  il  suo  cerchio  imma- 
gine ha  puiiti  comuni  con  K^:  e  ancora  è  vero  che  ogni  forma 
jP  è  equivalente  ad  almeno  una  forma  ridotta.  Il  lettore  troverà 
un  amplissimo  svolgimento  di  questi  studii  particolari  nel  trat- 
tato di  Klein  e  Fricke  (voi.  I,  pag.  448-501). 

Capitolo  Ottavo.  —  I  gruppi  fuchsiani  e  kleiniani. 
§  30.  —  Proprietà  fondamentali. 

Nel  §  22  (pag.  137)  noi  abbiamo  già  parlato  dei  gruppi  fuóhsiani 
e  kleiniani:  riprenderemo  ora  con  maggiori  particolari  lo  studio 
di  questi  gruppi,  di  speciale  importanza,  e  continueremo  a  usare 
le  notazioni  introdotte  al  §  22.  ' 

Neri  abbiamo  in  sostanza  al  §  22  definiti  i  gruppi  fuchsiani 
come  i  gruppi  p.  d.  t.  i.  di  trasformazioni  lineari  su  una  variabile 
ic  =  5  4-i>],  che  trasformano  in  se  stesso  un  cerchio  o  una  retta 
reale  del  piano  tc  della  variabile  complessa  £c,  e  trasformano  in 
se  stessa  ciascuna  delle  regioni,  in  cui  questa  retta,  o  questo 
cerchio  dividono  tt. 

Accanto  a  essi  sono  pure  da  ricordarsi  i  gruppi  di  trasfor- 
mazioni lineari  sulla  variabile  complessa  ce,  che  trasformano  in 
se  un  cerchio  C  immaginario,  ma  che  pure  è  definibile  con  una 
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oc 
equazione  sulle  i,^  f]  a  coefficienti  reali.  Se  noi  poniamo  x  =  -—  , 

«3/2 

evidentemente  ogni  tale  cerchio  C  si  può  definire,  ponendo 
uguale  a  zero  una  forma  Hermitiana  definita  F  delle  a?! ,  x^^  e 
viceversa.  Ora,  se  x  =  ^- — 4--^'  («'  =  1,  2,  .  . . .)  sono  le  trasforma- 

r.-  X  -f  5,. 

zioni  di  G^  e  se,  come  possiamo  supporre  a,- 5,- —  P^y,-  =  1,  il  gruppo 
(r  è  isomorfo  al  gruppo  G'  delle 

£c'i  =  +  (a..  Xy  +  Pi  r^a)  x-'g  =  +  (Ti  ^i  +  ^i  ^2)» 

il  quale  evidentemente  deve  trasformare  la  forma  F  in  se  stessa. 

Poiché  F  è    definita,  il  gruppo  G',  e   quindi  anche  il  gruppo  G 

sono  composti  di  un  numero  finito  di  trasformazioni  (§  23,  pag.  142). 

Viceversa  ogni  gruppo  G  discontinuo  finito  di  trasformazioni 

lineari  x  = P-§  sulla  x  trasforma  in  sé  stesso  un  cerchio  C 

di  Tc,  immaginario,  ma  rappresentabile  con  un'equazione  a  coef- 
ficienti reali  sulle  ?,  yj.  Infatti,  posto  «  =  —,  il  gruppo  G  é  iso- 

X2 
morfo  al  gruppo  G\  generato  dalle 

x\  =  +  (a  Xi  -\-  ^  X2),  X2  =  +  (y  a?i  +  5  X2). 

Se  4  è  una  forma  Hermitiana  definita  delle  Xi,  x^  e  A\  A", .... 
sono  le  forme  trasformate  di  A  mediante  le  operazioni  di  G\  il 
gruppo  G'  trasforma  in  sé  stessa  la  forma  Hermitiana  definita 
F  =  A  -\-  A  -\-  A"  A;-  . .  .  .Jj  equazione  F  =  0,  (che,  come  dicem- 
mo, equivale  a  un'equazione  a  coefficienti  reali  sulle  ^,  f\)  rap- 
presenta in  71  un  cerchio  C  immaginario,  che  il  gruppo  G  tras- 
forma evidentemente  in  sé  stesso. 

e.  d.  d. 

Sia  dunque  G  uno  dei  nostri  gruppi  ;  con  una  trasformazione 
lineare  sulla  x  potremo  sempre  ridurci  al  caso  che  il  cerchio  C 
sia  il  cerchio  x  Xo  -\-  4:  =  0,  ossia  ^^  -]-  yj^  _[_  4  -_  q.  Le  equazioni 
(12),  (13)  del  §  10  (pag.  63)  dove  si  ponga  n  =  3,  ^^  =  ^,  ^^  =  yj, 
j)  ==  ^2  _j_  yjff  danno  una  rappresentazione  conforme  e  biunivoca 
tra  i  punti  di  ti  e  i  punti  di  una  sfera 

XI  -\- xl -^  xl  =  1  (  J) 
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di  uno  spazio  euclideo,  in  cui  a?!,  x^,  x.^  sono  coordinate  carte- 
siane ortogonali.  Se  noi  non  consideriamo  come  distinti  punti 
diametralmente  opposti  di  (J),  la  metrica  vigente  su  tale  sfera 
coincide  con  la  metrica  di  un  piano  q  ellittico,  i  cui  punti  sono 
in  corrispondenza  biunivoca  con  le  coppie  di  punti  di  tt,  di  cui 
l'uno  è  il  trasformato  dell'altro  nell'inversione  per  raggi  vettori 
reciproci  definita  da  C.  Ai  movimenti  di  (J)  in  se  stessa  corrispon- 
dono movimenti  in  q  e  viceversa;  cosicché  (§  11,  pag.  63)  ai  mo- 
vimenti di  J  in  se  stessa  corrispondono  quelle  trasformazioni 
conformi  di  tt,  che  mutano  C  in  se  stesso,  ossia  quelle  trasfor- 
mazioni lineari  sulla  x,  che  lasciano  invariante  il  cerchio  C. 

Per  ognuno  dei  nostri  gruppi  G,  ossia  per  ogni  ginippo  G  dis- 
continuo finito  di  trasformazioni  lineari  sulla  x  possiamo  stabilire 
una  rappresentazione  conforme  di  k  su  una  sfera  euclidea  ,/,  tale 
che  al  nostro  grtippo  G  corrisponda  un  gruppo  di  movimenti  della 
sfera  J  in  sé  stessa. 

Lo  studio  dei  nostri  gruppi  G  equivale  dunque  allo  studio  dei 
gruppi  p.  d.  t.  i.  di  movimenti  della  sfera  euclidea  in  sé  stessa 
(cfr.  più  avanti  al  §  34). 

Tra  la  classe  dei  gruppi  di  trasformazioni  lineari  sulla  x,  che 
lasciano  fisso  un  cerchio  reale  di  ti,  e  quella  dei  gruppi  che  la- 
sciano fisso  un  cerchio  immaginario,  esiste  una  classe  intermedia: 
la  classe  dei  gruppi  G  che  lasciano  fisso  un  cerchio  di  raggio 
nullo,  ossia  un  punto  di  ti.  Sia  G  un  tale  gruppo  e  sia  A  il 
punto,  che  G  lascia  fisso.  Una  trasformazione  lineare,  che  porti 
A  nel  punto  x  =  oj,  trasformerà  G  in  un  gruppo  simile  G'j  le 
cui  trasformazioni,  dovendo  lasciar  fisso  il  punto  x  =  oo,  saranno 
del  tipo  x  ==  X  X  -\-  '^.  Se,  come  al  solito,  la  parte  reale  e  il 
coefficiente  della  parte  immaginaria  di  x  si  interpretano  come 
coordinate  cartesiane  ortogonali  in  ti,  questo  gruppo  G'  sarà 
quindi  un  sottogruppo  del  gruppo  continuo  formato  da  tutti  i 
movimenti  e  tutte  le  similitudini  euclidee.  Se  per  tutte  le  tras- 
formazioni del  gruppo  si  ha  !  a  !  =  1,  allora  questo  gruppo  non 
contiene   né   trasformazioni  iperboliche,  ne  lossodromiche,  e  di- 
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venta  un  sottogruppo  del  gruppo  dei  movimenti  euclidei.  Noi 
determineremo  al  §  34  tutti  questi  gruppi.  Ma  nel  presente  pa- 
ragrafo e  nei  seguènti  §§  31-33  non  ci  occuperemo  invece  in 
modo  esplicito  dei  gruppi  che  si  possono  considerare  come  gruppi 
di  movimenti  sulla  sfera,  o  sul  piano  euclideo;  e  ciò  perchè  gli 
Stessi  metodi,  che  applicheremo  allo  studio  dei  gruppi  fuchsiani, 
valgono  anche  in  questi  casi,  e  anzi  diventano  per  essi  assai  più 
elementari. 

Dal  §  14  sappiamo  che  le  trasformazioni  di  un  gruppo  fuchsia- 
no  possono  essere  ellittiche ,  paraboliche  o  iperboliche  :  quelle 
di .  un  gruppo  kleiniano  possono  essere  ellittiche,  paraboliche, 
iperboliche  o  lossodromiche  (ellittico-iperboliche).  Una  trasforma- 
zione ellittica  T  di  un  gruppo  G  fuchsiano  o  kleiniano  è  una 
trasformazione  del  tipo  :  (cfr.  §  14,  pag.  86) 


oc  ce    „2fc7r«  -^  ^ 


(k  =  cost.  reale). 


x'  —  i^  x—^ 

La  trasformazione  T^  fp  intero  qualunque),  che  appartiene  pure 
a,  G,  è  data  evidentemente  dalla 

X  —  p  ~'  X  —  P' 

Essa  è  infinitesima  allora  e  allora  soltanto  che  le  p  differisce 
da  un  numero  intero  di  una  quantità  infinitesima  non  nulla.  Mg-y 
poiché  per  definizione  G  non  contiene  trasformazioni  infinitesime, 
noi  possiamo  concluderne  che  qualunque  sia  l'intero  p,  la  quan- 
tità fc  p  -0  è  essa  stessa  un  numero  intero,  o  differisce  da  un  nu- 
mero intero  di  una  quantità  e  non  infinitesima  :  cioè  di  una, 
quantità  £,  maggiore  in  valore  assoluto  di  una  certa  costante 
positiva  non  nulla.  Per  note  proprietà  dei  numeri  irrazionali, 
ciò  non  avverrebbe  se  k  fosse  irrazionale;  possiamo  dunque  as- 
serire che  A;  è  un  numero   razionale        (m,  n   interi    primi    tra 

n 

loro).  Possiamo  naturalmente  supporre  m,  n  positivi  ed  m  <^n, 
perchè,  aggiungendo  o  sottraendo  da  Jc  dei  numeri  interi,  la  tras- 
fórmazioiie  Tnon  cambia.  Noi^possiamo  ora  trovare  due  numeri 
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interi  [a,  v  tali  che  w  [x  =  w  v  -[-  1.  La  trasformazione  U  =  Ti* 
sarà  definita  dalla 


X  —  a 

27r.-  ™i't  a?  —  a 

.T  — :  p 

x'  —  ^~ 

0,  ciò  che  è  lo  stesso,  dalla 

x'  —  a 
X   -  ^^ 

2«'  '-  X  —  a 

Sarà  dunque  T  ==  T/".  Il  gruppo  ciclico  V  generato  dalla  U  =  T"* 
è  evidentemente  un  sottogruppo  del  gruppo  ciclico  y  generato 
da  T.  Ma,  poiché  T  ^^  f/",  y  è  un  sottogruppo  di  F:  i  due  gruppi 
Y,  r  devono  dunque  coincidere,  ossia  le  T,  U  generano  lo  stesso 
gruppo  ciclico.  Concludendo,  i  gruppi  ciclici  di  trasformazioni 
ellittiche  contenuti  in  un  gruppo  G  fuchsiano  o  kleiniano  sono 
generati  da  trasformazioni  U  del  tipo  precedente,  dove  n  è  un 
intero.  Evidentemente  la  U  ha  il  periodo  n\  vale  a  dire  w  è  il 
minimo  intero,  per  cui  U"  =  1^  cosicché  (§  3,  pag.  10)  si  ha 
U*  =  U''  allora,  e  allora  soltanto  che  s  ^  r  (mod  n).  Se  noi  pen- 
siamo il  gruppo  fuchsiano  o  kleiniano  G  come  gruppo  di  movi- 
menti (§§  14,  22)  in  uno  spazio  di  Bólyai  a  2  o  a  3  dimensioni, 
la   U  lascia  fisso,  come    sappiamo,  rispettivamente  un   punto,  o 

una  retta  reale  nella  metrica  corrispondente,  ed  è  una  rotazione 

27r 
di  ampiezza        attorno  a  questo  punto  o  a  questa  retta. 

Dal  §  14  sappiamo  che  un  gruppo  G  di  trasformazioni  li- 
neari, che  trasforma  in  sé  stesso  un  cerchio  C  reale  di  tc^  non 
contiene  trasformazioni  lossodromiche.  Noi  completeremo  questo 
risultato  dimostrando  che: 

Se  G  è  un  gruppo  di  trasformazioni  lineari  sulla  variabile  com- 
plessa X,  che  non  contiene  trasformazioni  lossodromiche^  allora  esso 

a)  0  trasforma  in  sé  stesso  un  cerchio  reale,  o  immaginario  del 
piano  t:  della  variabile  x,  e  si  può  considerare   come  un  gruppo 
di  movimenti  in  una  metrica  a  curvatura  costante  non  nulla; 
,  ;    f}  0  è  un  gruppo  simile  a  un  gruppo  G'  di  movimenti  euclidei} 
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Y)  0  è  un  gruppo  simile  a  un  gruppo  G'  formato  di  pure  omo- 
tetie e  traslazioni  euclidee.  (Il  caso  (y)  sembra  non  essere  stato 
finora  notato). 

Viceversa  ogni  gruppo,  che  goda  di  una  delle  proprietà  (a),  {^\ 
(y)  non  contiene  trasformazioni  lossodromiche. 

Comincieremo  dalla  prima  parte  di  questo  teorema. 

Se  ^  è  un  gruppo  ciclico  (generato  per  ipotesi  da  una  tras- 
formazione non  lossodromica),  la  nostra  asserzione  è  evidente, 
perchè  ogni  trasformazione  non  lossodromica  è  simile  a  una 
trasformazione  •  x  =  k  x  -\-  h  {k,h  costanti,  k  reale),  oppure  a  una 
trasformazione  x'  =^=  e'^  X  -^  h  (B,  h  reali)  e  trasforma  quindi  in 
sé  infiniti  cerchi  (o  rette). 

Supponiamo  ora  dapprima  che  esista  un  punto  A^  lasciato 
fisso  da  tutte  le  trasformazioni  di  G]  noi  potremo  (trasforman- 
do G  con  una  opportuna  trasformazione  lineare  V  sulla  x) 
supporre  che  esso  sia  il  punto  x  =  oo.  Le  trasformazioni  di 
G  del  gruppo  trasformato  G'  saranno  del  tipo  x  =  a.  x  -{-  ^. 
Poiché  nessuna  trasformazione  del  gruppo  é  lossodromica,  i 
coefficienti  a  di  queste  trasformazioni  o  sono  in  modulo  u- 
guali  alla  unità,  oppure  sono  reali  positivi.  Se  è  sempre 
[a  1  ==:  1,  il  gruppo  evidentemente  é  un  gruppo  di  movimenti 
euclidei.  Se  non  è  sempre  |  a  |  =  1,  il  gruppo  conterrà  almeno 
una  trasformazione  iperbolica  T,  Il  gruppo  non  potrà  contenere 
alcuna  trasformazione  ellittica  ZJ,  (lasciante  fisso  il  punto  x  =  c>o), 
perché  altrimenti  conterrebbe  anche  la  trasformazione  lossodro- 
mica T  U.  Le  trasformazioni  del  gruppo  sono  quindi  tutte  del 
tipo  :  ic'  =  a  £c  -|-  P,  dove  a  é  una  costante  reale  positiva  e  sono 
quindi  o  traslazioni  (se  a  =  1),  o  pure  omotetie  euclidee  (se  a  =|=  1). 
Il  nostro  gruppo  G  godrà  dunque  o  della  proprietà  (P)  o  della 
proprietà  (a). 

Esclusi  questi  gruppi,  potremo  ora  supporre  che  nessun  punto 
di  7c  sia  lasciato  fisso  da  tutte  le  trasformazioni  di  G.  Distin- 
guiamo più  casi  : 

1.  G  contiene  una   trasformazione   ellittica   npn  identica  T. 
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Mutando  G  in  un  gruppo  simile  G'  con  una  opportuna  trasfor- 
mazione lineare  sulla  x,  potremo  (§  14,  pag.  86)  ottenere  che-  la 
trasformazione  di  G\  corrispondente  a  27,  e  che  indicheremo  an- 
cora con  T,  sia  del  tipo:  x' .=  e'^  X  {B  =  cost.  reale). 

Io  dico  che  se  x'  =  - — T— s  («  S  —  B  y  ^  1)  è  una  qualsiasi  tras- 

y  X  -\-  ò  ^  ' 

formazione  U  di  G',  allora  a  =  5o.  Infatti  U  non  è  lossodromica 
per  ipotesi,  e  quindi  a  -j-  5  è  reale.  Anche  la  trasformazione 
T  U  di  G'  non  è  lossodromica.  E,  poiché   T  U  è  definita   dalla 

g  «  („x-\-^)  '^  -'■<> 

ce'  =  ^ L_£^  ^  anche   e  -  a  -j-  e    ^  5   è    reale.    Dal    fatto    che 

e  ^  (Y  a:  -j-  5) 

a-|-S,  e^a-j-e   *S  sono  reali  si  trae  subito  che  a  ==  So- 

Osservo  di  più  che,  se  uno  dei  coefficienti  P,  y  è  nullo,  allora, 
poiché  a5  —  ^y^lji  coefficienti  a  e  S  sono  differenti  da  zero. 
Però  il  coefficiente  P  delle  trasformazioni  di  G'  non  può  essere 
sempre  nullo,  perchè  altrimenti,  contrariamente  alla  nostra  ipo- 
tesi, G'  lascierebbe  fìsso  il  punto  ip  =  0.  Ne  può  essere  sempre 
nullo  il  coefficiente  y?  perchè  G'  lascierebbe  sempre  fisso  il  punto 
X  =  oo.  Io  dico  che  esiste  una  trasformazione  di  G',  per  cui  am- 
bedue questi  coefficienti  sono  differenti  da  zero.  Infatti  esistono, 
per  quanto  dicemmo,  almeno  due  trasformazioni,  distinte  o  no, 
di  G' 

tali  che  p  =|=  0,  y'  4=  0.  Se  p.  es.  y  4=  0,  o  P'  4=  0;  la  prima,  o  la 
seconda  di  queste  trasformazioni  godrebbero  della  proprietà  vo- 
luta. Se  invece  y  =  p'  =  0,  allora,  come  sappiamo,  a  =  5o  =[=  0, 
a  =  8'o  4=  0;  e  la  trasformazione 

che  è  prodotto  delle  due  trasformazioni  considerate,  gode  ap- 
punto della  proprietà  voluta.  Sia  dunque  W  una  tra&formazione 
x'  =  -2 — ^-i  (p  s  —  q  r  =  1)  di  G'  per  cui  g'  4=  0,  r  4=  0,  ^^  =  So. 
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■^Sarà  qr=  ]}  s  — -  1  =^  p  p»  —  1.  Perciò  q  r  è  una  quantità  reale 
non  nulla.  Se  qr  ^  0,  esisterà  una  costante  reale  non  nulla  h 
tale  che  r  h,  ^  siano  complesse  coniugate.  Sostituendo  la  varia- 
bile k  X  di  posto  di  :r,  il  gruppo  G'  sarà  trasformato  in  un  gruppo 
simile,  che  indicheremo  ancora  con  G']  la  T  sarà  .trasformata  in 
una  trasformazione  T'  che  sarà  ancora  definita  dalla  x  ^=  e'^^  x\ 
la    W  sarà  trasformata  nella  trasformazione    W 

x'  =-r — ~-~,       ip  s  —  q  r  =  1)  dove  q  ■■=  r'o  4=  ^^  (e  p  =  s'o) 

r  X  -\-  s  ,  -, 

Sia    ora     V   un'altra    trasformazione    di    6^'    definita    dalla 

X  =  ■    ^  Ca  5  —  3  Y  =  !)•  Poiché  G'  contiene   T\  sappiamo 

che  a  =  5o.  La  trasformazione    W  V  ài  G'  è  definita  dalla 


X 


,  _{p'  (x-^  q^)x^  ip'^  +  qh) 
(r  oc  -^  s'  y)  X  -{-  {r  ^  -f-  s  5) 


Sarà  dunque  anche  (p'  a  -|-  ^'  y)  =  (r  p  -[-  ,§'  5)o  ^=  r'o  %  -J-  .s'o  5o. 
Poiché  p'  =  .^'o,  a  =  §0,  q  =--  f'o  ={=  0,  se  ne  trae  y  =-  ^o. 

Dunque  ogni  trasformazione  di  G'  è  del  tipo  x  =  ^  ^  "^ 
(a ao  —  Ppo  =  1),  e  trasforma  perciò  in  sé  stesso  il  cerchio  xXo=  1. 
Il  gruppo  G  iniziale,  che  é  simile  a  G',  trasformerà  in  sé  stesso 
un  cerchio  reale  di  tt,  e  godrà  della  proprietà  (a).  Se  invece 
q  r  <^  0,  si  dimostra  in  modo  simile  che  G  lascia  fisso  un  cer- 
chio immaginario  di  tc,  e  gode  ancora  della  proprietà  (a). 

2.  G  contiene  almeno  una  trasformazione  iperbolica  T:  mu- 
tando il  gruppo  in  un  gruppo  simile  G',  potremo  supporre  che 
G'  contenga  una  trasformazione  iperbolica  J",  definita  (§  14, 
pag.  86)  da  un'equazione  .:c'=^hx(h  =  cost.  reale  positiva).  Sia 
^'  ,^  ^^   \   ^  (a  5  —  B  Y=  1)  una  qualsiasi  trasformazione  TI  di  G' . 

Poiché   TI  non  é  lossodromica,  a  4-  5    é    reale.  Poiché   anche  la 

^-  B  ■ 

e/"  7"  che  é  definita  dalla  x=       -V     non    è    lossodro- 
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mica,  a  y  h  -'-  i  sarà  reale.  E  quindi  tanto  a  che  5  sono 
reali.  Come  nel  caso  precedente,  vediamo   che   esiste  in   G'  una 

trasformazione  W  definita  dalla  x'  =  ^ i-^  (p  s  —  o  r  =-=  1), 

r  co  -\-  8    -^  ^  '^ 

tale  che  ^  =}=  0,  ?•  =|=:  0.  Per  quanto  abbiamo  detto,  j9  ed  s  saranno 
reali.  E  si  trova  e.  s.,  che  (trasformando  G'  con  una  trasforma- 
zione oc  =  li  07,  dove  le  è  un'  opportuna  costante)  si  può  supporre 
che  q,  r  siano    quantità   reali.    Ora  G'  contiene  anche    la    W  F, 

che  è  definita  dalla'»:' =  ^#-^-+ ^A^t^.I^'A^^ 

(r  a  -(-  s  Y)  *^  i"  (^  P  +  s  5) 

sappiamo  i^a-j-^'T?  **?-["  *^  saranno  reali.  Poiché  a,  5,  r,  s,  ^,  g 
sono  reali  e  5-  =|=:  0,  ?•  =[=  0,  anche  P  e  y  saranno  reali.  Quindi  ogni 
trasformazione  U  di  G'  ha  coefficienti  reali.  G'  trasformerà  in  sé 
stesso  l'asse  reale  di  tc;  e  il  gruppo  simile  G  trasformerà  in  sé  stesso 
un  cerchio,  o  una  retta  reale  di  tt,  e  godrà  della  proprietà  (a). 

3.  G  contiene  tutte  trasformazioni  paraboliche.  Poiché  per  ipo- 
tesi nessun  punto  di  tc  è  lasciato  fisso  da  tutte  le  trasformazioni 
di  G^  si  potranno  trovare  in  Gàwe  trasformazioni  U,  F paraboliche, 
distinte  dall'identità,  in  guisa  che,  se  x  =  a  e  x  ^^  b  sono  i  punti 
di  7:  lasciati  fissi  rispettivamente  da  Ueda,V,  sia  a^b.  Con  una 
trasformazione  lineare  sulle  x^  portiamo  il  punto  x  =  a  nel  punto 
£C  =  0,  il  punto  x=  b  nel  punto  a)  =  00.  Le  U,  V  saranno  rispet- 
tivamente  definite  da  equazioni  del  tipo  x' = -j~p.,x'==x-\-^, 

Y  X  -f~  -L 

dove  p  =1=  0,  Y  4=  0,  perchè  U,  V  sono    distinte  dall'  identità.  La 

trasformazione  U  F"*  è  definita  dalla  x  = pi-s — ^r— r»eQnindi 

YX-f-Ypm-\-  V 

non  può  essere  parabolica  per  ogni  valore  di  m:  perchè  altrimenti 
sarebbe  (per  ogni  valore  dell'intero  ?w)2-}-mY§  =  +  2:  ciò  che 
è  assurdo,  perchè  p  =|=  0,  y  =h  0.  Quest'ultimo  caso  non  può  dun- 
que avvenire. 

Passiamo  ora  a  studiare  le  proprietà  più  notevoli  dei  campi 
fondamentali  dei  gruppi  fuchsiani  e  kleiniani.  Cominciamo  dal 
caso  più  semplice  dei  gruppi  fuchsiani.  Consideriamo  un  gruppo 
fuchsiano  G  come  gruppo  di  movimenti  su  un  piano  di  Bólj'^ai. 

ss 
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Noi  sappiamo  dal  §  26  (pag.  166)  che  si  potrà  per  esso  costruire  un 
campo  fondamentale,  limitato  da  linee  ciascuna  delle  quali  è  luogo 
dei  punti  equidistanti  da  due  punti  Co,  C^.  Ma  il  luogo  dei  punti 
equidistanti  da  due  punti  dati  è,  anche  nel  piano  di  Bólyai,  una 
geodetica.  Si  potrà  dunque  limitare  un  campo  fondamentale  di 
G  sul  piano  di  Bólyai  mediante  geodetiche.  Bisogna  soltanto 
osservare  che  un  campo  fondamentale  del  piano  di  Bólyai  può 
anche  estendersi  all'  infinito  :  vale  a  dire  che,  se  noi  ricorriamo 
all'immagine  geodetica  del  piano  di  Bólyai  sulla  regione  R  in- 
terna a  una  conica  reale  Q,  può  avvenire  che  il  campo  fonda- 
mentale di  (r  in  i?  o  abbia  dei  vertici  su  Q,  o  abbia  anche  tra 
i  suoi  lati  qualche  pezzo  di  Q. 

Ora,  se  TT  è  il  piano  della  variabile  complessa  x,  su  cui  opera 
G,  e  se  C  è  i\  cerchio  o  la  retta  limite  (e  cioè  il  cerchio  o  la 
retta  trasformati  da  G  in  se  stessi),  questo  piano  n  è  diviso  da 
G  in  due  regioni  i?i,  7s?2,  su  ognuna  delle  quali  noi  possiamo 
rappresentare  conformemente  il  piano  di  Bólyai  :  le  geodetiche 
saranno  rappresentate  dai  cerchi,  che  tagliano  G  ad  angolo  retto. 
Noi  potremo  quindi  in  R^  (in  R^)  costruire  un  campo  fondamen- 
tale K^  (K^)  per  (r,  il  quale  sarà  limitato  da  cerchi  o  da  rette 
ortogonali  a  G.  Se  però  il  campo  fondamentale  di  G  si  esten- 
deva all'infinito  sul  piano  di  Bólyai,  allora,  poiché  nella  nostra 
rappresentazione  i  punti  di  G  corrispondono  biunivocamente  ai 
punti  di  Q,  il  campo  iTj,  K^  ^^^^  inoltre  limitato  da  uno  o  più 
lati  posti  sul  cerchio  o  sulla  retta  limite  G.  Ma  sappiamo  che 
due  punti  uno  di  R^  e  uno  di  R^^  che  corrispondono  a  uno  stesso 
punto  del  piano  di  Bólyai,  sono  (§  10,  pag.  66)  trasformati  l'uno 
dell'altro  mediante  l'inversione  per  raggi  vettori  reciproci  defi- 
nita dal  cerchio  G  su  ti  o,  se  (7  è  una  retta,  mediante  la  sim- 
metria definita  da  questa  retta  ;  quindi  K^  si  deduce  da  K^  me- 
diante questa  inversione  o  simmetria^  e  i  vertici^  o  i  lati,  che  K^  (K^) 
ha  eventualmente  su  G  sono  comuni  anche  a  K^  {K^).  Nel  caso 
dunque  che  K^  o  K^  avessero  lati  su  (7,  i  due  poligoni  ^j,  /Ta, 
considerati  insieme,  formano  un  unico  poligono  Ki  -\-  K^i  il  cui 
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contorno  è  tutto  formato  da  rette  o  cerchi  ortogonali  a  C,  e  che 
può  servire  dì  campo  fondamentale  per  G  in  tutto  il  piano  % 
della  variàbile  complessa  x  (tanto  in  i?i,  che  in  Tt^.  I  poligoni 
trasformati  di  K  mediante  le  trasformazioni  di  G  riempiono 
tutto  il  piano  tt:  e  soltanto  su  C  possono  esistere  dei  punti 
eccezionali,  che  siano  punti  limiti  di  un  insieme  di  punti  equi- 
valenti. 

Se  invece  À'i  e  K.,  non  hanno  alcun  lato  su  C,  noi  dovremo 
considerarli  separatamente  come  campi  fondamentali  di  G  in  i?i 
e  in  i^^:  nessun  punto  di  G  potrà  essere  interno  a  un  campo 
fondamentale  ;  e  in  un  intorno  di  un  punto  qualsiasi  di  C  pene- 
trano infiniti  campi  equivalenti.  La  linea  C  è  composta  di  punti 
tutti  singolari  per  G. 

Passiamo  ora  ai  gruppi  kleiniani.  Teoremi  più  volte  citati 
ci  dicono  che  un  tal  gruppo  G  si  può  considerare  come  un 
gruppo  proiettivo  nella  regione  R  di  uno  spazio  S,  che  è  interna 
a  una  quadrica  Q  reale  non  rigata,  il  quale  trasforma  in  se  Q. 
In  K  esso  possiede  un  campo  fondamentale  K.  Se  noi  suppo- 
niamo in  R  rappresentato  geodeticamente  uno  spazio  di  Bólyai, 
il  contorno  di  K  sarà  formato  da  superficie,  ciascuna  delle  quali 
è  il  luogo  dei  punti  equidistanti  da  due  punti  A,  B.  Queste  su- 
perficie sono  dunque  piani  normali  alla  retta  A  B.  Se  poi  K 
ha  faccie  anche  all'  infinito,  esso  avrà  per  contorno  anche  uno 
o  più  pezzi  di  Q.  In  questo  caso  e  in  questo  caso  soltanto  G  può 
operare  in  modo  pr.  dìs.  in  una  regione  di  Q  (§  27,  pag.  172). 

Per  dimostrare  con  rigore  quest'ultima  affermazione,  prove- 
remo che: 

1.  Se  un  punto  B  di  Q  è  punto  limite  di  infiniti  poliedri  fon- 
damentali normali  K^,  K^, ....  per  il  gruppo  G  in  R,  esso  è  anche 
punto  limite  di  infiniti  punti,  equivalenti  a  un  punto  qualunque  C, 
interno  a  R. 

Osserviamo  infatti  che,  se  ^  è  il  centro  di  un  poliedro  fon- 
damentale normale  K^  una  faccia  di  K  appartiene  al  piano  a  luogo 
dei  punti  equidistanti  da  ^  e  da  un  punto  A\  equivalente  ad  A, 
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I  punti  interni  a  K  hanno  (per  definizione  di  campi  normali)  una 
distanza  da  A  minore  della  loro  distanza  da  A,  e  perciò  giac- 
ciono da  una  stessa  banda  di  a.  In  altre  parole,  se  o  è  il  piano 
di  una  faccia  di  un  campo  normale  K,  allora  K  giace  tutto  da  una 
stessa  paiate  di  a.  Quindi  ogni  poliedro  fondamentale  è  convesso, 
e  un  segmento  di  geodetica-  che  congiunge  due  punti  interni  a  un  tale 
poliedro  è  formato  tutto  di  punti  interni  al  poliedro.  Supponiamo 
ora  (ciò  che  non  diminuisce  la  generalità)  che  la  quadrica  Q 
dello  spazio  euclideo  S  rappresentativo  sia  una  sfera  di  rag- 
gio 1;  e  sia  Q  una  sfera  di  raggio  e  <^  1,  concentrica  a  Q,  e 
interna  a  Q,  Ogni  punto  interno  o  sul  contorno  di  Q  appartiene 
a  un  numero  finito  di  poliedri  fondamentali;  ed  esiste  al  più  un 
numero  finito  di  tali  poliedri,  che  abbiano  almeno  un  punto  co- 
mune con  Q',  perchè  altrimenti  esisterebbe  in  Q  un  punto  limite 

di  infiniti  poliedri.  Siano  ora  Sj,  Sg,  £3 infiniti  numeri  positivi 

crescenti,  tali  che  lim  £„  =  1.  Costruiamo  le  sfere  Q'j,  Q'g,  Q'g . . . . 

n=  00 

concentriche    a    Q,   i    cui    raggi    euclidei    siano    rispettivamente 

£j,  Sgv^s Dei  poliedri  fondamentali  normali,  che  hanno  per 

limite  il  punto  B  di  Q,  soltanto  un  numero  finito  può  avere  dei 
punti  interni  o  sul  contorno  di  Q',-  (dove  i  è  un  intero  qualun- 
que). Gli  altri  poliedri  sono  tutti  esterni  a  Q',-.  Il  segmento  di 
geodetica  (retta)  che  congiunge  due  punti  interni  a  un  polie- 
dro affatto  esterno  a  Q',-,  giace  tutto  entro  questo  poliedro,  e 
perciò  è  interno  a  Q,  ma  esterno  a  Q',-.  La  sua  lunghezza  eu- 
clidea è  quindi  inferiore  a  2  \/ 1  —  £? .  Dunque  la  massima 
distanza  euclidea  di  due  punti  di  uno  dei  poliedri  K„  tende  a 
zero,  quando  n  tende  a  infinito,  ossia  quando  K^  si  avvicina  al 
punto  B.  Dunque,  mentre  i  nostri  poliedri  si  avvicinano  a  B, 
le  loro  dimensioni  (dal  punto  di  vista  euclideo)  impiccioliscono 
in  tutti  i  versi;  preso  quindi  un  intorno  p  piccolo  a  piacere  del 
punto  B,  esisterà  un  numero  m  così  grande  che,  per  n  ^  m,  tutti 
i  poliedri  K„  sono  interni  a  p.  Sia  C  ora  un  punto  qualunque 
interno  a  R.  In  ciascuno   di   questi  poliedri  K„  esiste  un  punto 
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equivalente  a  C.  Dunque  in  ogni  intorno  p  di  5  esistono  infiniti 
punti  equivalenti  a  C, 

2.  Se  in  un  pezzo  ic  del  contorno  di  Q  non  esistono  punti  dis- 
tinti equivalenti,  nesstin  punto  di  w  può  essere  un  punto  limite 
di  infiniti  poliedri  fondamentali. 

Sia  infatti  B  un  punto  di  ic]  sia  g  un  piccolo  cerchietto, 
interno  a  w,  della  sfera  Q,  che  contiene  B  all'interno,  e  siano 
g,  g". . .  .  i  cerchi  trasformati  di  g.  Io  dico  che  il  cerchio  g  non 
può  tagliare  alcuno  dei  cerchi  g\  g"  . . . .  Se  infatti  E  fosse  un 
punto  interno  tanto  a  g,  che  a  g',  la  trasformazione  T  di  G,  che 
porta  g  in  gr,  porterebbe  il  punto  E  in  un  altro  punto  E',  interno  a 
gf,  ed  equivalente  ad  E.  Per  l' ipotesi  fatta  E'  coinciderebbe  con  E. 
Tutti  i  punti  interni  a  gr  ed  a  ^'  sarebbero  dunque  punti  fìssi 
per  la  T  :  ciò  che  è  assurdo.  Potrebbe  darsi  che  g  fosse  tan- 
gente a  uno  dei  cerchi  g,  g" .  . .  .:  noi  possiamo  evitare  subito 
questo  caso,  impicciolendo  il  cerchio  g.  Potremo  dunque  sup- 
porre che  i  cerchi  </,  g\  g". . .  .  siano  a  due  a  due  esterni  l'uno  al- 
l'altro. Indichiamo  con  y  la  regione  limitata  dal  piano  del  cer- 
chio g,  e  da  quella  calotta  di  Q,  cui  appartiene  il  punto  B]  in- 
dichiamo con  y',  y"  •  •  •  •  1©  regioni  equivalenti  a  y.  Per  quanto 
abbiamo  dimostrato  tutte  queste  regioni  sono  affatto  esterne 
l'una  all'altra.  Se  (7  è  un  punto  di  y,  i  punti  equivalenti  a  C 
sono  tutti  esterni  a  y.  E  dunque  impossibile  che  B  sia  un  punto 
limite  di  infiniti  poliedri  normali  del  gruppo  G  :  in  tal  caso  in- 
fatti, per  quanto  abbiamo  dimostrato  più  sopra,  in  y  esistereb- 
bero infiniti  punti  equivalenti  al  punto  C. 

Resta  dunque  dimostrato  con  tutto  rigore  che: 

S.  Se  w  è  un  pezzo  di  Q,  in  cui  esiste  almeno  un  punto  B, 
che  »ia  punto  limite  di  infiniti  campi  normali,  il  gruppo  G  non 
può  essere  pr.  dis.  in  ttitto  w. 

E  possiamo  anche  dimostrare: 

4.  Se  w  è  un  altro  pezzo  del  contorno  di  Q,  in  ogni  intorno 
di  B  esiste  almeno  un  punto  equivalente  a  un  punto  qualsiasi  E 
di  ic'. 
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Sia  E  un  punto  di  to']  se  questo  teorema  non  fosse  vero,  esi- 
sterebbe un  intorno  circolare  e  di  E,  tale  che  tanto  e,  quanto 
gli  intorni  equivalenti  sarebbero  tutti  esterni  a  un  intorno  P 
di  B.  Se  C  fosse  un  punto  posto  nella  regione  limitata  dal  piano 
passante  per  la  periferia  di  £,  e  quella  calotta  di  Q,  a  cui  ap- 
partiene Ej  allora  B  non  potrebbe  essere  punto  limite  di  punti 
equivalenti  a  C:  ciò  che  è  contrario  a  quanto  abbiamo  già  di- 
mostrato in  1. 

Ora,  se  un  poliedro  fondamentale  non  ha  alcuna  faccia  su  Q, 
allora  ogni  punto  di  Q  è  punto  limite  di  infiniti  poliedri  fon- 
damentali. Dalle  quattro  proposizioni  precedenti  segue  appunto 
che  in  tal  caso  G  non  è  pr.  dis.  in  alcun  pezzo  di  Q:  ciò  che 
appunto  noi  avevamo  enunciato. 

Noi  dimostreremo  ora  un  teorema,  che  farà  meglio  ricono- 
scere l'importanza  dei  precedenti  risultati. 

Se  il  gruppo  G  opera  in  modo  pr.  dis.  in  una  regione  w  di  Q, 
esso  opera  in  modo  pr.  dis.  su  tutto  Q  (eccettuati  al  più  dei 
punti  che  non  riempiono  alcun  pezzo  di  Q,  ossia  che  giacciono 
su  linee  eccezionali)  e  viceversa. 

Ricordando  che  i  punti  di  Q  sono  in  relazione  biunivoca 
continua  coi  punti  del  piano  complesso  ti  della  variabile  x,  il 
precedente  teorema  equivale  al  seguente: 

Se  un  gruppo  kleiniano  G  opera  in  modo  pr.  dis.  iti  una  re- 
gione, per  quanto  piccola,  del  piano  tt  della  variabile  complessa 
X,  esso  opera  in  modo  pr.  dis.  in  tutto  il  piano  7t  (eccettuate  al 
più  delle  linee  eccezionali)  e  viceversa. 

Per  dimostrare  questo  teorema,  cerchiamo  intanto  quando  un 
gruppo  kleiniano  G  può  non  operare  in  modo  pr.  dis.  in  ogni 
pezzo  di  una  regione  w  di  ti.  In  tal  caso  ogni  punto  della  re- 
gione w,  che  è  su  Q  immagine  di  w,  è  punto  limite  di  infiniti 
poliedri  fondamentali:  quindi  per  il  teorema  IV  di  pag.  197, 
ogni  punto  E  ài  Q  h  equivalente  a  un  punto  E'  di  io.  Ma  E'  è 
punto'  limite  di  infiniti  poliedri  fondamentali  ;  altrettanto  avverrà 
dunque  per  E.  Quindi  G  non  è  pr.  dis.  in  ogni  intorno  del  punto 
generico  E  di  Q. 


Capitolo  Ottavo  —  §  30.  199 

Il  nostro  teorema  si  può  anche  dimostrare  in  modo  diretto. 
Infatti,  nelle  nostre  ipotesi,  in  ogni  pezzo  p  (per  quanto 
piccolo)  di  0)  deve  esistere  qualche  punto  lasciato  fisso  da  al- 
meno una  trasformazione  di  G.  Supponiamo  infatti,  ciò  che 
nulla  toglie  alla  generalità,  che  p  contenga  il  punto  a::  =  0;  e  si 
consideri  entro  p  una  piccola  area  circolare  g  di  raggio  t,  il  cui 
centro  sia  il  punto  j)  =  0.  Io  dico  che  in  g  esiste  almeno  un 
punto  lasciato  fisso  da  una  trasformazione  non  identica  di  G.  Sup- 
poniamo che  ciò  non  sia.  Sia  g  un'  area  circolare,  interna  e  con- 
centrica di  g  ài  raggio  "c'  (<C  '^X  Esisteranno,  per  ipotesi,  in  G  delle 

trasformazioni  x  =■■ \pj  *^^^    porteranno  un    punto   x  =^  t 

di  g^'  (  !  e  1  <C  ''^')  ii^  ^11  altro  punto  .-e  ==  s'  di  g  {\^'  \  <i  x).  Sia  T 
una  di  esse.  I  due  punti  a;  =  X,  a;  =  [i  (distinti  o  coincidenti) 
lasciati  fissi  dalla  nostra  trasformazione  T,  dovrebbero  essere 
esterni  a  ^  e  quindi  dovrebbe  essere  |  À  ;  >  t,  (j,  |  >  t.  Troviamo 
facilmente  (in  virtù  della  equazione  e' =  "^  J"  P  e  del  fatto  che 
Q(}=z IT-r  soltanto  se  ^  =  X,  o  se  ./•  ^=  |Jt)  a:  3:  y:  5  --=  se'  — 

—  e'  (X  -{-  |i,)  -|-  X  [JL  :  X  (Ji  (e'  —  s)  :  e  —  e'  :  e  e'  —  e  (X  -|-  |ji)  -{-  X  |ji. 
Facciamo  ora  tendere  x,  e  quindi  anche  e,  e  a  zero,  ricordando 
che  I X    >  T,    IX    >  T.  Dalle  uguaglianze  precedenti  si    trae    che 

g  ,  ^  ,   /  tendono  rispettivamente  il  primo  a  1,  gli  altri  due  a  0. 

La  trasformazione  T  diverrebbe  infinitesima,  ciò  eh' è  assurdo, 
perchè  6^  è  p.  d.  t.  i.  Dunque  in  g,  e  quindi  in  ogni  pezzo  di  (o 
esiste  qualche  punto  lasciato  fisso  da  una  trasformazione  di  G. 
Dimostreremo  ora  che  G  non  è  pr.  dis.  in  alcuna  regione  di  tt. 
Infatti,  se  G  non  è  pr.  dis.  nell'intorno  di  un  punto  A,  non  è 
neppure  pr,  dis.  nell'intorno  di  ogni  punto  equivalente  ad  A. 
Basterà  dunque  dimostrare  che  ogni  punto  generico  di  ti  pos- 
siede in  w  almeno  un  punto  equivalente.  Se  in  g  esiste  un  punto 
A,  che  sia  lasciato  fìsso  da  una  trasformazione  T:  non  ellittica 
di  G^,  allora  ogni  punto  di  tz  (che  non  coincida  col  secondo  punto 
di  71,  lasciato  fisso   da    T)    sarà   trasformato    dalla   T^'  (p   intero 
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positivo  0  negativo  sufficientemente  grande)  in  un  punto  A\ 
vicino  quanto  si  vuole  ad  A,  e  perciò  interno  a  gr  e  quindi  an- 
che a  0).  Per  dimostrare  che  un  punto  generico  di  ti  è  equiva- 
lente ad  almeno  un  punto  di  o),  ci  basta  dunque  esaminare  il 
caso  che  le  infinite  trasformazioni  di  G,  le  quali  lasciano  fìsso 
un  punto  di  g  sono  tutte  ellittiche.  Sia  :^;  =  £  il  punto,  interno 

a  a,  lasciato  fisso  da  una  di  queste  trasformazioni  x  =  — ^-',  ^^ 

^'  ^  yx  -\-ò 

(a  S  —  P  y  =  1).  Sarà  ,  e  !  <  t,  y  e^  -}-  (5  —  a)  s  =-  p.  Quindi 

!P|<1y|t:2-[-tjS  —  a. 

La  nostra  trasformazione  è  ellittica  per  ipotesi  ;  quindi  a  -j-  5 
è  reale,  e  in  valore  assoluto  minore  di  2.  Quindi 

l   |0|<iaH-Si  +  !a;<2+|a  , 
(18)  I  i  a  I  <  i  a  -|-  5  I  +  I  S  !  <  2  -L  I  5  : , 

(  j  S  —  a  I  <  I  a  +  S  ;  +  2  ■  §  ,  <  2  +  2  ,  S  ; 
cosicché 

(19)  IPI  <  lylT^  -f.  2T-h  2  X|5|, 

(20)  |aS;  =  |^Y+l!<!Py:  +  l<l-fiYÌ't2-f-2xr+2T:Y5. 

Dalle  (18)  e  (20)  si  trae: 

(21)  |5  2<[|a!-f  2]|S:<2(l  +  T;iy^)i5i+(l-f  x2   y  2^2T:y|), 

ossia 

(21)'  [i5;-(l-f  T'y|)]2<2(l  4-T'y|)^. 

Supponiamo  ora  che  j  y  j  resti  inferiore  a  una  costante  finita. 
Dalle  (21)  si  trae  che  anche  j  S  |  resterà  inferiore  a  una  costante 
finita  ;  e  altrettanto  per  la  (19)  accadrà  di  i  p  e  per  le  (18)  di  i  a  . 
Il  gruppo  G  p.  d.  t.  i.  conterrebbe  infinite  trasformazioni,  i  cui 
coefficienti  sono  in  valore  assoluto  minori  di  una  costante  finita: 
ciò,  che  è  assurdo  (teor.  I  del  §  19,  pag.  121).  Dunque  i  y  I  non  si 
può  conservare  inferiore  a  una  costante  finita.  Ma  la  distanza  X  dei 
due  punti  lasciati  fissi  dalla  nostra  trasformazione  (distanza  calco- 

lata  con  la  metrica  euclidea)  è  data  dalla:  X^  =  l-^ ^ < — 5. 

r      .     -Ti' 
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Quindi  X  si  può  rendere  piccolo  a  piacere.  Cosicché  tra  le  infi- 
nite trasformazioni  ellittiche  di  G,  che  lasciano  fisso  almeno  un 
punto  A,  interno  a  q,  ve  ne  sono  di  quelle,  che  lasciano  fisso  un 
altro  punto  A',  vicino  a  piacere  al  punto  A,  e  quindi  interno 
a  (0.  In  0),  e  quindi  anche  in  ogni  pezzo  di  w,  si  potranno  tro- 
vare due  punti  A,  A'  vicini  a  piacere,  lasciati  fissi  da  una  stessa 
trasformazione  ellittica   T  di  G. 

Sia  r  il  gruppo  ciclico  generato  dalla  T  (che  sarà  un  sot- 
togruppo di  G).  Sia  L  un  arco  di  cerchio,  congiungente  A,  A'^ 
e  siano  L',  L"  gli  archi  di  cerchio,  trasformati  di  L  per  le  T,  T~'. 
Tanto  la  regione  limitata  da  L,  TJ,  quanto  la  regione  limitata 
da  L,  L"  sono  campi  fondamentali  per  F.  E,  notiamolo,  una  di 
esse  è  interna  al  cerchio,  cui  appartiene  L.  Se  dunque  ^,  A  sono 
abbastanza  vicini,  e  scegliamo  il  cerchio,  cui  appartiene  L,  ab- 
stanza  piccolo,  il  gruppo  F  avrà  un  campo  fondamentale  tutto 
interno  a  w.  Perciò  ogni  punto  di  ir  sarà  equivalente  a  un  punto 
di  (j)  rispetto  al  gruppo  F,  e  quindi  anche  rispetto  al  gruppo  G. 
Quindi  G  non  è  pr.  dis.  nell'  intorno  di  un  punto  qualunque  di  ti. 

Se  dunque  invece  in  ti  esiste  una  regione,  in  cui  G  è  pr.  dis., 
il  gruppo  G  sarà  pr.  dis.  in  ogni  regione  di  ir. 

e.  d.  d. 

Condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  G  sia  pr.  dis.  in  un 
pezzo  di  Ti  é  quindi  anche  in  tutto  tz,  è  che  un  suo  campo  fonda- 
mentale P  in  R  abbia  almeno  una  faccia  su  Q;  in  tal  caso  ogni 
altro  poliedro  fondamentale  (equivalente  a  P)  aera  almeno  una 
faccia  su  Q,  Tutte  queste  facete  riempiranno  tutta  la  superficie  Q, 
esclusi  al  piti  dei  punti  eccezionali,  che  non  possono  però  coprire 
alcun  pezzo  (a  due  dimensioni)  di  Q. 

L'insieme  /  delle  faccie,  che  un  poliedro  fondamentale  À'o  di 
G  ha  su  Q,  costituisce  un  campo  fondamentale  a  uno  o  più 
pezzi  di  G  sulla  Q:  inquantochè  ogni  punto  non  eccezionale  A 
di  Q  ha  uno  e  un  solo  punto  equivalente  A  appartenente  a  /. 
Infatti,  se  A  appartiene  a  una  faccia  del  campo  fondamentj^le  iC, 
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la  trasformazione  di  G,  che  porta  Kt  in  Kq,  porta  A  in  un  punto 

appartenente  a  /. 

I  punti  di  TT,  a  cui  corrispondono  su  Q  dei  punti  apparte- 
nenti a  I,  riempiranno  uno  o  più  poligoni,  il  cui  insieme  /'  si 
potrà  considerare  come  campo  fondamentale  (a  uno  o  più  pezzi) 
di  6r  su  7c.  Ora  se  il  poliedro  ^o  ha  un  numero  finito  di  faccie, 
che  si  estendano  all'  infinito,  ogni  faccia  di  /  sarà  limitata  da 
linee  intersezioni  di  Q  coi  piani  limitanti  Ko.  Ma  le  sezioni  piane 
di  Q  hanno  su  n  per  immagine  dei  cerchi.  Quindi  :  Se  il  poliedro 
fondamentale  di  G  ha  un  ìiumero  finito  di  faccie  che  si  estendano 
all'  Ì7i finito,  il  campo  fondamentale  di  G  su  Q  è  formato  da  un 
numero  finito  di  poligoni  a  lati  circolari.  Tale  conclusione  non  è 
più  senz'  altro  legittima  in  generale  quando  il  poliedro  sia  ad 
infinite  faccie  (*). 

Dimostreremo  ora  che  i  punti  di  n^  eccezionali  per  un  gruppo 
kleiniano  G  (cfr.  più  sopra),  o  sono  in  numero  minore  o  uguale  a 
2,  0  sono  in  numero  infinito.  Infatti  una  trasformazione  di  G  deve 
naturalmente  portare  un  punto  eccezionale  in  un  altro  punto 
eccezionale,  e  quindi  non  può  che  permutare  tra  loro  i  punti 
eccezionali.  Se  questi  punti  sono  in  numero  h  finito,  le  loro 
permutazioni  sono  pure  in  numero  finito;  e  poiché  G  contiene 
infinite  trasformazioni,  esisteranno  in  G  due  trasformazioni 
distinte  T^,  T^,  che  permutano  nello  stesso  modo  gli  h  punti  ec- 
cezionali. La  trasformazione  non  identica  T  =  Ti  T^^  di  G  la- 
scierà  fissi  ciascuno  degli  h  punti  eccezionali  ;  e  poiché  nessuna 
trasformazione  non  identica  di  G  può  lasciar  fissi  più  di  2  punti 
di  TI,  sarà  A  <  2. 

e.  d.  d. 


(*)  Poiché  data  una  curva  arbitraria  su  Q  è  sempre  possibile  trovare 
un  poliedro  ad  infinite  faccie  tale  che  i  punti  della  curva  siano  punti  di 
condensazione  di  punti  delle  faccie  del  poliedro.  Debbo  questa  osserva- 
zione al  mio  amico  Eugenio  Levi.     . 
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§  31.  —  Reti  di  campi  fondamentali. 

Noi  ci  volgiamo  allo  studio  della  distribuzione  dei  campi 
fondamentali  di  un  gruppo  kleiniano  G  pr.  dis.  nel  piano  ti  della 
corrispondente  variabile  complessa  x.  Questi  campi  riempiranno 
tutto  TC,  esclusi  soltanto  alcuni  punti  singolari,  che  non  possono 
però  formare  un  insieme  denso  in  una  regione,  per  quanto  pic- 
cola, di  7c.  Per  studiarne  la  distribuzione  in  tc  noi  faremo  alcune 
ipotesi  restrittive,  supponendo  finito  il  numero  di  alcuni  enti 
(linee,  poligoni,  ecc.),  che  incontreremo  nella  nostra  discussione. 
Alcune  dimostrazioni  acquistano  cosi  maggior  semplicità;  altre 
invece  diventano  rigorose,  soltanto  in  virtù  delle  nostre  ipotesi. 
Lascieremo  senz'  altro  al  lettore  di  riconoscere  quale  delle  at- 
tuali dimostrazioni  valga  in  generale. 

Noi  supporremo  che  un  poliedro  fondamentale  Kq  per  G  abbia 
sulla  quadrica  assoluto  Q  un  numero  finito  di  faccie,  ciascuna 
delle  quali  abbia  un  numero  fìnito  di  lati.  Se  queste  condizioni 
sono  soddisfatte  per  un  particolare  poliedro  fondamentale,  esse 
saranno  soddisfatte  per  ogni  altro  poliedro  fondamentale.  Sia  v 

il  numero  delle  faccie  di  i^o  sulla  Q,  e  siano  po,Po-, y P^o~^^  i 

corrispondenti  poligoni  sul  piano  tz  della  variabile  complessa  x  ; 
per  le  nostre  ipotesi  questi  poligoni  (§  30,  pag.  202)  saranno  a 
lati  circolari  ;  e  la  regione 

sarà  un  campo  fondamentale  per  G  in  ti.  I  lati  di  questi  poli- 
goni saranno  a  due  a  due  equivalenti  rispetto  b.  G  {%  24,  pag.  148). 
Dimostreremo  che  si  può,  sostituendo  a  uno  di  questi  poligoni 
un  poligono  equivalente,  fare  in  modo  che  il  campo  fondamen- 
tale consti  di  un  numero  finito  di  poligoni,  tali  che  un  lato  di 
uno  di  questi  poligoni  sia  equivalente  a  un  lato  dello  stesso 
poligono.  Ove  infatti  ciò  non  accadesse  già  per  i  poligoni  po, 
p'o  ecc.,  si  potrebbe  trovare  un  lato  l  di  uno  di  questi  poligoni, 
p.  es.  di  po,  che  fosse  equivalente  a  un  lato  l'  di  un  altro   poli- 
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gono  p'^\  La  trasformazione  di  G^  che  porta  l'  in  l,  porterà  pf^ 
in  un  poligono  pf^  adiacente  a  ^o-  E,  se  noi  nel  sistema  7'  dei 
poligoni  p  sostituiamo  à  pf-  il  poligono  pf-\  otterremo  ancora  un 
sistema  di  poligoni,  che  si  può  considerare  come  campo  fonda- 
mentale di  G  in  n.  Siccome  però  i  poligoni  p[''\  p^  formano,  uniti 
insieme,  un  unico  poligono  connesso,  il  nuovo  sistema  di  poli- 
goni conterrà  soli  v  —  1  poligoni  distinti.  Se  un  lato  di  uno  di 
questi  poligoni  è  equivalente  a  un  lato  di  un  altro  di  questi 
stessi  poligoni,  noi  potremo  ripetere  il  precedente  ragionamento. 
Cosi  continuando;  noi  otterremo  in  fine  un  sistema  di  poligoni 
fo,  r'o)  .  .  .  . ,  ^ó'"'"",  il  quale  è  un  campo  fondamentale  (non  con- 
nesso se  (X  ^  1)  per  il  gruppo  G,  il  quale  soddisfa  alle  condi- 
zioni volute.  Applichiamo  ora  al  sistema  di  questi  |ji  poligoni 
tutte  le  trasformazioni  di  G.  Otterremo  nuovi  sistemi  di  poli- 
goni ì\,  ?*',„  .  .  .  .,  ?i'^~*^  {h  =  1,  2,  3  ....),  i  quali  riempiranno  tutto 
TI  (esclusi  al  più  i  punti  singolari).  I  poligoni  r^'^  formeranno 
uno  o  più  sistemi,  o,  come  si  suol  dire,  una  o  più  reti  R'^'^  di 
poligoni,  tali  che  da  un  poligono  della  rete  si  possa  passare  a 
ogni  altro  poligono  della  rete  stessa,  attraversando  un  numero 
finito  di  poligoni  della  stessa  rete,  e  senza  attraversare  alcun 
vertice  dei  poligoni  stessi.  Indicheremo  queste  reti,  che  potranno 

essere  in  numero  finito  o  infinito,  con  Eì'\  MP,  Ri''' (*).  Tutte  le 

reti  R'^'  (i  ^=:^  1,  2,  .  .  .  .,  [JL  —  1)  (s  =  1,  2,  .  .  .  .)  copriranno  tutto 
il  piano  7t,  (eccettuati  i  punti  eccezionali).  Se  R^'''  è  una  delle 
reti  precedenti,  noi  indicheremo  con  Gi'^  quel  sottogruppo  di  G, 
che  trasforma  R'^'^  in  se  stessa.  Osserviamo  che,  se  a  un  gruppo 
kleiniano  G  pr.  dis.  corrisponde  una  sola  rete,  è  [x  =  1  (si  noti 


(*)  Si  noti  elle  da  questa  definizione  segue  che  da  un  poligono  di  una 
rete  Z?^'^  non  si  può  passare  a  un  poligono  di  una  rete  E^  (h  +  ](),  attra- 
versando un  numero  finito  di  poligoni  r,  a  due  a  due  adiacenti.  E  altret- 
tanto avviene  per  due  poligoni  }('' ,  i<'\  appartenenti  a  due  reti  E'^'' ,  R^^' 
(*  ^  J)f  perchè  un  lato  in  un  poligono  r^'^ ,  non  è  mai  equivalente  a  un 
lato  di  un  poligono  r'-*^ . 
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però  che,  pure  essendo  p,  =  1,  al  gruppo  G  possono  benissimo 
corrispondere  più  reti).  Se  a  un  gruppo  kleiniano  corrispondono 
due  reti,  allora  |i  r=  1,  oppure  \s.  =■  2.  Queste  due  reti  occupe- 
ranno su  7t  due  regioni  distinte,  separate  da  un  insieme  perfetto 
di  punti,  non  denso  in  alcuna  regione  di  tt,  che  è  tutto  formato 
di  punti  singolari  per  G  (*)  e  che  noi  diremo  costituire  la  linea 
limite,  o  la  Ihiea  singolare  di  G.  (Un  caso  particolare  di  questa 
specie  è  p.  es.  quello  dei  gruppi  fuchsiani,  quando  il  cerchio  li- 
mite C  è  luogo  di  punti  singolari)  (§  30,  pag.  196).  In  un  intorno 
a  di  un  punto  qualunque  A  della  L  il  gruppo  G  non  è  pr.  dis. 
In  a  esistono  quindi  (§  30,  pag.  199)  infiniti  punti  lasciati  fìssi 
da  una  qualche  trasformazione  di  G.  Nell'intorno  di  un  punto  B 
lasciato  fìsso  da  una  trasformazione  iperbolica  o  lossodromica  T 
di  G{**),  esistono  infìniti  punti  equivalenti  rispetto  al  gruppo 
ciclico  generato  da  T,  e  quindi  anche  rispetto  a  G.  Il  punto  B 
non  può  quindi  essere  interno  alle  due  reti  e  quindi  appartiene  a  L. 
Ora  (r,  nell'intorno  a  di  A,  non  è  pr.  dis.  Quindi  (§  30,  pag.  197, 
teor.  4)  in  esso  esistono  infìniti  punti  equivalenti  al  punto  B 
testé  citato.  Ma  un  punto  B,  equivalente  a,  B,  è  un  punto  lasciato 
fìsso  da  una  trasformazione  T'  di  G  simile  alla  trasformazione  T. 
Quindi  T'  è  pure  iperbolica  o  lossodromica  ;  e  B'  giace  quindi 
su  L. 

In  ogni  tratto  di  L  esistono  dunque  infiniti  punti^  lasciati  fìssi 
da  una  trasformazione  iperbolica  o  lossodromica  di  G.  In  altre 
parole:  i  punti  lasciati  fìssi  da  una  trasformazione  iperbolica  a 
lossodromica  di  G  formano  un  insieme  ovunque  denso  su  L.  Sia 
ora    T"  una  trasformazione  lossodromica  di  G,  che  lascia  fisso  il 


(*)  Infatti  questi  punti  sono  punti  limiti  di  infiniti  poliedri  normali; 
e,  per  quanto  si  è  già  osservato,  in  ogni  loro  intorno  il  gruppo  G  non 
può  essere  pr.  dis.  (cfr.  §  30,  pag.  197). 

(*  *)  Se  non  esistesse  alcun  punto  B  siffatto,  il  grupjx)  G  rientrerebbe 
tra  i  gruppi,  di  cui  abbiamo  fatto  cenno  al  $  30,  pag.  189.  Esso  dunque, 
o  sarebbe  fuchsiano,  o  possederebbe  un  numero  finito  di  punti  singolari, 
e  quindi  un'  unica  rete  di  campi  fondamentali. 
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punto  D  di  L.  Potremo  supporre  che  D  sia  il  punto  x  ■=  0,  e 
che  V  sia  una  trasformazione  del  tipo  x'  =  h  e'^  x  (Ji,  B  costanti 
reali).  Le  potenze  positive  o  negative  di  F(a  seconda  che  k  <il 
o  ^  ^  1)  portano  ogni  altro  punto  C  di  ti  in  altri  punti  C\  (7". . . ., 
i  cui  moduli  tendono  zero,  mentre  i  loro  argomenti  differiscono 
l'uno  dall'altro  precisamente  di  0.  I  punti  C",  C",  ....  sono,  per 
così  dire,  disposti  a  spirale  intorno  al  punto  D,  lasciato  fìsso  da  V. 
Ora  L  è  trasformata  in  se  stessa  da  ogni  trasformazione  di  G, 
e  quindi  anche  dalla  V.  Quindi  la  L  è  avvolta,  diremo  cosi,  a 
spirale  attorno  al  punto  A.  Se  dunque  G  è  proprio  un  gruppo 
kleiniano,  e  quindi  contiene  trasformazioni  lossodromiche,  in  ogni 
intorno  di  L  esisteranno  infiniti  punti,  attorno  ai  quali  L  è  av- 
volta a  spirale.  Tanto  basta  per  poter  asserire  che  L  non  è  una 
linea  analitica,  ossia  che  V  unico  caso,  in  cui  uìi  gruppo  G  am- 
metta due  reti,  divise  da  una  linea  analitica,  è  quello  in  cui  G  è 
fuchsiano,  e  questa  linea  è  una  retta  o  un  cerchio. 

Nel  caso  di  gruppi  kleiniani  con  più  di  due  reti  si  può  an- 
cora dimostrare  in  modo  analogo  che  il  luogo  dei  punti  singo- 
lari forma  una  linea  non  analitica. 

Osservazione.  —  Come,  quando  si  parla  di  un  gruppo  fuch- 
siano (t,  si  ammette  che  la  linea  limite  divida  il  piano  in  due 
regioni,  ciascuna  delle  quali  è  trasformata  in  se  stessa  da  G, 
così  più  avanti,  ilelle  applicazioni  analitiche  dei  gruppi  kleiniani, 
ammetteremo  selnpre,  quando  diremo  che  A^  è  una  rete  di  campi 
fondamentali  di  un  gruppo  kleiniano  G,  che  il  gruppo  G  tras- 
forma N  in  se  stessa.  Che,  se  così  non  fosse,  noi  ci  limiteremo 
alla  considerazione  di  quel  sottogruppo  di  G,  che  trasforma  N 
in  sé  stessa. 

§  32.  —  I  vertici  dei  campi  fondamentali. 

Sia  G  un  gruppo  fuchsiano  su  una  variabile  complessa  X] 
e  sia  L  il  cerchio  o  la  retta  reale  del  piano  ti  di  questa  varia- 
bile, che  il  gruppo  G  trasforma  in  sé  stesso.  Siano  R^,  R^  le  due 
regioni,  in  cui  L  divide  tc,  ed  R^  sia  la  regione  interna  alla  L. 
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Un  campo  fondamentale  normale  per  G  avrà  (§  30,  pag.  194) 
per  immagine  su  tz  due  poligoni,  Kl^\  K^^^  trasformati  l'uno  del- 
l'altro nell'inversione  per  raggi  rettori  reciproci  definita  da  L, 
e  i  cui  lati  sono  rette  o  cerchi  ortogonali  a  L,  oppure  sono  pezzi 
di  L  comuni  all'uno  e  all'altro  dei  due  poligoni.  Se  esistono  dei 
lati  di  quest'  ultima  specie,  i  due  poligoni  formeranno  un  unico 
poligono  connesso,  che  sarà  un  campo  fondamentale  Ko  di  G 
in  7c;  se  invece  tali  lati  non  esistono,  i  poligoni  /{"^'^  ATf^  saranno 
campi  distinti  ;  e  daranno  origine  a  due  reti  di  poligoni  aifatto 
distinte,  separate  da  L.  Se  i  lati  e  quindi  anche  i  vertici  di  IQ'^^ 
Ki^\  sono  in  numero  infinito,  i  punti  limiti  di  questi  vertici 
giaceranno  naturalmente  su  L,  e  potranno  anche  essere  essi  stessi 
vertici  (non  isolati)  di  Ki'^\  Ki^\  Noi  volgeremo  ora  la  nostra  at- 
tenzione ai  vertici  isolati  di  K^^\  Kf^.  Noi  studieremo  i  vertici 
di  ZJ'^;  i  vertici  di  K^^^^  si  studieranno  in  modo  perfettamente 
simile.  I  vertici  isolati  di  AT^'^  si  sogliono  distinguere  in  acciden- 
tali, o  non  accidentali,  secondo  che  essi  non  sono  oppure  sono 
lasciati  fissi  da  qualche  trasformazione  non  identica  di  G.  I  ver- 
tici non  accidentali  si  distinguono  a  lor  volta  in  due  specie, 
secondo  che  essi  giacciono,  oppure  non  giacciono  sulla  linea  L. 

Prima  di  esaminare  una  dopo  l'altra  tutte  queste  categorie 
di  vertici,  faremo  un'  osservazione  generale. 

I  lati  di  un  poligono  fondamentale  K  sono  (§  24,  pag.  148) 
a  due  a  due  equivalenti  rispetto  a  G.  Potrà  anche  avvenire  che 
un  lato  di  K  corrisponda  a  se  stesso  ;  vuol  dire  che  in  tal  caso 
esiste  in  p  una  trasformazione  non  identica  T  che  muta  un  tal 
lato  in  se  stesso.  La  T  possiederà  su  questo  lato  un  punto  fisso 
A^  che  dividerà  l  in  due  pezzi  V,  l"  e  sarà  a  periodo  2.  I  punti 
di  l  saranno  da  T  (o  da  J""')  portati  nei  punti  di  l" .  Noi  con- 
sidereremo, per  semplicità,  X  ed  l"  come  due  lati  distinti  di  K, 
ed  A  come  un  vertice  di  K. 

La  corrispondenza  cosi  stabilita  tra  i  lati  porta  a  una  cor- 
rispondenza tra  i  vertici  di  K.  Sia  p.  es.  A  un  vertice  di  K  ed  Zj 
uno  dei  lati  di  £^  uscenti  da  A  II  gruppo  G  porterà  \  in  un  lato 
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equivalente  Z^,  e  il  punto  A  in  uno  dei  vertici  posti  su  Zg,  per 
es.  nel  vertice  B.  Sia  Zg  l'altro  lato  di  K  uscente  da  B:  esso 
sarà  equivalente  a  un  lato  Z^  di  K.  Il  punto  B  sarà  equivalente 
a  un  vertice  C  di  K^  posto  su  l^,  e  che  potrà  essere  distinto 
da  A.  Otterremo  cosi  dei  vertici  A,  B,  C,  .  .  .  .  equivalenti  tra 
loro.  Noi  diremo  che  essi  formano  un  ciclo.  Naturalmente  può 
accadere  che  un  ciclo  di  vertici  contenga  un  solo  vertice  A: 
questo  avverrà  quando  i  due  lati  Z^,  Zo  di  K  concorrenti  in  A 
sono  tra  di  loro  equivalenti. 

Vertici  di  uno  stesso  ciclo  sono  contemporaneamente  acci- 
dentali, o  non  accidentali,  posti  o  non  posti  sulla  linea  L. 

1.  Vertici  non  accidentali  posti  su  L.  —  È  facile  vedere  che 
una  trasformazione  T  non  identica  di  G,  che  trasformi  in  sé 
stesso  un  vertice  A  pósto  su  L,  non  può  essere  iperbolica.  Infatti 
il  sottogruppo  ciclico  T,  generato  da  una  trasformazione  iperbo- 
lica Fdi  6^,  ha  per  campo  fondamentale  normale  P  di  centro  Co 
la  regione  limitata  dalle  geodetiche  equidistanti  dal  punto  Co  e 
dai  punti  trasformati  di  Co  rispettivamente  per  le  F,  F"'.  E 
questo  campo  fondamentale  non  contiene  ne  all'interno,  ne  sul 
contorno  i  punti  lasciati  fissi  dalla  F.  Essendo  F  sottogruppo 
di  G,  i]  campo  fondamentale  per  G  di  centro  Co  è  tutto  interno 
a  P.  A  fortiori  vale  dunque  il  nostro  teorema.  Quindi  : 

Un  vertice  non  accidentale.,  posto  su  L,  è  lasciato  fisso  da  un 
sottogruppo  ciclico  di  G,  generato  da  una  trasformazione  parabo- 
lica di  G  (*). 

Dimostreremo  ora  un  teorema,  che  si  può  considerare  come 
reciproco  del  teorema  precedente. 

Se  A  è  un  punto  del  cerchio  limite  C,  lasciato  fisso  da  una 
trasformazione  parabolica  T  del  gruppo  fuchsiano  G,  allora  un 
poligono  fondamentale  normale  ha  almeno  un  vertice  nel  punto  A, 
o  in  Uìi  punto  equivalente.  Se  infatti  A  non  fosse  vertice  di  alcun 
poligono  fondamentale,  esso  dovrebbe  essere  punto  limite  di  po- 


(*)  Una  trasformazione  ellittica  di  G  non  lascia  fìsso  alcun  punto  di  L. 
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ligoui  fondamentali  non  equivalenti  rispetto  al  gruppo  ciclico  F 
generato  da  2\  perchè  ogni  punto,  interno  a  C,  per  quanto  vi- 
cino ad  A,  appartiene  almeno  a  un  poligono  fondamentale.  Noi 
potremmo  dunque  trovare  entro  L  infiniti  punti  Do,  jD,,  D^  . . . . 
aventi  per  limite  il  punto  A  (*)  equivalenti  rispetto  a  G,  ma  non 
equivalenti  rispetto  a  F. 

Formiamo  un  campo  fondamentale  P  normale  per  il  gruppo 
ciclico  F.  Esso  sarà  limitato  da  due  geodetiche  uscenti  da  A, 
ossia  da  due  cerchi  tangenti  fra  loro  nel  punto  A,  e  normali  in 
A  Si  L.  Ogni  punto  D  sarà  equivalente  a  un  punto  di  P  rispetto 
a  F,  e  quindi  (poiché  F  è  sottogruppo  di  G)  anche  rispetto  a  G. 
Potremo  dunque  supporre  che  i  punti  D  siano  tutti  interni  a  P. 

Per  semplicità  rappresentiamo,  con  una  trasformazione  lineare 
sulla  X,  (§  22,  pag.  137)  la  regione  interna  a  L  sul  semipiano 
positivo  Tz'  di  una  variabile  complessa,  che  ancora  indicheremo 
con  Xj  in  modo  che  il  cerchio  L  sia  rappresentato  sull'  asse  reale 
r  di  t:',  le  geodetiche  uscenti  da  A  abbiano  per  immagine  le  rette 
normali  a  r  e  il  punto  Do  abbia  per  immagine  il  punto  x  =  i. 
Come  sappiamo,  il  gruppo  G  sarà  mutato  in  un  gruppo  simile, 
le  cui  trasformazioni  hanno  coefficienti  reali.  Il  campo  P  avrà 
per  immagine  una  striscia  limitata  da  r  e  da  due  rette  normali 
a  r.  I  punti  D  avranno  per  immagine  dei  punti  equivalenti  di 
questa  striscia  Eo,  E^,  E^ . ,  la  cui  distanza  da  r  cresce  in- 
definitamente (perchè  i  punti  D  hanno  A  per  punto  limite). 
Ora  tutti  questi  punti  devono  essere  trasformati  del  punto  (^o) 
X  =  i  per  una  trasformazione  di  G.  Noi  dimostreremo,  con  un 
ragionamento  dovuto  al  Fricke,  che    ciò  è    assurdo.  Sia   infatti 

X  =*    * — ^j-^  (a<,  P„  Y„  5{  costanti  reali  legate  dalla  a,  5,  —  §<  y<  =  1) 

quella   trasformazione   2',  di  G  che   porta  Eo  in  Ei.  Indichiamo 


(•)  Questa  asserzione  si  dimostra  nello  stesso  modo,  con  cui  nel  $  30 
abbiamo  dimotìtrato  l'asserzione  analoga  per  i  poliedri  fondamentali  di 
un  gruppo  kleiuiauo. 
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con  Xi  il  valore  di  x  in  Ei.  Sarà  evidentemente  : 


a,.  =  ?Lt±4Ì'  +  i  -,  1 


Y'  +  5?  '  Y<  +  S;  ■ 
Ma  per  ipotesi  i  punti  Ei  si  allontanano  indefinitamente  da 
r;  potremo  dunque  trovare,  tra  le  precedenti,  una  trasformazio- 
ne Ti  tale  che  y?  +  5,,  e  quindi  anche  y,.,  S,.  siano  minori  in  va- 
lore assoluto  di  una  costante  positiva  e  piccola  a  piacere.  Ora 
la  trasformazione  parabolica  T,  che  lascia  fisso  il  punto  A,  sarà 
nella  nuova  rappresentazione  di  G  definita  da  una  equazione 
del  tipo  x'  =  X  -}-  a  (a  =  costante  reale). 

La  trasformazione  T^^  T  Ti  (che  pure  appartiene  sl  G)  è  defi- 
nita dalla: 

x'  =  (1  +  Yi  ^i  g)  a?  +  SU 
—  Yi««  +  (1  — r.-5ia)* 

Ricordando  che  y^,  5,-  si  possono  rendere  piccoli  a  piacere,  si  ri- 
conosce subito  che  questa  trasformazione  è  infinitesima.  Il  gruppo 
G  conterrebbe  dunque  trasformazioni  infinitesime,  ciò  che  è  as- 
surdo. Dunque  il  punto  A  è  vertice  di  almeno  uno  e  quindi  di 
infiniti  campi  fondamentali:  e  ogni  campo  fondamentale  avrà 
quindi  per  vertice  o  il  punto  A,  o  un  punto  equivalente. 
Possiamo  completare  questi  risultati,  dimostrando  che  : 
Se  i  poligoni  fondamentali,  che  G  ha  in  -k,  formano  due  reti 
distinte,  e  se  un  campo  fondamentale  per  G  entro  L  ha  un  nu- 
mero finito  di  vertici,  ogni  vertice,  che  un  tale  campo  ha  sulla 
linea  L,  non  è  accidentale. 

Infatti,  se  un  tal  vertice  A  fosse  un  vertice  accidentale,  esso 
formerebbe  parte  di  un  ciclo  ^i  più  vertici  A,  A,  ...  .^  A^"'^  tutti 
equivalenti  tra  loro.  Uno  dei  lati  uscenti  da  A,  p.  es.  l^,  sarebbe 
equivalente  a  un  lato  l\  uscente  da  A';  l'altro  lato  l\  uscente 
da  A  sarebbe  equivalente  a  un  lato  V\  uscente  da  A"  e  cosi 
via  fino  a  che  avremo  un  lato  V-^'^  uscente  da  A'-"^  equivalente  al 
secondo  lato  ly  uscente  da  A.  La  trasformazione  di  G  che  porta 
l\  in  Zg  porta  p  in  un  nuovo  poligono  p  adiacente  a  p  lungo  l^ 
e  avente  ancora  per  vertice  A.  Indicheremo  con  X'^  l'altro  lato. 
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di  p'  uscente  da  A,  che  sarà  il  trasformato  di  l'^  e  che  quindi 
sarà  equivalente  a  l'\.  La  trasformazione  di  G  che  porta  l'\  in 
X'2,  porterà  p  in  un  nuovo  poligono  p",  adiacente  a  p'  lungo  X, 
e  avente  per  vertice  A.  Cosi  continuando  giungeremo  in  fine  a 
un  poligono  equivalente  a  p,  avente  per  vertice  ^  e  di  cui  un 
lato  X  è  equivalente  a  P^^  e  quindi  anche  a  li.  Questo  lato  X  non 
può  coincidere  con  l^  :  infatti    se  ciò  fosse  i  successivi  poligoni 

p,p,p" ,  che    sono  disposti   l'uno   accanto   all'altro,  e  che 

hanno  A  per  vertice  comune,  sarebbero  tali  che  ogni  raggio 
uscente  da  A  dovrebbe  penetrare  entro  uno  di  questi  poligoni, 
o  far  parte  del  suo  contorno  :  ossia,  per  esprimermi  grossola- 
namente, questi  poligoni  coprirebbero  almeno  una  volta  l'in- 
torno di  A.  Ma  ciò  è  assurdo,  perchè  questi  poligoni  devono 
essere  per  ipotesi  tutti  interni  a  L,  e  non  possono  uscire  dalla 
regione  limitata  da  questa  linea.  Quindi  la  trasformazione  di  G, 
che  porta  li  in  X,  e  che  naturalmente  deve  trasformare  A  in  sé 
stesso,  non  può  essere  l'identità.  A  non  è  dunque  un  vertice  ac- 
cidentale. 

e.  d.  d. 

Osserviamo  ancora  che,  se  ^  è  un  vertice  posto  su  L,  e  se 
esso  forma  un  ciclo  a  un  solo  vertice,  allora  i  lati  ?j,  l^  concor- 
renti in  A  sono  trasformati  l'uno  dell'altro  da  una  trasforma- 
zione parabolica  di  G.  Essi  sono  tangenti  tra  loro  in  A,  ossia 
formano  un  angolo  euclideo  nullo.  Altrettanto  avviene  se  A  fa 
parte  di  un  ciclo  a  più  termini.  Ne  viene  dunque  che,  se  i  po- 
ligoni fondamentali  di  G  in  v:  formano  due  reti  distinte,  e  se  uno 
{e  quindi  ognuno)  di  essi  ha  un  numero  finito  di  lati,  allora  la 
somma  degli  angoli  (euclidei)  di  un  tal  poligono  in  un  ciclo  di 
vertici  posti  su  L  è  uguale  a  zero. 

Vertici  non  accidentali  interni  \  L.  —  Un  tale  vertice  A 
sarà  lasciato  fisso  da  un  sottogruppo  ciclico  di  G,  generato  da 
una  trasformazione  ellittica   T  di  G. 

Viceversa  sia   U  una  qualsiasi  trasformazione  ellittica  di  G] 
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e  sia  0  il  punto  lasciato  fisso  dalla  U  entro  L.  Io  dico  che  ogni 
campo  fondamentale  per  G  entro  L  ha  almeno  un  vertice  non  acciden- 
tale in  un  punto  equivalente  ad  0.  Infatti  ogni  punto  equivalente 
ad  0  è  lasciato  fisso  da  una  qualche  trasformazione  ellittica  di  G] 
e  in  un  suo  intorno,  piccolo  a  piacere,  esistono  quindi  almeno  due 
punti  distinti  equivalenti.  Ora  in  un  qualsiasi  campo  fondamen- 
tale K  esiste  almeno  un  punto  A  equivalente  a  un  tale  punto  0  ; 
e,  per  quanto  sappiamo,  esso  non  potrà  essere  interno  a  K,  ma 
dovrà  cadere  sul  contorno  di  K.  Esso  potrà  o  essere  un  vertice  di 
K  nel  senso  proprio  della  parola,  oppure  esistere  su  un  lato  di 
K:  ma  io  dico  che  in  quest'ultimo  caso,  A  è  ancora  un  vertice 
di  K^  quando  si  estenda  nel  modo  esposto  più  sopra  (pag.  207), 
il  significato  della  parola:  vertice  (di  un  campo  fondamentale).  E 
infatti,  se  4  giace  su  un  lato  l  di  À',  la  trasformazione  ellittica 
di  G,  che  ha  A  per  punto  fisso,  deve  trasformare  l  in  un  cerchio 
passante  per  A^  e  non  attraversante  K.  Esso  deve  quindi  tras- 
formare l  in  se  stesso.  Dunque  l  è  diviso  da  A  (cfr.  a  pag.  207) 
in  due  pezzi  l',  l"  equivalenti  rispetto  a  6r,  e  che  quindi  si  de- 
vono considerare  come  lati  distinti  di  K,  mentre  A  si  deve  con- 
siderare come  un  vertice. 

Sia  ora  A  un  vertice  non  accidentale  di  un  campo  fonda- 
mentale di  G,  interno  alla  L.  E  sia  (§  30,  pag.  189)  n  V  ordine 
del  sottogruppo  T  ciclico  di  G,  che  lascia  fisso  A.  Il  gruppo  T 
sarà  generato  da  una  trasformazione  ellittica  T  di  periodo  n. 
Un  cerchio  l  ortogonale  a  L  (geodetica)  uscente  da  A,  e  il  cer- 

2  7r 
chio   V  trasformato    per  la   T  formeranno    un   angolo  — ;  il  cer- 

n 

chio  ?  e  un  qualsiasi  cerchio  equivalente  rispetto  a  T  formeranno 

2tu 
un  angolo  multiplo  di  — .  Se  dunque  A  costituisce  da  solo  un 

ciclo  di  vertici,  e  quindi  i  due  lati   uscenti  da  A  sono  equiva- 

2:1 
lenti  rispetto  a  T,  questi  due  lati  formano  tra  di  loro  l'angolo  —  . 

Se  invece  A  fa  parte  di  un  ciclo  di  più  vertici,  siano  J.',  4", 

,  A^"*^  gli  altri  vertici  del  ciclo.  Per  fissare  le  idee  supporremo 

V  ==  1;  metodo  e  risultati  sono  generali.  I  lati  Z^,  l^  uscenti  da  A 
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saranno  rispettivamente  equivalenti  ai  lati  l^,  l^  uscenti  da  A. 
La  trasformazione  di  G  che  porta  A'  in  A,  l^  in  Zj,  porterà  l^  in 
un  cerchio  l  ortogonale  a  Z,  equivalente  a  Z4,  e  quindi  anche  a  l^. 
L'angolo  che  ha  per  lati  l,  I2,  e  che  è  attraversato  da  l^  è  dun- 

2  ir 
que  un  multiplo  di        ;  poiché  in  esso  non  penetrano  evidente- 

mente  cerchi  uscenti  da  A,  ed  equivalenti  ad  l^,  questo  angolo 
sarà  proprio  uguale  a  -.  Questo  angolo  è  la  somma  dell'an- 
golo A  del  nostro  poligono,  e  dell'angolo  Zi  l  che  Zj  forma  con  Z; 
ma  quest'angolo  è  evidentemente  uguale  all'angolo  A'  del  no- 
stro poligono  fondamentale,  perchè  i  gruppi  fuchsiani,  essendo 
movimenti  nella  solita  metrica  iperbolica,  mutano  un  angolo  in 
un  angolo  uguale  (*).  Ne  possiamo  dunque  dedurre  : 

La  somma  degli  angoli  di  un  poligono  fondamentale  nei  vertici 
di  uno  stesso    ciclo  non  accidentali,  e  non  posti  su  L  è  uguale  a 

2  TT 

,  se  n  è  il  periodo  della  trasformazione  ellittica   T,  che  genera 

quel  sottogruppo  ciclico  di  T,  che  lascia  fìsso  uno  di  questi  vertici. 

Questo  teorema,  che  vale  anche  per  campi  fondamentali  non 
normali,  ricorda  il  teorema  sopra  trovato  per  i  vertici  posti  su 
L,  per  i  quali  evidentemente  T  è  parabolica,  e  ha  qviindi  un 
periodo  n  =  00. 

Vertici  accidentali.  —  Abbiamo  già  visto  che,  almeno  sotto 
certe  ipotesi,  (pag.  210)  i  vertici  accidentali  di  un  campo  fonda- 
mentale per  G  sono  tutti  interni  alla  L.  Noi  ci  limiteremo  quindi 
allo  studio  di  un  ciclo  di  vertici  accidentali  interni  a  Z.  I  vertici 
di  un  tale  ciclo  sono  lasciati  fissi  soltanto  dalla  trasformazione 
identica  di  G,  la  quale  si  può  anche  considerare  come  una  tras- 
formazione ellittica  di  G  di  periodo  n  =  1.  Ripetendo  ragiona- 
menti affatto  analoghi  ai  precedenti,  troviamo  che: 


(*)  Notiamo  che  è  indifferente  misurare  questi  angoli  nella  metrica 
euclidea,  (»  nella  «olita  metrica  iperbolica,  perchè  (juesta  metrica  è  rap- 
presentata conformemente  entro  L. 
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La  somma  degli  angoli  di  un  campo  fondamentale  in  un  ciclo 
di  vertici  accidentali^  interni  a  L^  è  uguale  a  2  ;:. 

Noteremo  ancora  che  mentre  ogni  vertice  non  accidentale  di 
un  campo  fondamentale  normale  K  di  centro  C  è  equivalente  ad 
almeno  un  vertice  di  un  altro  campo  fondamentale  normale  A", 
qualunque  sia  il  centro  di  questo  nuovo  campo,  un  vertice  ac- 
cidentale di  K  può  benissimo  essere  equivalente  a  un  punto  in- 
terno a  K.  Per  questa  ragione  appunto,  tali  vertici  hanno  rice- 
vuto il  nome  di  vertici  accidentali. 

Cicli  di  vertici.  —  Il  Fricke  ha  dimostrato,  che,  se  il  centro  C 
del  campo  fondamentale  normale  Ko  è  un  punto  generico,  ogni 
ciclo  di  vertici  accidentali  è  un  ciclo  di  tre  vertici  (*),  mentre 
invece  un  ciclo  di  vertici  non  accidentali  è  un  ciclo  a  un  solo 
vertice.  Noi  ci  accontenteremo  di  dimostrare  l'ultima  asserzione, 
specialmente  importante. 

Un  ciclo  non  accidentale  di  vertici  è  (cfr.  quanto  abbiamo 
detto  in  questo  paragrafo)  formato  tutto  di  vertici,  ciascuno  dei 
quali  è  lasciato  fìsso  da  una  trasformazione  non  iperbolica  del 
gruppo  G.  Viceversa,  se  Ao  è  un  punto  lasciato  fìsso  da  una 
trasformazione  non  iperbolica  T  di  G^  esiste  in  A'o  almeno  un 
vertice  equivalente  ad  A».  Supponiamo  T  ellittica.  Il  punto  Ao 
è  posto  a  distanza  non  euclidea  fìnita.  Siano  A^,  A.^  . . .  .  i  punti 
equivalenti  ad  Aq.  Se  Co  è  generico,  le  distanze  da  Co  a  due  dei 
punti  A  sono  sempre   diverse;  quindi,  per    definizione  (§  26),  il 


(*)  È  evidente  che  un  tale  ciclo  ha  almeno  tre  vertici,  perchè  ogni 
campo  fondamentale  è  convesso,  ossia  giace  tutto  da  una  stessa  banda  di 
ciascuno  dei  suoi  lati  (cfr.  quanto  si  è  detto  al  §  30,  pag.  196,  per  i  poliedri 
fondamentali  di  un  gruppo  kleiniano)  e  quindi  ha  tutti  gli  angoli  minori 
di  un  angolo  piatto,  mentre  la  somma  degli  angoli  di  K  in  un  ciclo  di 
vertici  accidentali  è  uguale  a  due  angoli  piatti. 

I  vertici  di  uno  stesso  ciclo,  interni  alla  Z,  sono  equidistanti,  nella 
solita  metrica  iperbolica,  da  C.  Se  un  ciclo  di  vertici  accidentali  fosse  di 
4  vertici,  il  punto  G  sarebbe  equidistante  da  questi  quattro  punti  tra  loro 
equivalenti.  E  il  Fuicke  ha  dimostrato  (loc.  cit.,  pag.  245)  che  un  punto 
generico  non  può  essere  equidistante  da  quattro  punti  equivalenti. 


Capitolo  Ottavo  —  §3^.  215 

campo  Ào  non  potrà  avere  più  di  un  vertice  equivalente  ad  Ao. 
Sia  invece  T  una  tra.sformazione  parabolica.  Il  punto  Ao  giace 
sul  cerchio  limite  L,  e  sarà  vertice,  per  quanto  sappiamo,  di  in- 
finiti campi  K  equivalenti  a  Ko.  Basterà  dimostrare  che  Aq  forma 
da  se  solo  in  questi  campi  K  un  ciclo  di  vertici,  o  in  altre  pa- 
role che  quei  due  lati  di  uno  di  questi  campi  TT,  che  escono  da 
Jo,  sono  tra  loro  equivalenti  rispetto  a  T,  Ricorriamo  alla  solitq, 
rappresentazione  del  gruppo  G  come  gruppo  trasformante  in  se 
un  cerchio  limite  L.  Il  punto  Ao  giace  su  L,  e  la  trasformazione 
T  trasforma  in  se  stesso  ogni  cerchio  y  tangente  a  Z  in  ^o. 
E  per  quanto  abbiamo  detto  a  pag.  209  noi  potremo  trovare  un 
tal  cerchio  y  passante  per  un  punto  Ci  equivalente  a  Co,  in  modo 
che  entro  di  esso  non  esista  alcun  altro  punto  equivalente  a  Co. 
Se  di  più  Co  è  generico,  nessuna  trasformazione  di  (?,  che  non 
sia  una  potenza  di  J",  potrà  portare  il  punto  C,-  in  un  altro  punto 
posto  su  Y  (*)•  Il  punto  C,-  giacerà  su  y  tra  due  punti  C,  C"  tras- 
formati di  Ci  rispettivamente  dalla  T  e  dalla  T~^.  I  punti,  posti 
in  un  intorno  abbastanza  piccolo  di  ^o  e  compresi  nella  regione 
a  limitata  dalle  due  geodetiche  g\  g"  (cerchi  taglianti  ortogonal- 
mente la  L)  luogo  dei  punti  equidistanti  rispettivamente  da  Cj  e 
C  e  da  C-  e  C",  hanno  evidentemente  una  distanza  geodetica  da  Cf, 
che  è  minore  della  distanza  geodetica  da  essi  a  un  altro  punto 


(*)  Supi)oniam<)  infatti  che  per  of?ni  punto  Bt  di  un  archetto  £  di  y, 
tenuinato  al  punto  d  ,  esista  una  trasformazione  T  di  G,  che  non  sia 
una  potenza  della  T,  e  che  porti  Bi  in  un  altro  punto  di  y.  Poiché  i  punti 
di  £  formano  un  insieme,  che  ha  la  potenza  del  continuo,  e  le  trasforma- 
zioni di  G  formano  un  insienu^  numerabile,  esisterebbe  tra  le  considerate 
trasformazioni  T  di  G  almeno  una  trasformazione  T,  che  porta  infiniti 
punti  di  £  in  punti  di  y.  La  T  dovrebbe  duuijue  trasformare  in  sé  stessa 
il  cerchio  y,  e  quindi  lascierebbe  fìsso  il  jmnto  Aq.  La  T  sarebbe  dunqne 
una  latenza  di  T  contro  l'ipotesi  fatta.  D'altra  parte,  almeno  quando  e 
è  abbastanza  piccolo,  i  punti  di  £  non  hanno  alcun  punto  equivalente 
entro  y;  da  ciò  segue  l'asserzione  del  testo. 
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qualunque  (7^  equivalente  a  Ci  (*).  Essi  appartengono  dunque 
tutti  al  campo  fondamentale  normale,  che  ha  per  centro  (7,-.  Que- 
sto campo  fondamentale  ha  dunque  un  vertice  in  Ao,  e  per  lati 
uscenti  da  Ao  ha  proprio  le  geodetiche  g\  g'\  trasformate  l'una 
dell'  altra  mediante  la  T.  Il  punto  Ao  forma  quindi  da  se  solo  in 
tale  campo  un  ciclo  di  vertici.  Altrettanto  avverrà  quindi  in 
JCo   di    quel  vertice  di  Xo,  che  è  equivalente  ad  Ao. 

Le  precedenti  considerazioni  si  possono  estendere  facilmente 
ai  gruppi  kleiniani,  almeno  per  il  caso  che  un  poligono  fonda- 
mentale K  di  un  tale  gruppo  G  abbia  un  numero  finito  di  lati. 
Cosi  p,  es.  si  potrà  dimostrare  che  nessun  vertice  di  K  può  es- 
sere lasciato  fìsso  da  una  trasformazione  iperbolica,  o  lossodro- 
mica di  G^  che  i  vertici  di  À',  posti  sulla  linea  limite,  o  singolare, 
non  possono  essere  accidentali,  che  la  somma  degli  angoli  di  K 
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m  un  ciclo  di  vertici  è  -,  se  w  è  l'ordine  del  sottogruppo  ci- 
clico di  G,  che  lascia  fisso  un  vertice  del  ciclo.  In  particolare 
si  deve  porre  n  =  1,  se  i  vertici  del  ciclo  sono  accidentali,  n  =  oo, 
se  i  vertici  del  ciclo  considerato  sono  lasciati  fissi  da  una  tras- 
formazione parabolica. 

§  33.  —  Indice  di  una  trasformazione. 

Sianolo, ^1  —  campi  fondamentali  di  un  gruppo  fuchsiano  G. 
Nel  §  24  abbiamo    visto  che,  se   T^,  T.^  .  .  .  .  sono  le    trasfor- 
mazioni che  portano  un  campo  Ko  in  un  campo  adiacente,  quella 


(*)  In  una  regione  i)ei*fetta,  interna  a  L,  non  possono  esistere  intìiiiti 
punti  equivalenti  a  Co  ;  quindi  potremo  troviire  un  altro  cerchio  y'  tan- 
gente a  L  in  ^o,  e  contenente  y  al  suo  interno,  in  guisa  clie  nella  regione 
limitata  da  j/",  g",  y,  y'  non  esistano  punti  equivalenti  a  Co.  In  altre  pa- 
role i  punti  equivalenti  a  Co,  non  posti  su  y,  sono  esterni  a  y'.  Ora  è 
l)en  evidente  che  i  punti  posti  in  un  intorno  abbastanza  piccolo  di  ^o 
hanno  da  d  una  distanza  geodetica  minore  di  quella,  che  essi  hanno  da 
qualunque  punto  esterno  a  y'.  Ed  è  poi  chiaro  senz'  altro  che,  se  essi  sono 
posti  nella  regione  compresa  tra  g'  e  g",  la  loro  distanza  da  C,  è  minore 
Q  uguale  alla  distanza  da  essi  a  un  punto  equivalente  a  d  posto  su  y. 
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trasformazione  U  che  porta  Ko  in  un  altro  campo  fondamentale 
Ki  si  può    porre   uguale   al   prodotto    di    8  delle    trasformazioni 

Ty,  T^ ,  se  esistono  8  —  1  campi  fondamentali  K^,  A'g, ,  ^,_i 

tali  che  ognuno  dei  campi  A'o  K^^  /u  . . .  .  K,_x  Kt  (il  primo  e  l'ul- 
timo esclusi)  sia  adiacente  a  quello  che  lo  precede  e  a  quello 
che  lo  segue.  Queste  trasformazioni  T  potranno  anche  non  es- 
sere tutte  distinte.  Vediamo  dunque  che  ogni  trasformazione  U 
di  G  si  può  scrivere  sotto  la  forma: 

{A)        U=  Tfi  Tfv . . . .  n-,     {k,-^k,^....-{-  Jc,  =  8) 

dove  le  T,,  jT,,  .  .  .  . ,  T^  sono  al  solito  trasformazioni  che  portano 
Ko  in  un  campo  adiacente,  e  kf,  Jc,,  . . .  .,  Jc^  sono  intieri  positivi 
(tutti  nulli,  solo  ne  U  =  1).  Naturalmente  accadrà  che  una  tras- 
formazione U  si  può  scrivere  in  infinite  maniere  sotto  la  forma 
precedente;  cosicché  la  somma  k{  -\-  ki  -\-  . . . .  -\-  Jc^  non  avrà  un 
valore  determinato,  quando  sia  data  la  U.  Ma,  data  la  U,  sarà 
determinato  il  valore  più  piccolo  possibile,  che  può  assumere  la 
somma  ki  -\-  ki  -\^  . .  .  .  -\-  kyj.  Questo  valore  (nullo,  solo  se  U  =  1) 
si  dirà  Vindice  di  U. 

E,  per  quanto  abbiamo  visto  più  sopra,  possiamo  concludere: 

Sia  U  la  trasformazione  di  G,  che  porta  Ko  in  un  nuovo 
campo  Ki,  e  siano  A,  B  due  punti,  V  uno  di  Ko,  V altro  di  Ki.  La  U 
avrà  un  indice  non  maggiore  di  s,  se  una  linea  X  terminata  ai 
punti  A,  B  attraversa,  oltre  Ko,  un  numero  s  di  campi  fondamen- 
tali senza  passare  per  alcun  vertice  dei  campi  K. 

Se  A,  B  sono  punti  generici  di  A'o,  iv,,  la  geodetica  -4  ^  si 
può  scegliere  come  linea  X;  e  il  numero  s  non  può  superare  il 
numero  dei  lati  della  rete  di  campi  K,  che  sono  attraversati  da  X. 

Vogliamo  ora  mostrare  una  limitazione  notevole  per  il  nu- 
mero 8. 

Supporremo  dapprima  che  un  campo  fondamentale  non  ab- 
bia vertici  a  distanza  infinita  nella  solita  metrica  iperbolica,  in 
cui  G  è  un  gruppo  di  movimenti. 

Otterremo    una  formola,  che,  con  poche  modificazioni,  si  pò- 
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irebbe  anche  dimostrare  per  i  gruppi  pr.  dis.  di  movimenti  in  una 
metrica  qualsiasi  M,  quando  un  loro  campo  fondamentale  non  abbia 
alcun  punto  sulla  regione  W  (§  26,  pag.  162)  singolare  per  M  (la 
quale  nel  caso  della  metrica  di  Bólyai  coincide  appunto  coi 
punti  a  distanza  infinita)  (*). 

Isoliamo  ogni  vertice  V  di  Ko  con  un  piccolo  cerchio  y  di  cen- 
tro V  e  di  raggio  R  (*  *).  Sceglieremo  R  uguale  per  tutti  i  cer- 
chi Y  e  cosi  piccolo,  che  questi  cerchi  non  abbiano  a  due  a  due 
punti  comuni.  Per  ipotesi  i  vertici  sono  tutti  a  distanza  finita, 
e  quindi  non  possono  appartenere  ad  infiniti  campi  fondamentali. 
Siccome  per  l' ipotesi  fatta  i  vertici  di  Ko  sono  in  numero  finito, 
esisterà  un  intero  finito  h,  tale  che  ogni  vertice  appartiene  a 
non  più  di  h  campi  fondamentali. 

Esiste  evidentemente  un  numero  positivo  [i,  minore 

1.  della  distanza  da  i?  a  un  punto  qualsiasi  posto  sul  con- 
torno di  Ki^  o  su  uno  dei  cerchi  y, 

2.  della  distanza  da  un  punto  di  uno  dei  cerchi  y  a  un  punto 
posto  su  un  altro  dei  cerchi  y, 

3.  di  tutte  le  corde  di  un  campo  A'-  (segmenti  di  geodetiche, 
congiungenti  due  punti  del  contorno  di  Ki  posti  su  due  lati 
distinti  di  ii',),  che  non  attraversano  alcun  cerchio  y. 

Sia  l  la  distanza  geodetica  A  B\  e  \d^  geodetica  A  B  attra- 
versi, oltre  J^o,  s  campi  fondamentali.  Io  dico  che  si  può  trovare 
una  costante  a,  tale  che  : 

(22)  s  <  a  Z. 

Supponiamo  dapprima  che  la  geodetica  A  B  non  attraversi 
alcuno  dei  cerchi  y.  Segniamo  i  punti  B^  in  cui  il  segmento  geode- 
tico A  B  e,  diviso  dalle  geodetiche,  che  separano  un  campo  fonda- 
mentale dall'adiacente.  Due  consecutivi  tra  i  punti  B^^  B  apparten- 


(*)  Cfr.  la  nota  alla  pag.  seguente. 

(**)  Cerchio  in  tma  metrica  a  (Ine  (liniensioui  è  il  Inogo  dei  i)unti,  la 
cui  distanza  geodetica  da  un  punto  lìsso  O  ha  un  valore  costante  li.  Il 
punto  0  dicesi  centro,  la  quantità  li  raggio  del  cerchio. 
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gono  a  uno  stesso  campo  fondamentale;  se  quel  pezzo  della  geode- 
tica A  B,  che  è  terminato  ad  essi,  non  attraversa  alcuno  dei  nostri 
cerchi,  la  lunghezza  di  questo  pezzo  è  superiore  o  uguale  a  [Ji. 
La  geodetica  A  B  non  può  dunque  contenere   più  di       di  que- 

1 
sti  pezzi.  Vale  dunque  la  (22),  ove  si  ponga  a  == 

Supponiamo  ora  che  la  geodetica  J.  5  incontri  qualche  cerchio  y- 
II  numero  dei  campi  fondamentali,  che  la  geodetica  A  B  attraversa 
entro  uno  dei  nostri  cerchi,  è  per  ipotesi  inferiore  ad  h.  Se  la  geo- 
detica A  B  attraversa  p  dei  nostri  cerchi,  essa  contiene  p  pezzi 
distinti,  che  vanno  da  -B  o  da  un  punto  dei  nostri  cerchi  a  un 
punto  posto  sopra  un  altro  cerchio,  e  la  cui  lunghezza  è  perciò 

superiore  a  [x.  Quindi   il   numero  p  soddisfa  alla  p^  —  ;  e  la  no- 

.         ..  ^. 

stra  geodetica  non  può  attraversare  entro  i  varii  cerchi,  da  essa 

incontrati  che  al  più    -  h  campi  fondamentali. 

Supponiamo  ora  che  lo  /'''''""'  dei  p  -{-  1  segmenti,  esterni  ai 
cerchi  y?  che  appartengono  al  segmento,  geodetico  A  B,  attra- 
versi hi  lati  della  rete  di  campi  K.  Se  n  è  il  numero  dei  va- 
lori dell'  indice  i,  tali  che  hi  =  0,  il  segmento  A  B  conterrà 
n  -{-  1j  (hi  —  1)  =  n  -\-  H  hi  —  p  segmenti  parziali  distinti,  che 
sono  corde  di  un  campo  Ke  non  attraversano  alcun  cerchio  y; 
e,  per  quanto  abbiamo  detto  per  il  caso  precedente,  sarà 

«  +  S  A,  —  p  <  ^  '    S  A,  ^  p  +  ^    <  2  -  . 

In  tutto  dunque   la   nostra  geodetica   non   può    attraversare 

.,.211 
più  di     -  -|-       ^  campi   fondamentali.   Si  può   dunque    in   ogni 

2  h 

caso  soddisfare  alla  (22),  ponendo  a  --=       -]-      . 

Quindi  :  V  indice  di  una  trasformazione  che  porta  un  punto  A 

di  Kq  in  un  punto  B  è  minore  o  uguale  ad  a.  l^  se  l  è  la  distanza 

geodetica  A  B  (*). 


(*)  Il  teorema  si  estende  fiu-ilinente  a  metriche  resili  il/  qualsiasi  a  un 
qualunque  numero  di  dimensioni,  come  abbiamo  già  dotto.  Si  osserverà 
anzitutto  : 
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Completeremo  ora  questo  teorema  per  il  caso  che  i  campi 
fondamentali  abbiano  qualche  vertice  a  distanza  infinita:  il  me- 
todo che  seguiremo  non  si  può  però  senz'  altro  estendere  a 
gruppi  qualsiasi  di  movimenti.  Mentre  quindi  il  risultato  pre- 
cedente vale  in  generale,  noi  ci  accontenteremo,  in  quanto  segue, 
di  riferirci  a  gruppi  fuchsiani  G. 


1.  In  virtù,  dell'ipotesi  che  un  campo  fondamentale  non  ba  punti 
snlla  regione  W  singolare  per  M,  esiste  un  intero  /*,  tale  che  ogni  punto 
ove  M  è  regolare,  non  può  appartenere  a  jiiù  di  li  campi  fondamentali  K 
(cfr.  §  25,  osservaz.  a  pag.  156). 

2.  Una  trasformazione,  che  porti  Ko  in  un  campo,  che  con  Jto  ha  al- 
meno un  punto  comune,  si  può  scrivere  come  prodotto  di  non  più  di  ^t 
trasformazioni,  scelte  tra  quelle  trasformazioni  T,  che  portano  Ko  in  un 
campo  adiacente. 

3.  Se  Bo,  B^,  ....,  .B„  sono  punti  posti  su  una  stessa  geodetica,  che  si 
susseguono  nell'  ordine  qui  scritto,  se  ciascuno  dei  punti  Bi  appartiene  a 
una  faccia  Fi  della  rete  di  cami)i  K,  se  le  faccie  J^o,  F^,  . . . .,  F„  non  hanno 
alcun  punto  comune,  esiste  una  costante  [x,  dii)endente  soltanto  dalla  rete 
di  campi  K,  a  cui  la  distanza  Bo  B„  è  superiore.  Infatti,  se  sulle  faccie 
Fi  si  potessero  trovare  infiniti  sistemi  di  punti  B,  ,  tali  che  lim  Bo  B„  =  0, 
questi  sistemi  di  punti  avrebbero  almeno  un  punto  limite,  il  quale  sareb- 
l)e  punto  comune  a  Fo,  F^,  ....,  F„  .  Poiché  tutti  i  campi  K  sono  congrui 
nella  nostra  metrica,  è  ben  evidente  potersi  supporre  che  [x  dipenda  solo 
dalla  nostra  rete  di  campi  fondamentali,  e  che  p,  sia  anche  minore  della  di- 
stanza da  B  a  un  punto  del  contoi'ho  del  corrispondente  campo  K. 

Noi  potremo  indicare  i  j)unti  comuni  alla  geodetica  A  B  e  alle  faccie 
dei  camici  K  con 

Cn,    6'i2j    •  •  •  •    Cir^,    C-n,    C/22,    •  •  •  •    C-2r.,,    ....    C py,    Cp.,,  ....  Opr   , 

in  guisa  che  questi  punti  si  succedano  proprio  nell'  ordine  qui  scritto,  e 
che  le  faccie  i)assanti  per  Cu,  0,2,  ....,  6',,..  abbiano  comune  un  punto 
non  posto  sulla  faccia  passante  per  6\-4,,,.  I  p  segmenti  distinti  6',i  6',- , ,,,, 

e  Opi  B  sono  maggiori  di  [x  ;  quindi  p  <  — .  Ma  per  la  seconda  delle  tre 

osservazioni  precedenti  il  prodotto  delle  ii  trasformazioni  T  corrispondenti 
ai  punti  0,1,  Ci2,  ....,  Cir.  si  imo  scrivere  come  prodotto  di  non  più  che 
h  delle  stesse  trasformazioni   T.  L' indice  della  trasformazione,  che  porta 

A  in  B,  non  può  dunque  superare  a  Z,  se  a  =  — . 
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Se  i  campi  fondamentali  hanno  vertici  a  distanza  infinita, 
allora,  come  sappiamo,  il  gruppo  G  contiene  trasformazioni  pa- 
raboliche e  viceversa.  Noi  possiamo  anzi  supporre  (§  32,  pag.  216) 
che  ogni  vertice  A  di  un  campo  fondamentale  a  distanza  non 
euclidea  infinita  (posto  sul  cerchio  limite)  costituisca  da  se  solo 
un  ciclo,  cosicché  i  due  lati  uscenti  da  A  siano  tra  loro  equiva- 
lenti rispetto  alla  trasformazione  parabolica  di  G,  che  lascia 
fisso  A.  Tra  le  trasformazioni  T,,  che  portano  Kq  in  un  campo 
adiacente,  ve  ne  sono  di  paraboliche:  anzi,  (§  32,  pag.  208)  ogni 
trasformazione  parabolica  di  ^  è  trasformata,  mediante  una  qual- 
che trasformazione  di  G,  di  una  trasformazione  parabolica  che 
porta  Ko  in  un  campo  adiacente. 

Circondiamo,  come  sopra,  tutti  i  vertici  a  distanza  non  eu- 
clidea finita  mediante  cerchi  y  di  uno  stesso  raggio  nella  metrica 
di  Bólyai;  e  tracciamo  per  ogni  vertice  V  a  distanza  infinita 
(posto  sul  cerchio  limite  L)  un  piccolo  cerchio  euclideo  5  tan- 
gente in  V  a  L.  Supporremo  scelti  questi  nuovi  cerchi  5  in 
guisa  tale  che  cerchi  tangenti  a  L  in  vertici  equivalenti  siano 
pure  equivalenti,  e  che  tanto  questi  ultimi  cerchi  5,  quanto  i 
cerchi  precedenti  y,  posti  a  distanza  non  euclidea  finita,  non 
abbiano,  presi  a  due  a  due,  alcun  punto  comune.  Ciò  che  è  sem- 
pre possibile,  se  noi  escluderemo  il  caso  che  un  campo  fondamen- 
tale abbia  infiniti  lati  e  quindi  anche  infiniti  vertici. 

Sia  ora  A  un  punto  generico  del  campo  ^o,  esterno  a  tutti 
i  cerchietti  da  noi  tracciati,  e  sia  B  un  altro  punto  generico 
interno  a  un  campo  -K^,,  ma  esterno  anch'esso  agli  stessi  cer- 
chietti. La  distanza  geodetica  A  B  sia  uguale  a  l.  La  geodetica 
A  B  attraverserà,  oltre  a  Kq,  un  certo  numero  s  di  campi  fon- 
damentali. La  trasformazione  U  di  G  che  porta  Kq  in  -ET,  sarà 
uguale  a  un  prodotto 

(A)'     U  =  T*i  Tf:^....  Tfuiìc,-\-....-{-k,  =  s)  (le,  =  interi  positivi) 

dove  le   T  sono    trasformazioni  (che  portano  Ko  in  campi   adia- 
centi) distinte   o  no.  L' indice  di   U  sarà  minore  o   uguale   a  8, 
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•Un  punto  mobile  N  che  si  muova  lungo  la  geodetica  A  B  pas- 
serà s  volte  da  un  campo  a  un  campo  adiacente.  Questi  pas- 
saggi sono  di  due  specie: 

a)  Il  punto  N  attraversa  una  linea  di  divisione  tra  due  campi 
fondamentali  in  un  punto  N'  esterno  a  tutti  i  cerchi  S.  Il  nu- 
mero di  questi  passaggi  sarà  indicato  con  s^;  e  come  sopra  si 
dimostra  che  si  può  trovare  una  costante  a  tale  che: 

(22)'  .9,  <  a  Z. 

P)  Il  punto  N  attraversa  una  linea  di  divisione  in  un  punto 
N"  interno  a  uno  dei    cerchi  5.  Noi  indicheremo  con  s,    il    nu- 


mero di  questi  passaggi.  Sarà  chiaramente 

(23)  5  =  5i+v 

I  due  campi  fondamentali  adiacenti,  sul  cui  contorno  giace 
N"  hanno  evidentemente  un  vertice  comune  nel  punto  di  con- 
tatto ài  h  e,  L,  e  sono  quindi  trasformati  l'uno  nell'altro  me- 
diante quella  trasformazione  parabolica  di  (r,  che  lascia  fisso 
questo  punto  di  contatto.  E  questa  trasformazione  parabolica 
sarà  simile  a  una  delle  trasformazioni  paraboliche,  che  portano 
Ko  in  un  campo  adiacente. 

Ora  ad  ognuno  dei  punti  iV',  ed  a  ognuno  dei  punti  N"  cor- 
risponde un  fattore  del  prodotto  T^  T^^ ....  jpf"  =  U.  Eviden- 
temente le  «2  trasformazioni,  fattori  del  prodotto  citato,  che  cor- 
rispondono ai  punti  N'\  sono  tutte  paraboliche,  per  quanto  ab- 
biamo teste  osservato. 

Se  noi,  in  modo  analogo  a  quanto  facemmo  più  sopra,  indi- 
chiamo con  a  una  quantità  non  nulla  inferiore  alle  distanze  dal 
punto  A  (o  da  un  punto  posto  sul  contorno  di  uno  dei  cerchi 
Y,  S)  dai  punti  dei  cerchi  y,  5  (dai  punti  di  un  altro  dei  cerchi 
Y,  5)  è  ben  evidente  che  la  geodetica  A  B  non  può  attraversare 
più  di  —  cerchi  S.  Indichiamo  con  E,  F  i  due  punti  in  cui  la 
A  B  incontra  un  cerchio  5.  Per  le  nostre  ipotesi,  B  non  può 
essere  interno  al  segmento  E  F,  Sia  A  la  lunghezza  di  quelF  arco 
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finito  di  cerchio  S,  che  è  terminato  ai  punti  E,  F.  Sia  D  il  punto 
in  cui  5  tocca  L:  questo  punto  sarà  lasciato  fisso  da  una  trasibr- 
mazione  parabolica  T  di  G,  e  sarà  vertice  di  infiniti  campi  fon- 
damentali. Indichiamo  con 


sr_8  g-2  9-1  g.  g,  g. 


le  infinite  geodetiche  uscenti  da  D,  che  servono  di  divisione  tra 
questi  campi  fondamentali.  Il  movimento  T  trasformerà  in  se 
stesso  il  cerchio  8  e  porterà  una  di  queste  geodetiche  gi  nella 
successiva  gt^x.  Quindi  la  lunghezza  dell'arco  di  S,  che  è  com- 
preso tra  due  geodetiche  successive  ^f,  gi^i,  è  costante  (indipen- 
dente da  i)]  noi  indicheremo  questa  costante  con  s.  Se  il  tratto 
di  geodetica  E  F  passa  per  s  punti  N'\  ossia  attraversa  s'  geo- 
detiche gr<,  altrettanto  avverrà  di  quell'arco  del  cerchio  5,  che  è 
compreso  tra  E  ed  F^  cosicché  :  s  —  1  <  -  . 

Le  trasformazioni,  che  compariscono  nel  secondo  membro 
della  {A)\  corrispondenti  a  questi  s  punti  N'\  sono  tutte  identiche 
a  una  stessa  trasformazione  (simile  a  T)  la  quale  comparirà  in 
{A)  al  più  con  un  esponente  s. 

Dimostreremo  più  avanti  che  si  può  fissare  il  fattore  di  pro- 
porzionalità per  l' elemento  lineare  della  nostra  metrica  di  Bó- 
lyai  in  guisa  che  la  lunghezza  L^  del  segmento  geodetico  E  F 
soddisfi  alla  disuguaglianza 

(24)  L,>logX; 

ammesso  ciò,  per  quanto  precede  sarà 

log  (*' -  1)< /.,  —  log  e. 

Se  p  è  una  costante  maggiore  di  log  2  e  tale  che  per  tutti 
i  cerchi  5  valga  la  ^  —  log  2  >  —  log  e,  avremo  che 

log  *'^<  L,  +  p. 

Ripetendo  per  tutti  i  cerchi  5  attraversati  dalla  geodetica 
il  ^  le  precedenti   considerazioni,  e   osservando   eh©  la  somma 
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delle    lunghezze   L^    corrispondenti   a   tutti   questi    cerclii    è  mi- 
nore certamente  di  Z,  avremo 

S  log  s'  <  Z  +  ..  P, 

dove    w   è   il   numero   dei    cerchi  5,  attraversati   dalla    geodetica 
A  B.  Si  ha  quindi: 

(25)  7^^^-, 

(25/  Slog.'^Z  (l  +  l). 

Dunque  concludendo:  Il  prodotto,  che  comparisce  nel  secondo 
membro  della  (A)',  è  formato  di  due  specie  di  fattori.  La  somma 
«1  degli  esponenti  relativi  ai  fattori  di  prima  specie  soddisfa  alla 
(22)'.  /  fattori  di  seconda  specie  sono  tutti  potenze  di  trasforma- 
zioni paraboliche,  che  portano  Kq  in  un  campo  adiacente;  essi  sono 
in  numero  inferiore  a  -  ;  e  la  somma  dei  logaritmi  degli  esponenti 
relativi  soddisfa  alla  (25)'. 

Ci  basterà  soltanto  dimostrare  la  formula  (24),  che  abbiamo 
provvisoriamente  ammessa.  Rappresentiamo  perciò  la  metrica  di 
Bólyai  su  un  semipiano  euclideo  ti,  su  cui  ^,  73  sono  coordinate 
cartesiane  ortogonali,  e  >]  ^  0.  Il  punto  D  avrà  per  immagine 
un  punto  D'  della  retta  73  =  0,  p.  es.  il  punto  ^  =  7]  =  0;  5  avrà 
per  immagine  un  cerchio  5'  tangente  in  D'  alla  retta  r^  =  0. 
L'equazione  di  5'  sarà  dunque  del  tipo:  ^^  -\-  {fi  —  ay  =  a^.  Po- 
tremo supporre  la  nostra  rappresentazione  fatta  in  modo  tale 
che  la  geodetica  E  F  sia  una  retta  ^  =  cost.,  la  quale  incontrerà 
5'  in  due  punti  E'  ed  F'  di  coordinate  (^j,  fj^)  e  (^j,  7J2)  immagini 
di  E,  F.  L'elemento  lineare  sarà  (§  10,  pag.  60) 

ds^^h^  ^  ^'  +  ^  ^'         (h  =  cost.). 

Noi  potremo  fissare  il  fattore  h  (finora  indeterminato)   ponendo 
Zi  =  2.  Le  lunghezze  non  euclidee  L^  e  1  sono  uguali  all'integrale 

icZ  s  ="2  jy  "'  ^   -T  (*''"]  ^  esteso  rispettivamente  al  segmento  E'  F' 
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della  retta  E'  F'  e  all'  arco  E'  F!  del  cerchio  D'  E'  F'.  Il  calcolo 
effettivo  dimostra  (poiché  evidentemente  ^  a  =  \  -\-  t].^) 

da  cui  risulta  immediatamente  la  (24).  Infatti,  supposto  per  fis- 
sare le  idee  IQ2  ^  ^n  ®)  posto  C  =  l/~^j  si  ha  C>  1;  e  la  (24) 
diventa 

4  log  C  >  log  2  +  log  (;;  -  ^-)  ,        ossia        C'  +  2  >  2  ^2. 
Posto  e  =  1  +  e,  si  ha  £  >  0  e  questa  disuguaglianza  diventa 

1   +  £  +  8  £2  -f-  10  £3  4-  5  £4  +  £5  >  0, 

che  è  ben  evidente  perchè  £  >  0. 

§  34.        I  gruppi  di  movimenti  p.  d.  t.  i.  nelle  metriche  ellittiche 
ed  euclidee,  e  i  g^ruppi  pr.  dis.  di  similitudini  euclidee. 

Scopo  di  questo  paragrafo  è  la  determinazione  di  quei  gruppi 
p.  d.  t.  i.  sulla  variabile  complessa  a?,  i  quali  o  sono  composti  di 
un  numero  finito  di  trasformazioni,  o  si  possono  considerare  come 
gruppi  pr.  dis.  di  similitudini  o  di  movimenti  euclidei  sul  piano 
TC  della  variabile  x  (§  30). 

Comincieremo  dai  gruppi  discontinui  finiti.  Noi  abbiamo  già 
visto  al  §  30  (pag.  187)  che  la  ricerca  di  tali  gruppi  equivale 
alla  ricerca  dei  gruppi  p.  d.  t.  i.  di  movimenti  di  una  sfera  eu- 
clidea J  in  se  stessa  ;  in  quanto  che,  se  noi  proiettiamo  stereo- 
graficamente coi  procedimenti  del  §  10  (pag.  61  e  seg.)  i  punti 
della  sfera  sui  punti  di  un  piano  tc,  tangente  a  J  nell'origine, 
e  in  cui  siano  coordinate  cartesiane  ortogonali  la  parte  reale  e 
il  coefficiente  della  parte  immaginaria  di  a;,  ogni  gruppo  p.  d.  t.  i. 
di  movimenti  di  J  in  se  stessa  individua  un  gruppo  discontinuo 
finito  di  trasformazioni  lineari  sulla  variabile  x.  E  anzi  con  tale 
procedimento  otteniamo  tutti  i  gruppi  discontinui  finiti  di  tras- 
formazioni lineari  sulla  x. 

u 
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Sia  G  uno  dei  nostri  gruppi,  e  ne  sia  K  un  campo  fonda- 
mentale normale  sulla  sfera  J.  Il  poligono  K  abbia  s  =  2  q  lati, 
a  due  a  due  equivalenti,  n  vertici  non  accidentali,  che  noi  po- 
tremo supporre  a  due  a  due  non  equivalenti  (§  82,  pag.  214), 
m  cicli  di  vertici  accidentali,  ciascuno  dei  quali  conterrà  almeno 
tre  vertici.  I  due  lati  uscenti  da  un  vertice  non  accidentale 
saranno  tra  loro  equivalenti,  e  non  saranno  equivalenti  ad  alcun 
altro  lato  di  K.  Se  il  gruppo  G  è  ciclico,  sarà 

(I)  s  =  2  n  =  2  m==0. 

In  tutti  gli  altri  casi  sarà  s  >  2  ;  e  ^  non  potrà  contenere 
due  vertici  A,  B  non  accidentali  consecutivi,  perchè  altrimenti 
il  lato  A  B  dovrebbe  essere  equivalente  ai  due  lati  adiacenti  : 
ciò  che  è  assurdo. 

Il  numero  2  q  ■ — n  dei  vertici  accidentali  è  quindi  non  mi- 
nore di  w,  cosicché 

(a)  w^^l;         2  q  —  n^  n         ossia  n  <i  q. 

Il  poligono  ^  possiede  almeno  m  -(-  3  m  vertici  ;  e  quindi 

(P)  2  g  :^  w  +  3  m. 

I  sottogruppi  ciclici  di  (x,  che  lasciano  fisso  un  vertice  non 
accidentale  di  K  abbiano  rispettivamente  i  periodi  l^,  Zg, ,  Z„. 

La  somma  degli  angoli  di  J?"  sarà  uguale  a27r/w-i-  S  il-  Ma, 
per  noti  teoremi  della  geometria  elementare  della  sfera  euclidea 
questa  somma  è  maggiore  di  (s  —  2)  ti.  Quindi 

(r)  ^  +  il  7  >  ?  -  1. 

E  poi  evidentemente 

.  (5)  ?..  >  1         (i  =  1,  2, ,  w)         (Zf  interi). 

Dalle  (P),  (r)  si  ha  : 

(e)  21 T  >  «  +  *w  —  2. 
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Dalla  (o)  si  deduce 

1      «7 

Confrontando  con  (e)  otteniamo: 

m  <2 

e  quindi  per  la  (a) 


La  (y)  diventa 

Donde,  per  la  (Q,  si  trae 


w  =  1. 


4+s|>25r. 


4  >  2q  —  n. 


Ora  25»  —  n  è  il  numero  dei  vertici  accidentali,  il  quale  non 
è  inferiore  a  B  rw  =  3.  Il  numero  dei  vertici  accidentali  è 
quindi  proprio  uguale  a  3  :  i  vertici  accidentali  formano  cioè  un 
solo  ciclo  a  tre  termini.  Sarà  dunque  2  5'  =  w  +  3  ;  e  quindi,  per 
(a),  2  w  <  n  -j-  3,  ??  <  3.  Il  numero  n  può  avere  i  soli  valori  1, 2, 3. 
È  impossibile  che  w  =  1,  perchè  ogni  trasformazione  di  G  lascia 
fissi  almeno  due  punti  :  se  fosse  n  =  2,  tutte  le  trasformazioni 
di  G  lascierebbero  fissi  gli  stessi  due  punti  ;  e  noi  ritorneremmo 
al  caso  già  trattato  di  gruppi  G  ciclici.  È  dunque  w  =  3  ;  e 
quindi  2q  =  n-{-S  =  6jq  =  3.  Ponendo  in  (y)  i  valori  trovati 
di  q,  m,  w,  troviamo 

{ri)  S  T  >  1. 

(=1  h 

Ricordando  che  le  Z,  sono  interi  maggiori  di  1,  troviamo  fa- 
cilmente che  gli  unici  casi  possibili  sono 


(II) 

w  =  3;  q  =  3 

li     =    I2    =    2]      Zg     ^    2, 

(ni) 

n  =  3  ;  ?  ==-  3 

Zj  :=  2  ;  tg  =  3  ;  tg  =  3, 

(IV) 

w  =  3;  q  =  3 

^1  =  2  ;  Z j  =  3  ;  f 3  =  4, 

(Y) 

n  =  3:  q  =  3 

k=2',  l,  =  S;  l,  =  ò. 

Naturalmente  non  consideriamo  come    distinti    due  tipi,  che 
si  deducano  l' uno  dall'  altro  con  una  permutazione  delle  Zj,  l^,  l^. 
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Si  domanda  se  i  casi  qui  trovati  come  possibili  corrispon- 
dano a  gruppi  effettivi,  e  a  quali.  Il  tipo  (I)  è  realizzato  dai 
gruppi  ciclici;  studiamo  quindi  gli  altri  4  tipi. 

Indichiamo  con  ^4^,  A^,  A^  rispettivamente  i  tre  vertici  non 
accidentali  di  E,  con  B^^  B^,  B^  ì  vertici  accidentali;  e  scegliamo 
le  notazioni  in  modo  che  i  vertici  di  K  si  seguano  nell'ordine 
A^  By  A^  -Bg  Aq  B^  A^.  Il  lato  A^  B^  sarà  equivalente  al  lato  A^  B.^. 
La  trasformazione  che  porta  A,.  B^  in  A.^  B.^  porterà  il  triangolo 
A^  Bi  A^  in  un  triangolo  A^  B^  A\ ,  equivalente  ad  A^  B^  A^ . 
Così  pure  la  trasformazione  che  porta  ^3  B^  in  A^  B^  porterà 
il  triangolo  A^  B^  Ay  in  un  triangolo  A^  B^  A!\.  Ricordando  che 
la  somma  degli  angoli  di  K  nei  vertici  B  è  uguale  a  2  tt,  rico- 
nosciamo che  i  raggi  B.^  A\^  B^  A'\  coincidono.  E  poiché  B^  A\  = 
=  B,  ^1,  B,  A'\  =  B^  ^1,  B^  A,  =  B^  A^,  sarà  B^  A\  =  B^  A'\]  e 
quindi  i  punti  A\^  A'\  coincidono.  Potremo  quindi  parlare  del 
quadrangolo  A^  A,,  A'i  A^.  Questo  quadrangolo  R  sarà  pure  un 
campo  fondamentale  per  6^,  ottenuto  da  -ST  con  un  cambiamento 
lecito.  Il  lato  A^  A'i  sarà  uguale  a  A.^  A^:  il  lato  A^  A.^  al  lato 
Al  A^.  I  triangoli  A^  A^  ^3,  A\  A.^  A^,  di  cui  R  è  somma,  hanno 
dunque  lati  uguali;  e  gli  angoli  di  ciascuno  di  questi  triangoli  sono 
ordinatamente    uguali    a  y  ,  y  ,  y  .  I  due  triangoli  si  potranno 

l'I       h       t's 

dedurre  perciò  l'uno  dall'altro  con  una  riflessione  rispetto  al  lato 
A2  Aq.  Consideriamo  ora  insieme  al  quadrangolo  tutti  i  quadran- 
goli equivalenti;  e  dividiamo  ciascuno  di  essi  in  due  triangoli  con 
un  segmento  equivalente  ad  A^  A^.  La  sfera  sarà  evidentemente 
divisa  in  un  numero  finito  di  triangoli  :  due  triangoli  adiacenti 
saranno  trasformati  l' uno  dell'  altro  mediante  la  simmetria  defi- 
nita dal  lato  comune. 

Per  costruire  i  nostri  gruppi  procederemo  dunque  cosi  :  cos- 
truiamo   sulla    sfera    euclidea    un   triangolo,   i    cui    angoli   sono 

y  ,  T- ,  y  :  ciò  è  possibile  in  virtù  della  (yj).  Applichiamo  a  questo 

ti       fcg       Ls 

triangolo  le  tre  riflessioni  definite  dai  suoi  tre  lati  ;  otterremo 
tre  nuovi  triangoli,  a  cui  applicheremo  di  nuovo  riflessioni  at- 
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torno  ai  loro  lati.  Cosi  continuando  otterremo  dei  triangoli  in 
numero  finito,  che  le  più  èemplici  considerazioni  di  geometria 
elementare  dimostrano  ricoprire  la  sfera  una  e  una  sola  volta. 
Due  triangoli  adiacenti  di  questa  rete  formano  un  quadrangolo, 
che  si  può  assumere  a  campo  fondamentale  di  uno  dei  nostri 
gruppi.  Si  può  dare  di  questi  gruppi  una  elegante  costruzione 
geometrica,  che  conferma  il  precedente  risultato,  e  mette  in  evi- 
denza i  legami  tra  essi  e  i  poliedri  regolari.  Cominciamo  dal 
tipo  (II).  I  triangoli,  che,  accoppiati  con  un  triangolo  simme- 
trico, formeranno  un  campo  fondamentale  per  il  nostro  gruppo, 
hanno  gli  angoli  uguali   rispettivamente  ^  o  ?  o  j  r*  Sia  A  uno 

•  A  /       •  •  •  •  • 

di  questi  triangoli,  e  sia  A  il  triangolo  simmetrico  rispetto  al 
lato  che  congiunge  il  secondo  e  il  terzo  vertice.  Otterremo  cosi 
un  triangolo  A  -j  A',  che  ha  gli  angoli  ordinatamente  uguali  a 
9  '  9  '    7     •  ^^  S^^PPO  ciclico   generato    dalla   rotazione   di   am- 

piezza  ,  attorno  al  terzo  vertice  porterà  questo  triangolo  m 
altri  Zg  —  1  triangoli,  che  tutti  insieme  riempiono  un  emisfero. 
Essi,  insieme  con  gli  Zg  triangoli,  che  se  ne  deducono  con  una 
riflessione  attorno  al  cerchio  massimo  y  limitante  questo  emisfero 
formano  una  rete  di  2  Zg  triangoli  uguali,  che  è  precisamente  una 
rete  di  poligoni  fondamentali  per  il  nostro  gruppo.  Sul  cerchio 
massimo  y  avremo  Zg  vertici  della  nostra  rete,  che  saranno  pure 
vertici  di  un  poligono  regolare  P  inscritto  in  y.  Gli  altri  due 
vertici  della  nostra  rete  sono  i  poli  di  y;  proiettando  da  am- 
bedue il  poligono  P  otteniamo  due  piramidi  regolari  simmetriche 
rispetto  a  y,  o,  come  si  suol  dire,  una  doppia  piramide  Q  rego- 
lare inscritta  nella  nostra  sfera  che  le  2  Zg  operazioni  del  nostro 
gruppo  trasformano  in  sé  stessa.  Viceversa  se  noi  proiettiamo 
sulla  sfera  dal  suo  centro  le  faccie  di  una  doppia  piramide  Q, 
regolare  e  inscritta  nella  sfera  stessa,  otteniamo  la  superficie  della 
sfera  divisa  in  una  rete  di  triangoli  uguali,  che  possiamo  assu- 
mere come  la  rete  dei  campi  fondamentali  di  un  gruppo  del 
tipo  (II),  le  cui  operazioni  trasformeranno  Q  in  sé  stessa.  Ecco 
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perchè  i  gruppi  del  tipo  (II)  si  chiamano  anche  gruppi  della  dop- 
pia piramide  regolare. 

Passiamo  ora  ai  gruppi  del  tipo  (III).  Un  campo  fondamentale 
di  un  tale  gruppo  è  composto   di   due  triangoli  A,  A',  adiacenti 

e  simmetrici,  ciascuno  dei  quali  ha  gli  angoli  uguali  a  q  ,  o  ■,  9  • 

Consideriamo  i  sei  triangoli  della  rete  corrispondente,  che  hanno 
comune  un  vertice  A^  in  cui  naturalmente  tutti  avranno  un  an- 
golo uguale  a  q .  Un  ragionamento  affatto  elementare  dimostra 
che  questi  sei  triangoli  costituiscono  insieme  un  solo  triangolo  D 

avente  tutti  e  tre  gli  angoli  uguali  a  -q-  .  Il  triangolo  rettili- 
:peo  D'  che  ha  i  vertici  comuni  con  D  è  quindi  una  faccia  di 
un  tetraedro  regolare  T  inscritto  nella  sfera.  Il  centro  A  di  D' 
è  proiettato  dal  centro  della  sfera  sulla  sfera  stessa  nel  vertice  A. 
Il  punto  di  mezzo  di  un  lato  l  ài  D  dovrà  essere  vertice  di 
altri  due  triangoli  della  nostra  rete,  i  quali  saranno  adiacenti, 
e  avranno  comune  un  secondo  vertice  J.,  ;  questo  vertice  A^  ap- 
parterrà a  sei  triangoli  della  nostra  rete,  che,  tutti  insieme,  for- 
meranno un  nuovo  triangolo  -D,,  uguale  a  Z)  ed  adiacente  a  I) 
lungo  il  lato  l.  Il  triangolo  rettilineo  D\,  che  ha  i  vertici  co- 
muni con  Z), ,  sarà  una  nuova  faccia  del  tetraedro  T]  il  centro 
Al  di  D\  sarà  proiettato  dal  centro  della  sfera  sulla  sfera  stessa 
nel  vertice  A^.  Cosi  continuando,  troviamo  che  : 

I  triangoli  della  rete  di  un  gruppo  del  tipo  (III)  sono  in  numero 
di  24,  cosicché  G  è  un  gruppo  di  12  operazioni:  essi  si  possono 
unire  a  sei  a.  sei  in  quattro  triangoli  piti  grandi,  a  due  a  due 
adiacenti,  e  i  cui  quattro  vertici  sono  i  vertici  di  un  tetraedro 
regolare  T  inscritto  nella  sfera.  Se  noi  proiettiamo  dal  centro  della 
sfera  sulla  sfera  stessa  i  vertici  di  J",  i  centri  delle  f accie  T",  e  i 
punti  di  mezzo  degli  spigoli  di  T,  otteniamo  i  vertici  della  nostra 
rete  di  triangoli.  Se  proiettiamo  invece  i  lati,  e  le  altezze  delle 
f accie  di  T,  otteniamo  sulla  sfera  i  lati  della  nostra  rete  di  trian- 
goli. Le  operazioni  di  G  trasformano   T  in  sé  stesso. 

Viceversa,  se  T  è  un  tetraedro  regolare  inscritto  nella  sfera^  e 
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noi  dividiamo  ciascuna  delle  sue  faccie  mediante  le  altezze  in  sei 
triangoli,  e  proiettiamo  dal  centro  della  sfera  sulla  sfera  stessa  i 
24  triangoli  così  ottenuti,  otteniamo  la  rete  dei  triangoli  di  un 
gruppo  G  del  tipo  (III),  che  trasforma  T  in  sé  stesso.  Due  triangoli 
adiacenti  di  questa  rete,  insieme  considerati,  formano  un  campo 
fondamentale  per  G. 

Ecco  perchè  i  gruppi  del  tipo  (III)  (tutti  simili  tra  di  loro) 
si  chiamano  anche  i  gruppi  del  tetraedro  regolare. 

Le  stesse  relazioni  qui  trovate  tra  i  gruppi  (III)  e  il  tetraedro 
regolare,  si  possono  dimostrare  con  metodo  affatto  analogo  tra 
i  gruppi  (IV)  e  l' ottaedro  regolare  inscritto  nella  sfera,  i  gruppi 

(V)  e  l' icosaedro  regolare  inscritto  nella  sfera.  E  si  trova   cosi 

8  6 
in   particolare    che  un  gruppo   (IV)    ha  "  k^  =  24  operazioni,  un 

gruppo  (V)  ha  '  ==  60  trasformazioni;  le  reti  corrispondenti 
di  2.  24  =  48  e  di  2. 60  =  120  triangoli  si  possono  ottenere, 
costruendo  un  ottaedro  o  un  icosaedro  regolare  inscritto  nella 
sfera,  dividendo  ciascuna  delle  sue  faccie  in  sei  triangoli  me- 
diante le  tre  altezze,  e  proiettando  dal  centro  della  sfera  tutti  i 
triangoli  cosi  ottenuti  sulla  sfera  stessa.  Ecco  perchè  i  gruppi 
del  tipo  (IV)  o  (V)  hanno  ricevuto  il  nome  di  gruppi  dell'  ot- 
taedro 0  dell'icosaedro  regolare. 

I  gruppi  qui  esaminati  hanno  ricevuto  complessivamente  il 
nome  di  gruppi  dei  poliedri  regolari. 

Passeremo  ora  ai  gruppi  di  movimenti  di  prima  specie  nel 
piano  euclideo.  Tutte  le  trasformazioni  di  un  tale  gruppo  sono 
del  tipo: 

x  =  e''^  X  -{-  a.         (a  =  cost.;  -^  =  cost.  razionale). 

Un  primo  tipo  è  dato  dai  gruppi  ciclici:  un  secondo  tipo  è 
formato  dai  gruppi  composti  da  sole  trasformazioni  paraboliche. 
Per  questi  ultimi  gruppi  abbiamo,  riprendendo  le  precedenti  no- 
tsizioni,  »  =  0  se  nessun  vertice  di  AT  è  il  punto  a;  =  cx^,  n  ==  1  ed 
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l^  =  oo  in  caso  contrario.  E  con  ragionamenti  analoghi  a  quelli 

svolti  più  sopra  troviamo 

(P')  2  q  ^  3  m  -{-  n 

(y')  2m  =  2q  —  2  ' 

che,  sommate,  danno  :  2  "^  m  {-  n,  ossia  m  -\-  n  =  1,  oppure 
m  -\-  n  =  2.  Sia  m  -j-  w  =  1  ;  se  inoltre  w  =  1,  si  ha  w  =  0,  g  =  1, 
e  il  gruppo  G  è  ciclico  ;  se  invece  w  =  0,  allora  m  =  1,  j'  ^  2. 
Il  poligono  K  è  perciò  un  quadrangolo  i  cui  quattro  vertici  sono 
tutti  accidentali,  e  costituiscono  un  unico  ciclo.  Essi  saranno 
quindi  equidistanti  dal  centro  di  K,  che  è  quindi  inscrivibile  in 
un  cerchio.  Lati  opposti  di  questo  quadrangolo  saranno  equiva- 
lenti rispetto  a  6r,  e  quindi  paralleli.  Dunque  K  è  un  rettangolo. 
Sia  invece  m  -r  n  =  2;  allora,  se  w  =  1,  si  ha  m  =^  1,  g-  =  2. 
Il  poligono  K  avrebbe  un  vertice  non  accidentale,  e  tre  vertici 
accidentali  costituenti  un  unico  ciclo.  I  due  lati  di  K,  non  con- 
correnti nel  vertice  non  accidentale  (x  =  c^)  dovrebbero  essere 
equivalenti;  la  trasformazione  che  porta  l'uno  nell'altro  sarebbe 
ellittica,  contro  la  nostra  ipotesi.  Sarà  dunque  w^  0,  m  =  2,  §'  =  3. 
Il  poligono  K  sarà  un  esagono,  tutto  a  distanza  finita,  con  due 
cicli  di  vertici  accidentali.  Lati  opposti  di  K  saranno  equivalenti; 
si  riconosce  infatti  facilmente  che  ogni  altro  modo  di  corrispon- 
denza tra  i  lati  condurrebbe  o  a  cicli  di  due  vertici,  o  a  vertici 
non  accidentali.  Lati  opposti  di  K  sono  quindi  uguali  e  paral- 
leli. Se  dunque  i  vertici  di  K  sono  i  punti  A^,  A^^  A^,  A^,  ^5,  ^g, 
e  si  seguono  proprio  in  questo  ordine,  i  vertici  A,,  A.^^  A-  for- 
mano un  ciclo,  i  vertici  A.^,  Aj^,  Jg  formano  l'altro  ciclo.  La 
trasformazione,  che  porta  il  lato  A^  A^  nel  lato  A.^  ^4,  porta  il 
triangolo  J,  A.^  A^^  in  un  triangolo  A.^  A.j  A^;  i  segmenti  Ar,  A^^  A.j  A^ 
sono  rispettivamente  uguali  e  paralleli  ai  segmenti  A^  ^g,  A^  A~^. 
La  trasformazione,  che  porta  il  lato  ^g  A^  nel  lato  A^  A2,  porta 
il  triangolo  A^  A- A^  nel  triangolo  A.^  A^  A.^,  come  si  riconosce 
ben  facilmente.  Il  parallelogrammo  A.^  ^g  ^1^  A^  è  ancora  un 
campo  fondamentale  per  G,  dedotto  da  K  con  un  cambiamento 
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lecito.  Lati  opposti  del  parallelogrammo  saranno  tra  loro  equi- 
valenti. Il  tipo  precedente  rientra  come  caso  particolare  in 
quest'ultimo,  quando  si  supponga  che  questo  parallelogrammo 
sia  proprio  un  rettangolo.  Le  trasformazioni,  che  portano  un 
lato  del  parallelogrammo  nell'  opposto  saranno  del  tipo  : 

x  =  X  -{-  (X,  x  =  X  -\-^         {^  =  quantità  non  reale), 

e  costituiranno  un  sistema  di  trasformazioni  generatrici  per  G. 

Viceversa  ogni  gruppo  generato  da  due  tali  trasformazioni  è  un 

gruppo  dei  tipi  precedenti. 

Ne  scende  il  teorema:   Un  gruppo  G  di   traslazioni  p.  d.  f.  i., 

0  è  ciclico,  o  è  generabile  con  due  traslazioni  x'  =  x  -{-  a,  x'  =  x  -{-  ^, 

dove  ^,  è  una  costante  non  reale.  Le  trasformazioni  di  G  saranno 

P 
tutte  e  sole  le  trasformazioni 

a)'  =  x-\-mcc-\-n^         {m,  n  interi). 

Notiamo  che,  mentre,  date  le  costanti  a,  ^,  il  gruppo  G  è  com- 
pletamente individuato,  il  teorema  reciproco  non  è  però  vero.  In- 
fatti siano  X,  [x,  V,  p  interi  soddisfacenti  alla  Xp  —  jì,v  =  +  1.  Il 
gruppo  G  conterrà  le  trasformazioni  a?'  =  a?  +  a,,  d;'  =  a;  -j-  ^,,  dove 
si  è  posto  aj  =  X  a  -j-  [A  ^,  pi  =  v  a  i-  p  ^.  E  viceversa  un  gruppo,  che 
contenga  queste  due  trasformazioni,  contiene  anche  le  a:'  =  ir  -|-  a, 
x  =  X  -\-  ^^  e  coincide  quindi  con  G.  Infatti  è  a  ^=  4^  (p  ai  —  [i  pj, 
P  =  ±(X?. -va,). 

Osserviamo  anzi  che  tutti  i  gruppi  G^  a  cui  corrisponde  uno 
stesso  valore  del  rapporto  x  =  r  sono  tra  di  loro  simili,  e  di 
più  che,  scambiando  caso  mai  ^  con  —  P,  si  può  supporre  che  il 
coefficiente  della  parte  immaginaria  di  x  sia  positivo. 

Ogni  trasformazione  del  gruppo  modulare,  applicata  a  x,  fa 
corrispondere  a  un  gruppo  G  un  gruppo  simile.  E  viceversa  va- 
lori di  X  corrispondenti  a  gruppi  simili  sono  equivalenti  rispetto 
al  gruppo  modulare. 
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Per  completare  il  nostro  studio  basterà  che  noi  cerchiamo 
quei  gruppi  di  movimenti  euclidei,  che  contengono  trasforma- 
zioni (ellittiche) 

x'  =  é^  x-^oL        [9  _  ;„  0  (mod  2  ti)]. 

Sarà  evidentemente 

w  ^  1. 

E  con  ragionamenti  analoghi  ai  precedenti  troviamo  : 

(a")  w  ^  1;         w  <  g»; 

(p")  2  g  ^  w  -|-  3  w 

2 
(e"),  (C")  >i^S^  =2g  —  2m  —  2^m4-wz  —  2. 

Se  ne  ricava  m  =  1,  oppure  m  =  2. 

Caso  I.  m  =  1.  Dalla  (y'Oj  (CO?  (P")  ^i  t-rae  successivamente: 

Sarà  quindi  o  2  q  —  n  =  3,  o  2  g-  —  ?^  =  4;  e,  poiché  w  <  g, 
ne  otterremo  rispettivamente  : 

w  <  5'  <  3     (se  2  ^  —  »  =  3)         w  ^  ^  <  4     (se  2q—  n  =  4). 

Dovrà  dunque  essere  q  =  2;  ?i  =  1  oppure  q  =  n  =  3 ;  oppure 
g-  =  3^  w  ==  2  ;  oppure  g  =  w  =  4. 

Ricordando  le  (y")  troviamo  i  seguenti  tipi  possibili: 

q  =  n  =  3,  m  =  1;     Zj  =  2,  Zg  =  2,  Z^  =  co  (^')    \ 

Z,  =  2,Z,=3,Z3  =  6  (^")  L  l_i    ^,, 

Z.  =  2,Z,  =  4,  Z,  =  4  {Anì^^<  ^^ 

Z,  =  3,  Z2  =  3,  Z3  =  3  (^"")) 

^  =  3^  ,i  =  2;  wi  =1     Zi  =  Z^  =  2,  (a) 

^  =  w  =  4;  w  =  1     Zi  =  Za  =  Zg  =  Z^  =  2.  (J5) 
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Caso  II.  m  =  2.  Dalla  (y"),  (D,  (P")  si  trae: 

S|=g  —  3,  G:^'2«7  —  w  2^  —  w^6 

donde  2  g'  —  w  =  6  ;  e,  poiché  n  ^  q,  sarà  w  <:  g  <:  6. 
Sarà  dunque: 

q  =  4i,  n  =  2;  oppure  q  =  5,  «  =  4;  n  =  q  =  io. 

Ricordando  la  (y")  troviamo  i  seguenti  casi  possibili: 

g  =  4,  w  =  2,  m  =  2  Zi  =  Z,  =  2  (P) 

g  =  6,  w  =  4,  m  =  2  Zi  =  Za  =  ^;t  =  ^4  =  2  (C) 

g  =  6,  w  =  6,  w  =  2  Z,  =  Za  =  ^3  =  Z^  =  ?g  =  k  =  2      (r) 

L'esistenza  effettiva  di  gruppi  dei  tipi  (A),  si  dimostra  in 
modo  simile  a  quello  da  noi  usato  per  i  gruppi  discontinui  finiti. 
E  si  trova  ancora  che,  se  noi  costruiamo  nel  piano  euclideo 
un  triangolo  A,  i  cui   angoli    siano  j- ,  *- ,  y-  ,   riflettiamo    A   ri- 

Vi       i^       »'3 

spetto  ai  suoi  tre  lati,  e  continuiamo  ad  applicare  lo  stesso  pro- 
cedimento ai  triangoli,  che  cosi  si  deducono  successivamente,  il 
piano  euclideo  resta  diviso  in  infiniti  triangoli;  il  quadrangolo, 
somma  di  due  consecutivi  tra  questi  triangoli,  è  un  campo  fon- 
damentale per  un  gruppo  del  tipo  voluto. 

Non  esiste  invece  alcun  gruppo  del  tipo  (a);  infatti  il  poli- 
gono fondamentale  K  sarebbe  un  esagono,  due  vertici  soltanto 
del  quale  godrebbero  della  proprietà  che  i  due  lati  uscenti  da 
uno  di  essi  sarebbero  di  tra  loro  equivalenti,  mentre  gli  altri 
quattro  vertici  dovrebbero  formare  un  unico  ciclo:  ciò  che  si 
riconosce  facilmente  impossibile. 

Dimostreremo  ora  l' esistenza  di  gruppi  del  tipo  {B). 

Il  campo  fondamentale  K  di  un  tale  gruppo  sarà  un  ottagono 
AABBCC'DD.  Con  A,  B,  C,  D'  indichiamo  i  vertici  non 
accidentali,  con  -4,  B,  C,  D  i  vertici  accidentali,  i  quali  formano 
un  unico  ciclo  ;  i  lati  A  A  e  AB,  B  B'  e  B  C,  C  C  e  C  D, 
D  D'  e  UÀ  sono  rispettivamente  uguali  e  per  diritto.  Siano 
D",  U"  i  punti  simmetrici  di  D  rispetto  ai  punti  A,  C.  I  trian- 
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goli  AAD'e  A  D"  B,  CD'"  C  e  CD'D  saranno  equivalenti; 
i  triangoli  B'  B  D"  e  B'  C  D'"  saranno  pure  uguali  ed  equiva- 
lenti. I  segmenti  B'  D"  e  B  D'"  saranno  uguali  e  per  diritto. 
Il  triangolo  D  D"  D'"  sarà  ancora  un  campo  fondamentale  per  (r, 
dedotto  da  ^  con  un  cambiamento  lecito.  Viceversa,  se  D'  D"  D"' 
è  un  qualsiasi  triangolo,  ^',  J5',  C  sono  i  punti  di  mezzo  di 
D'  D",  B"  ir,  D'"  D\  l'esagono  D'  A'  D"  B'  D'"  C,  per  il  quale  si 
considerino  come  equivalenti  i  lati  D'  A  e  A  D",  D"  B'  e  B'  D'", 
D'"  C  e  C  D  si  può  assumere  a  campo  fondamentale  di  un 
gruppo  G  del  tipo  voluto. 

Non  esistono  gruppi  del  tipo  (y).  Infatti  il  poligono  K  sa- 
rebbe un  dodecagono,  sei  vertici  del  quale  sono  vertici  acciden- 
tali, sei  non  accidentali.  Tra  due  vertici  accidentali  esisterebbe 
un  vertice  non  accidentale,  e  viceversa.  I  due  lati  uscenti  da 
un  vertice  non  accidentale  sarebbero  equivalenti;  e  quindi  gli 
altri  6  vertici  formerebbero  un  unico  ciclo.  Sarebbe  dunque 
m  =  1  contro  F  ipotesi. 

Si  può  pure  dimostrare  che  non  esistono  gruppi  del  tipo  (P). 
Infatti,  in  tal  caso  K  sarebbe  un  ottagono,  due  vertici  soltanto 
del  quale  godrebbero  della  proprietà  che  i  due  lati  uscenti  da 
uno  di  essi  sono  tra  di  loro  equivalenti,  mentre  gli  altri  sei 
vertici  formerebbero  due  cicli  di  vertici  accidentali.  E  si  rico- 
nosce facilmente  che,  in  qualunque  modo  si  facciano  corrispon- 
dere i  lati  di  K,  non  è  possibile  realizzare  tali  proprietà  per  i 
vsrtici  di  K. 

Studiamo  ora  il  tipo  (C).  Il  poligono  K  è  un  decagono  yl,  A.^ 
....  ^10.  Quattro  e  soli  quattro  vertici  di  K  godono  della  pro- 
prietà che  i  due  lati,  uscenti  da  uno  di  essi,  sono  tra  di  loro 
equivalenti  ;  gli  altri  6  vertici  di  K  si  distribuiscono  in  due  cicli 
di  vertici  accidentali.  Due  dei  quattro  vertici  non  accidentali 
di  K  non  possono  essere  consecutivi  ;  poiché  K  ha  10  vertici,  vi 
saranno  almeno  due  vertici  non  accidentali  di  iT,  p.  es.  ^,,  ^g, 
che  saranno  separati  da  un  solo  vertice  accidentale  A^.  Se  noi 
indichiamo  con  A^,  A.2,  ^3, ....  ^9  ^10  i  vertici  di  A',  e  se  questi 
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vertici  si  seguono  proprio  nell'ordine  qui  scritto,  i  vertici  A.^,  ^44,^4,0 
formeranno  necessariamente  un  ciclo  di  vertici  accidentali;  quindi 
i  lati  Aq  A^q  e  ^5  A4  saranno  equivalenti,  i  vertici  ^4-,  -4.,  saranno 
pure  equivalenti,  e  quindi  saranno  vertici  accidentali.  Il  ciclo  di 
vertici,  cui  appartengono  A^,  Ag  deve  contenere  un  terzo  vertice, 
che  dovrà  separare  i  due  vertici  residui  non  accidentali.  Quindi 
A-,  A^j  Ay  formeranno  il  secondo  ciclo   di  vertici  accidentali  ;  i 
punti  ^6,  A^  saranno  i  due  altri  vertici  non   accidentali.  I  due 
lati  uscenti  da  uno  dei  vertici  non  accidentali  sono  per  diritto, 
perchè  Z,  =  2;  la  somma  degli  angoli   nei  vertici  Aj^,  Ag,  A^  è 
uguale  a  quattro  retti;  quindi  i  lati  equivalenti,  e  perciò  anche 
uguali,  A4  A5  e  Ajo  Ag  sono  paralleli.  Facciamo  con  cambiamenti 
leciti  sparire  i  vertici  accidentali.  Le  trasformazioni,  che  portano 
rispettivamente  A,o  Ag  in  A^  A^  e  A^  A3  in  A3  A^,  portano  ri- 
spettivamente i  triangoli  A,o  A^  A^  e  Ag  A3  A,   in  due  triangoli 
equivalenti  A4  A-  A\  e  A3  A4  A',,  tali  che  i  segmenti  A,  A^,  A3  A', 
sono  per  diritto,  e  i  segmenti  A,  Ay,  A',  A-  sono  uguali,  paralleli 
ed  equivalenti.  Se  la  trasformazione,  che  porta  il  primo  di  que- 
sti due  segmenti  nel  secondo  porta  il  punto  Ag  in  un  punto  A'g, 
i  triangoli  Aj  Ag  Aj,  e  A\  A5  A'g,  e  i  triangoli  Ag  A^  A^,  .4'g  Ar,  Ag 
sono  equivalenti,  i  segmenti  A\  A'g  ed  Aj  Ag  sono  uguali  e  pa- 
ralleli, i  segmenti  A^  Ag,  A,;  A'„  sono  uguali  e  per  diritto.  L'esa- 
gono Al  Ag  Ag  A'g  A',  A3  è  il  campo  fondamentale  cercato;  i  lati 
Ag  Ag  e  Ag  A'g,  i  lati  A3  A,  e  A3  A\  sono  per  diritto;  cosicché 
questo    esagono   si   può    anche    considerare    come   un    parallelo- 
grammo. Ed  è  ben  evidente  che,  se  A,  Ag  A'g  A',  è  un  qualsiasi 
parallelogrammo,  se   .43  ed  Ag  sono  i  punti  di  mezzo  di  A,  A',  e 
Ag  A'g,  l'esagono  Aj  Ag  Ag  A'g  A'i  A3,  per  il  quale  si  considefino 
come  equivalenti  i  lati  A3  Aj  e  A3  A'„  Ag  Ag  e  Ag  A  g.  A,  Ag  e  A',  A'g 
definisce  un  gruppo  della  specie  voluta. 

Possiamo  ancora  osservare  che,  se  A"g  è  il  punto  d'interse- 
zione delle  rette  A,  Ag  e  A3  A'g,  l'esagono  A,  Ag  Ag  A'g  A3  A"g  si 
può  considerare  pure  come  campo  fondamentale  per  G.  I  lati 
Ag  Ag  e  Ag  A'g,  Al  Ag  e  A,  A"g,  A3  A'g  e  A3  A"^  sono  uguali  e  per 
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diritto.  Siamo   cosi    ricondotti    allo    stesso  tipo  di  campi  fonda- 
mentali, che  abbiamo  trovato  per  i  gruppi  {B). 

In  sostanza  noi  abbiamo  trovato  che  i  gruppi  di  movimen- 
ti euclidei  possibili  sono  i  gruppi  ciclici^  i  gruppi  generati  da 
due  traslazioni  indipendenti^  e  i  gruppi  {A),  {B),  (C),  (per  cui  è 
m  -\-  n  =  q  -\-  1). 

Si  riconosce  facilmente  che  se  noi  pieghiamo  i  lati  di  un 
campo  fondamentale  di  questi  gruppi,  in  guisa  che  punti  equi- 
valenti coincidano,  otteniamo  nel  secondo  caso  una  superficie  di 
genere  1,  nel  terzo  una  superficie  di  genere  zero.  Un  analogo 
procedimento  applicato  ai  gruppi  discontinui  finiti  porta  soltanto 
a  superficie  di  genere  zero. 

Osservazione.  —  Per  essere  completo,  aggiungerò  qui  la  deter- 
minazione, ottenuta  recentemente  dal  Prof.  G.  Vitali,  dei  gruppi 
G  pr.  dis.  di  similitudini  euclidee,  ossia  i  gruppi  pr.  dis.  di  tras- 
formazioni del  tipo  X  =  A  X  -\-  B.  Di  essi  sono  casi  particolari 
i  gruppi  determinati  più  sopra,  di  movimenti  euclidei:  i  quali 
sono  caratterizzati  da  ciò  che  per  tutte  le  loro  trasformazioni 
è  I  ^  ;  ===  1.  Potremo  dunque  limitarci  al  caso  che,  almeno  per 
una  trasformazione  jS  di  G,  sia  A  =[=  1.  Mutando  a:;  in  as  -}-  cost., 
potremo  ottenere  che  la  S  sia  definita  dalla  x  ^=  Ax.  Suppo- 
niamo ora  che  esista  in  G  un'altra  trasformazione  T,  definita 
da  un'  equazione  a?'  =  a  a?  -[-  P,  dove  è  P  4=  0.  La  trasformazione 
S"  T-'  S  TS''  S-"  è  definita  dalla  x'  =  x  4-  ^^-/AnJl  (^  in- 
tero  qualunque)  e  appartiene  a  G.  Poiché  §=[=0,  ]A|4=l?^=l=0j 
questa  trasformazione  per  n  molto  grande  e  positivo  (se  \  A\<C  1)? 
o  per  n  molto  grande  e  negativo  (se  A  j  ^  1)  sarebbe  infinite- 
sima. Il  gruppo  G  non  sarebbe  p.  d.  t.  i.  Dunque  tutte  le  tras- 
formazioni Si  di  G  sono  del  tipo  x  =  ai  x.  Le  trasformazioni 
corrispondenti  sulla  variabile  y  =  log  a?,  insieme  alla  trasforma- 
zione y'  =  ?/  -j-  2  TT  i,  generano  un  gruppo  G'  pr.  dis.  di  trasla- 
zioni sulla  variabile  y.  Poiché  G  contiene   almeno    una  trasfor- 
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mazioiie  non  ellittica,  G'  non  può  essere  ciclico;  e  quindi  (pag.  233) 

esso  ammetterà  almeno  un  sistema  di  due  traslazioni  y'  =  y-\-oiy 

y  =  y  -|-  p  (a,  p  costanti  ;  ^-  non  reale)  generatrici.  Ed  esisteranno 

due  interi  p,  q  tali  che  ^  a  +  ?  P  =  2  ti  z.  Se  p  è  il  loro  massimo 

comun  divisore,  gli  interi  ^,  =  ^ ,  ^i  =  ^  sono  primi  tra  di  loro; 

ed   esisteranno    due   interi  Sj,  ty  tali    che  ^,  f,  —  q^  Sy  =  \.  Posto 

j7i  a  -[-  ?i  P  =         *}  *i  a  4~  ^1  ?  =  T?  il  gruppo  G^'  ammetterà  come 
? 

2  u . 
trasformazioni  generatrici  le  y'  =  y  -\ i,  y'=y4- y;  e  il  gruppo 

G  sarà  dunque  generato  dalle 

x'  :=--  a X  ((X.  t=  e^')    X  =  eP    x. 

Esso  è  il  gruppo  ciclico^  generato  dalla  trasformazione  iperbo- 
lica 0  lossodromica  ed  ^=  ol  x,  (se  p  =  1);  oppure  esso  il  gruppo 
generato  dalla  x  =  ol  x^  e  da  una  trasformazione  ellittica  a  pe- 
riodo finito  p,  che  lascia  fissi  gli  stessi  punti  a?  =  0,  e  d7  =  co, 
che  la  precedente  trasformazione  porta  in  se  stessi. 

§  35.  -   Alcuni  gnruppi  fuchsiani  particolari. 

Nel  §  34  abbiamo  dimostrato  che  a  ogni  gruppo  finito  G 
non  ciclico  e  p.  d.  t.  i.  di  trasformazioni  lineari  sulla  x  corri- 
sponde una  divisione  della  sfera  in  una  rete  di  triangoli,  che 
gode  della  seguente  proprietà: 

Due  triangoli  adiacenti  della  rete  sono  trasformati  l'uno  del- 
l' altro  nella  riflessione  definita  da  lato  comune  ;  e  formano,  in- 
sieme considerati,  un  campo  fondamentale  K  per  G. 

Abbiamo  pure  trovato  al  §  34,  che  esistono  dei  gruppi  G 
p.  d.  t.  i.  di  movimenti  euclidei,  ai  quali  corrisponde  una  divi- 
sione del  piano  euclideo  in  una  rete  di  triangoli,  che  gode  della 
stessa  proprietà. 

L'unica  differenza  sta  in  ciò  che,  mentre  nel  caso  della  sfera 
la  somma  degli  angoli  di  un  triangolo  è  maggiore  di  2  retti,  e 
i  triangoli  sono  in  numero  finito,  nel  caso  invece  del  piano  eu- 
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clideo  la  somma    degli    angoli    di    un   triangolo  è  uguale  a  due 

retti,  i  triangoli  sono  in  numero  infinito. 

Sorge  spontanea  la  domanda  se  esistano  dei  gruppi  fuchsiani  G^ 
a  cui  corrisponda  una  divisione  del  piano  iperbolico  in  una  rete 
di  triangoli,  che  soddisfi  alla  proprietà  sopra  enunciata.  A  questa 
domanda  vogliamo  ora  rispondere.  Cominciamo  col  ricordare  che 
gli  angoli  di  un  triangolo  della  rete  erano,  nei  due  casi  prece- 
denti, sottomultipli  di  TT.  Altrettanto  dovrà  avvenire  anche  nel 
nostro  caso,  perchè  o  F  angolo  A  di  un  triangolo  ABC  della 
nostra  rete  è  nullo  (il  vertice  A  è  all'infinito),  oppure,  se  noi 
riflettiamo  il  triangolo  ABC  attorno  al  lato  A  B,  il  nuovo  trian- 
golo A  B  Ci  cosi  ottenuto  attorno  al  lato  A  C^,  il  nuovo  triangolo 
A  Oj  Cg  ottenuto  attorno  al  lato  AC^  e>  cosi  via,  si  deve  giungere 
a  un  triangolo  A  C„_2  0„_„  il  cui  lato  A  C„_i  coincide  con  A  C;  il 
triangolo,  che  si  ottiene  riflettendo  A  C„_2  C'„_i  attorno  A  C,  coin- 
ciderà col  triangolo  A  CB.  Gli  w  triangoli  cosi  ottenuti  sono  al- 
ternativamente uguali  e  simmetrici;  e,  a  due  a  due,  formano  un 
certo  numero  di  campi  fondamentali  per  G.  I  campi  cosi  otte- 
nuti saranno  trasformati  l'uno  nell'altro  da  quella  trasforma- 
zione di  6^,  che  lascia  fisso  il  punto  A.  Dunque  n  è  un  numero 
pari  2  m.  Ora  i  nostri  triangoli  devono  avere  uguali  gli  angoli 
m  A;  questi  angoli  sono  dunque    uguali  a  p       == — • 

e.  d.  d. 

Viceversa,  se  A  è  un  triangolo  del  piano  di  Bolyai,  i  cui 
angoli  sono  sottomultipli  di  tt,  riflettiamo  A  attorno  ai  suoi  tre 
lati;  e  cosi  continuiamo  a  operare  sui  triangoli  successivamente 
ottenuti.  Evidentemente  il  piano  di  Bólyai  sarà  diviso  in  una 
rete  di  infiniti  triangoli  alternativamente  uguali  e  simmetrici, 
che  lo  ricoprono  una  e  una  sola  volta,  e  che  noi  diremo  costi- 
tuire una  rete  fuchsiana  di  triangoli. 

Consideriamo  ora  due  triangoli   della   rete,  tra  di  loro  adia- 
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centi,  come  un  unico  quadrangolo.  Noi  potremo  evidentemente 
accoppiare  gli  altri  triangoli  della  rete,  in  guisa  che  tutto  il 
piano  (li  Bólyai  appaia  diviso  in  una  rete  di  quadrangoli  tutti 
uguali  al  quadrangolo  considerato.  Quei  movimenti  (di  prima 
specie),  che  trasformano  questo  quadrangolo  negli  altri  quadran- 
goli della  rete,  formano  appunto  un  gruppo  fuchsiano  del  tipo 
richiesto. 

La  costruzione  dunque  di  tutti  questi  gruppi  è  per  ciò  ri- 
dotta alla  costruzione  di  quei  triangoli  del  piano  di  Bólyai,  i 
cui  angoli  sono  sottomultipli  di  7:.  Potremo  dunque  indicare  gli 

angoli  di  uno  di  questi  triangoli  con  ,   ,   ',  ,  ,-   (Z^ ,  l.^ ,  l.^ ,   interi). 

tj     ^2     ^3 
Ora  è  facile  riconoscere  che: 

Condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  esista   nel  piano  di 

Bólyai  un  triangolo  A,  t  cui  angoli  sono  ce,  P,  y,  è  cAe  a-j-  p-j- y  <7r(*). 


(*)  Che  la  condizione  sia  necessaria,  si  dimostra  così.  La  condizione  è 
evidentemente  soddisfatta  se  i  tre  vertici  del  triangolo  sono  all'infinito, 
e  quindi  gli  angoli  corrispondenti  sono  nulli.  Se  ciò  non  è,  rappresentiamo 
la  metrica  iperbolica  conformemente  nei  i)unti  interni  a  un  cerchio  L  di 
un  piano  euclideo  tc,  in  guisa  che  un  vertice  A  Ai  Ùl  abbia  jier  immagine 
il  centro  A'  di  A.  Se  B',  C  sono  i  punti  immagine  in  a  degli  altri  due 
vertici  di  A,  i  lati  di  A  avranno  per  immagine  il  segmento  AB',  il  seg- 
mento A'  Vj  e  l'arco  di  cerchio  i>"  6",  che  è  interno  a  L,  e  che  è  posto 
sul  cerchio  passante  per  A',  B'  e  intersecante  L  ad  angolo  retto.  Gli  an- 
goli di  A  sono  uguali  ai  corrispondenti  del  triangolo  immagine,  il  quale, 
come  si  vede  faicilmente,  è  interno  al  triangoh)  rettilineo  ABC',  e  ha 
«luindi  degli  angoli,  la  cui  somma  è  inferiore  a  due  retti. 

Viceversa,  siano  oc  '::^  '^  :^  y  tve  angoli,  di  somma  inferiore  a  tt. 
Se  a  =  ^  =  y  =  0,  si  prendano  in  un  piano  euclideo  q  tre  cerchi  qua- 
lunque tangenti  a  due  a  due;  il  triangolo  A'  da  essi  liniit>ato  ha  gli  an- 
goli nulli,  ed  il  cerchio  L'  che  passa  pei  vertici  ne  taglia  i  lati  ortogo- 
nalmente. Sia  invece  uno  dei  tre  angoli  diverso  da  zero  :  ad  esempio  sia 
a  +  0.  Costruiamo  nel  piano  <j  un  qua<lrangolo  A  B  0  D,  in  guisa  che  i 
lati    BC,  CI)  siano  uguali,  gli  angoli   in  A,B,  D  siano  rispettivamente 

uguali  ad  a,  „  +  P>  o  "^  ^'  ^^^  BEI)  l'arco  di  cerchio,  interno  al 
quadrangolo,  di  centro  C  e  raggio  CB  =  CI).  Il  triangolo  A'  che  ha  per 
lati  i  segmenti  A  B,  A  D  a  l'arco  DEA  ha  gli  angoli  uguali  agli  angoli 
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Affinchè  dunque,  per  una  data  terna  di  interi  Zj,  l.,,  Z^,  esista 
un  gruppo  G  corrispondente,  è  necessario  e  sufficiente  che 
2  1-  \  1.  Il  quadrangolo  poi,  che  servirà  di  campo  fondamentale 
a  (r,  contiene  tre  cicli  di  vertici,  due  dei  quali  sono  formati  di 
un  solo  vertice,  mentre  il  terzo  contiene  due  vertici  opposti. 
L' ordine  del  sottogruppo  di  (x,  che  lascia  fìsso  un  vertice  di 
uno  di  questi  tre  cicli,  è  rispettivamente  l^,  l^  o  Zg. 

I  risultati  ottenuti  per  la  metrica  della  sfera  e  del  pianò  di 
Euclide  o  di  Bólyai  si  possono  anche  considerare  insieme  da  un 
unico  punto  di  vista. 

Sia  A  un  qualsiasi  triangolo  A  B  G,  &  lati  circolari,  i  cui  an- 
goli   siano    sottomultipli    di  ti.  Questi   angoli   saranno    uguali   a 

,  ,  7  ,  7  dove  Zj,  Z,,  Z(,  sono  tre  numeri  interi,  non  minori  di  1. 
^1     ^2     h 

Noi  potremo  applicare  ^à  A  B  G  una  inversione  per  raggi  vet- 
tori reciproci  T,  definita  da  un  cerchio  avente  per  centro  quel 
punto  0  che  è  il  secondo  punto  di  intersezione  dei  cerchi 
A  B,  A  G.  Il  triangolo  A  sarà  trasformato  in  un  triangolo  A'  B'  C", 
i  cui  angoli  sono  ordinatamente  uguali  agli  angoli  di  A.  I  lati 
A  B,  A  G  saranno  trasformati  nei  segmenti  rettilinei  A'  B',  A'  G'; 
il  lato  B  G  sarà  trasformato  nel  lato  B'  6",  che  sarà  rettilineo  o 
circolare.  Se  B'  G'  è  rettilineo,  la  somma  degli  angoli  del  trian- 
golo A'  B'  G\  e  quindi  anche  quella  degli  angoli  del  triangolo  A 
sarà  uguale  a  ti;  se  B'  G'  è  circolare,  esso  potrà  essere  o  interno, 


richiesti.  E  si  riconosce  facilmente  che  esiste  un  cerchio  L'  reale  di  cen- 
tro A,  che  taglia  ortogonalmente  il  cerchio  di  centro  C  e  raggio  C B=^  CD. 
I  lati  di  A    sono  ortogonali  al  cerchio  L'. 

Ora  la  nostra  metrica  iijerbolica  è  rappresentata  conformemente  en- 
tro un  cerchio  L  di  un  piano  euclideo  tt.  Una  rappresentazione  simile  di 
q  su  n,  che  faccia  corrispondere  a  L'  il  cerchio  L,  porta  il  triangolo  A'  in 
un  triangolo,  che  si  j)otrà  evidentemente  considerare  come  l' immagine  in 
71  di  un  triangolo  geodetico  A  del  piano  di  Bólyai,  che  abbia  gli  angoli 
ordinatamente  uguali  ad  a,  ^3,  y.  Ed  è  ben  evidente  che  questo  triangolo 
A  è  individuato  a  meno  di  movimenti  di  prima,  o  di  seconda  specie. 
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o  esterno  al  triangolo  rettilineo,  che  ha  per  vertici  i  punti  A'  R  C 
Nel  primo  caso  la  somma  degli  angoli  del  triangolo  A  li  C,'  e 
quindi  anche  quella  degli  angoli  di  A  è  minore  di  2  retti  ;  il 
punto  A'  è  esterno  al  cerchio,  a  cui  appartiene  il  lato  circolare 
li'  C  E,  se  f  è  la  lunghezza  delle  tangenti  tirate  da  A'  a  questo 
cerchio,  il  cerchio  reale  L\  che  ha  per  centro  il  punto  A'  e  per 
raggio  ^,  taglia  ortogonalmente  i  tre  lati  del  triangolo  A'  H  C. 
Nel  secondo  caso  invece  la  somma  degli  angoli  di  A  è  supe- 
riore a  due  retti;  il  punto  A  è  interno  al  cerchio,  cui  appar- 
tiene il  lato  B  C'j  e  quindi  la  lunghezza  delle  tangenti  tirate 
da  A'  a  questo  cerchio  è  una  quantità  puramente  immaginaria 
\/ —  i  X.  Il  cerchio  immaginario  L  di  centro  A  e  raggio  \/ —  1  \ 
ha  quindi  un'  equazione  a  coefficienti  reali^  e  taglia  ortogonal- 
mente i  lati  di  A  B  C. 

Studieremo  separatamente  i  tre  tipi  ora  distinti  di  triangoli  A. 

1.  La  somma  degli  angoli  di  A  è  uguale  a  tt.  Il  triangolo 
A'  B'  C  è  un  triangolo  euclideo,  da  cui  si  può  partire  per  co- 
struire una  rete  triangolare,  che  copre  tutto  il  piano,  eccetto  che 
il  punto  a  distanza  infinita.  Trasformando  questa  rete  con  la 
trasformazione  T~\  otteniamo  una  nuova  rete  di  triangoli  cir- 
colari, a  cui  appartiene  il  triangolo  A  B  C,  tale  che  due  trian- 
goli adiacenti  sono  trasformati  l'uno  dell'altro  nell'inversione 
per  raggi  vettori  reciproci  definita  dal  lato  comune.  Questa  rete 
ricopre  tutto  il  piano;  eccetto  un  punto  eccezionale  0,  attorno 
cui  si  addensano  infiniti  triangoli  della  rete.  I  lati  di  tutti  i 
triangoli  della  rete  passano  per  0. 

2.  La  somma  degli  angoli  di  A  è  minore  di  tt.  Il  cerchio  L  è 
dalla  T~^  portato  in  un  cerchio  reale  L,  che  incontra  ortogonal- 
mente i  tre  lati  di  A.  Il  cerchio  L  divide  il  piano  in  due  regio- 
ni, in  una  delle  quali  giace  il  triangolo  A.  Se  in  questa  regione 
(che  indicheremo  con  R)  immaginiamo  rappresentata  conforme- 
mente una  metrica  di  Bólyai,  il  triangolo  A  sarà  immagine  di 
un  triangolo  geodetico  in  questa  metrica.  Se  quindi  noi  appli- 
chiamo a  A  le  inversioni  per  raggi  vettori  reciproci  definite  dai 
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suoi  lati,  e  cosi  continuiamo  per  i  nuovi  triangoli,  che  se  ne  de- 
ducono, otterremo  una  rete  fuchsiana  di  triangoli,  che  riempie 
una  e  una  sola  volta  la  regione  R. 

3.  La  somma  degli  angoli  di  A  è  maggiore  di  rr.  In  questo 
caso  il  cerchio  L,  trasformato  di  L'  mediante  la  T~\  è  immagi- 
nario, pure  avendo  un'equazione  a  coefficienti  reali.  Il  gruppo  V 
generato  dalle  inversioni  per  raggi  vettori  reciproci  definite  dai 
lati  di  A  trasforma  L  in  se  stesso.  Altrettanto  avverrà  quindi 
del  gruppo  G  (che  in  F  è  sottogruppo  di  indice  2)  di  trasfor- 
mazioni lineari  sulla  x,  che  ha  per  campo  fondamentale  il  qua- 
drangolo, somma  di  A  e  di  uno  dei  triangoli,  che  se  ne  deducono 
per  una  delle  citate  inversioni.  In  virtù  dei  risultati  del  §  30, 
vediamo  che  cosi  si  ritrovano  semplicemente  i  gruppi  disconti- 
nui finiti,  da  cui  siamo  partiti  al  principio  del  §  34. 

In  conclusione  vediamo  dunque  che  la  considerazione  delle  più 
generali  reti  di  triangoli  a  lati  circolari^  ricoprenti  il  piano,  in  tutto 
0  in  parte,  una  e  una  sola  volta,  e  tali  che  due  triangoli  adiacenti 
della  rete  siano  trasformati  V  uno  dell'  altro  nelV  inversione  per 
raggi  vettori  reciproci,  defìnita  dal  lato  comune,  porta  sempre  in 
sostanza  a  gruppi  di  movimenti  sulla  sfera  euclidea  o  sul  piano 
euclideo,  o  sul  piano  di  Bólyai.  (Naturalmente  i  gruppi  trovati 
di  movimenti  della  sfera  euclidea  si  possono  considerare  anche 
come  gruppi  di  movimenti  nel  piano  ellittico). 

Il  precedente  teorema  non  è  più  vero  per  reti  di  poligoni  a 
più  di  tre  lati.  Su  queste  reti  vogliamo  però  aggiungere  qualche 
considerazione,  che  ci  sarà  utile  nel  seguito.  Supponiamo  di  a- 
vere  una  rete  N  di  poligoni  P,  che  ricopra  semplicemente  una 
regione  R  del  piano.  Ogni  poligono  P  abbia  un  numero  finito  n 
di  lati;  due  poligoni  adiacenti  siano  trasformati  l'uno  dell'altro 
nell'inversione  per  raggi  vettori  reciproci,  definita  dal  lato  co- 
mune. Come  al  solito,  si  riconoscerà  che  ogni  angolo  dei  nostri 
poligoni  è  un  sottomultiplo  di  tt;  e  che  due  poligoni  adiacenti 
di  A^  insieme  considerati,  formano  un  poligono  K,  che  può  servire 
di  campo  fondamentale  a  un  gruppo  G  di  trasformazioni  lineari, 


Capitolo  Ottavo  —  §  35.  345 

pr.  dis.  in  N.  Ogni  altro  campo  equivalente  a  K  sarà  somma  di 
due  poligoni  P  adiacenti. 

K  non  ha  vertici  accidentali.  Infatti  il  prodotto  delle  inver- 
sioni per  raggi  vettori  reciproci  definite  dai  due  lati  di  K^  che 
passano  per  un  vertice  A  di  A",  è  una  trasformazione  non  iden- 
tica di  Gì  che  lascia  fìsso  A. 

Siano  Pii  P2  i  due  poligoni  P,  di  cui  K  è  somma,  e  sia  l  il 
lato  comune;  siano  a^,  a^  due  lati  di  Pj,  P2  corrispondenti  nel- 
l'inversione T  definita  da  l.  Questi  due  lati  sono  equivalenti  rispetto 
a  G.  Se  infatti  U  è  V  inversione  definita  da  a, ,  allora  la  T  U  è 
un'  operazione  di  (r,  che  porta  a^  in  a^. 

Siano  Al,  A^, ,  vl„  i  vertici  di  Pj,  e  siano   j  ,  .,....,  y 

gli  angoli  corrispondenti.  Il  lato  l  sia  il  lato  contenente  i  ver- 
tici A,,  A^.  Siano  A' 2,  A'3,  ....,  A'„_,  i  vertici  di  Pg,  corrispon- 
denti ad  Ag,  A3,  .  .  .  .,  A„.  I  cicli  di  vertici  di  K  saranno  i  seguenti: 
il  ciclo  formato  dal  solo  vertice  A^,  e  quello  formato  dal  solo 
vertice  A„;  poi  i  cicli  formati  dai  due  vertici  A,,  A',(ì  =  2,3,...,m  —  1). 
La  somma  degli  angoli  di  K  in  uno  degli  n  cicli  sarà  rispetti- 
vamente   -y-  ,  -j    ,  . . . . ,  -j-  . 

Affinchè  il  gruppo  G  sia  fuchsiano,  è  condizione  necessaria 
(non  sufficiente)  che  (*)  : 

S  ]-^  <  (w  -  2).         . 

Viceversa,  se  Z,  sono  interi  soddisfacenti  a  questa  condizione, 
esiste  (**)  almeno  un  poligono  P,  i  cui  angoli  sono  ordinatamente 


(*)  Infatti  ciascuno  degli  n  —  2  triangoli  J,  Ai  ^,,1  (i  =  2,  3,  ....,  n —  1) 
ha  angoli,  la  cui  somma,  per  quanto  abbiamo  detto  «al  $  34,  pag.  241,  è 

inferiore  a  7c;  quindi  la  somma  tt  S        degli    angoli    di   P   è    minore    di 
71  (n  — 2). 

(**)  E  facile  infiitti  vedere  che,  se  a^  a.,,  ... .  ,  a„  sono  angoli,  la  cui 
somma  è  minore  di  ~  (n  —  2),  esiste  almeno  un  poligono  geodetico  del 
piano  di  Bólyai,  che  ha  gli  angoli  ordinatamente  uguali  a<l  aj,  a^, . . . . ,  a„  . 
Ciò  ci  è  già  noto  nel  caso  che  n  =:  3  ($  34,  pag.  241).  Anzi  dalla  dimo- 
strazione alhua  data  segue  che,  se  u  =  3,  e  se  teniauu>  lisso  a,,  fact^ndo 
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uguali  a  V-  ,  j  ,....,  j  ,  e  al  quale   potremo    applicare    le    prece- 
denti considerazioni. 


variare  ol^,  a^  in  guisa  clie  lini  (a,  -{-  Cc,  -I-  a^)  =  n,  allora  i  lati  del  trian- 
golo corrispondente  tendono  a  zero.  Se  invece,  pur  tenendo  fisso  cc^,  fac- 
ciamo tendere  oco,  oc-i  a  zero,  i  lati  del  triangolo  tendono  a  oo.  Per  di- 
mostrare il  teorema  in  generale,  useremo  il  metodo  di  induzione  completa, 
scomponendo  un  poligono  A^  A„  ....  J„  di  n  lati  in  due  poligoni  A^  A^  A^ 
e  J.1  ^3  J4  ....  ^„  mediante  la  diag(male  A^  A.,,  e  rivolgendo  poi  la  nostra 
attenzione  ai  due  poligoni  parziali  così  ottenuti.  Per  illustrare  questo 
procedimento,  lo  api)]iclieremo  al  caso  di  ;»  =  4.  Si  tratti  cioè  di  costruire 
ini  poligono  Al  A^  A.,  J4,  per  cui  siano  ^irefissati  i  valori  e/,,  a.^,  a»,  cx.^  dei 
4  angoli  («1  -f-  «2  -\-  «3  |-  ai  <Z  2  iz).  Cerchiamo  di  costruire  jìcrciò  due 
triangoli  A\  A^  -d^'3,  A'\  /I4  A".,  tali  che  A\  A»  A'.,  =  ag,  A'\  J4  A".^  ^=^4, 
A^A\A;^AìA\A\='X,,  A^A,A\^A,A",A'\=^a,,  A\  A',==  A'\  A\: 
se  ciò  sarà  possibile,  basterà  avvicinare  i  due  triang<)li  i)er  modo  che 
coincidano  A\  ed  A'\,  A^  ed  A'\  per  trovare  il  quadrangolo  cercato. 
Supponiamo,  se  possibile,  che  nel  triangolo  A\  vi 2  A'.^  sia  A„  ^4  j  A'..  = 
=  A^  A'^  A\  =  h.  Gli  angoli  di  A\  A„  A'^,  A'\  J4  A".,,  saranno  allora 
rispettivamente  li,  tXc,,  h;  a^  —  h,  oCi,  cc.^  —  Ir.  i)erchè  gli  uni  e  gli  altri 
possano    essere    angoli    di    un    triangolo    del    jìiano    di    B('>lyiii    basta    che 

2  h  -\-  a»  -<.  TZ,   e   che    aj   -\-  a.j  -j-  a4  —  2  /t  -^  tt    ossia   h  --^  — — .,  -  -  , 

h  ^^  -?- Jl — ^    - — li .   Queste  disuguaglianze    sono    compatibili   perchè 

0^1  "f  ^^2  "h  ^s  'f'  <^i  '^^  2  Ti.  Se  dunque  scegliamo  h  positivo  e  soddisfacente 
a  queste  disuguaglianze,  allora  noi  conosciamo  gli  angoli  dei  trijtngoli 
J.',  Jla^'s?  ^'1^3  ^4  ^  lioi  possiamo  costruire  questi  due  triangoli.  Siano 
Oi,  §2  le  lunghezze  del  lato  A^  A^  per  questi  due  i)oligoni.  Il  nostro  teo- 
rema sarà  dimostrato,    se  prijviamo   che   si    imo    scegliere  h  in  guisa  che 

§1  =  52»  Ora,  se    h  tende  a  —        "  ,  aHora  lini  §,  =^  0,  lini  %  =  quantità 

finita  (per  quanto  abbiamo  trovato  più  sopra  per  i  triangoli  del  piano  di 

Bólyai).  Se  «i  -j-  ag  -|-  !^i  —  "^  -^  ^h  iitbira,  se  h  tende  a  ^'  **    ' — - —  "",  si 

ha  lini  5i  -^=  quantità  finita,  lini  Ò2  =  0.  Le  quantità  S, .  Oo  (sempre  posi- 
tive) sono  funzioni  continue  di  li.  Esiste  quindi  almeno  un  valore  di  h, 
per  cui  0,  -=  Sjv  Se  ai  -j-  «3  -j-  a4  —  n  -^  0,  allora,  se  facciamo  tendere  /* 
j\,  zero,,  si  ha  lini  Sj  =  oo,  lini  63  =  «luaiitità  finita.  E  ancora  si  può 
dimostrare  il  iirecedente  risultato.  E  anche  per  il  quadrangolo  così  co- 
struito si  riconosce  fixcilmente  che,  se  noi  facciamo  variare  due  suoi  an- 
goli, tenendo  fissi  gli  altri,  in  guisa  che  lini  2j  a,-  =  2  71,  i  lati  del  qua- 
drangolo tendono  a  zero.  Procedendo  in  modo  alìVitto  simile  nel  caso 
generale,  si  ottiene,  come  abbiamo  detto,  il  teorema  voluto. 


PARTE  TEliZA. 

APPLICAZIONI  DEI  GRIPPI  DISCOlNTINUI  ALLA  TEORIA  DELLE  FINZIONI 


Capitolo  Nono.  —  Le  funzioni  di  variabile  reale,  e  le 
funzioni  analitiche  di  una  sola  variabile. 

Comincieremo  con  l' enunciare  di  nuovo  il  problema  fonda- 
mentale (^),  già  posto  al  §  17  (pag.  104)  per  le  funzioni  analitiche. 

Dato  un  gruppo  discontinuo  G  di  trasformazioni  su  n  variabili 
Xy,  x^,  . . . .,  x„^  e  un  gruppo  isomorfo  F  di  trasformazioni  su  m 
variabili  Zy,  z.^,  . . .  .,  z^,  si  determinino  tutti  i  possibili  sistemi  di 
funzioni  z,  a  un  solo  valore  delle  variabili  Xj  tali  che,  se  le  x  subi- 
scono le  trasformazioni  di  G,  le  z  subiscono  le  corrispondenti  tras- 
formazioni di  r. 

Se  con  Tr,  (p  =  1,  2,  ....  )  indico  le  trasformazioni  di  6r,  e 
con  T^,  le  corrispondenti  di  F,  i  sistemi  di  funzioni  Zi  cercati  sono 
tutti  e  soli  quelli  che  soddisfano  al  sistema  di  equazioni  funzionali 

T, z,{x„  x„ ...  x^)  =  Zi  ( Tp X,,  Tr, x^, ... ,  Tp  x„)  (?  =- 1,2, ...)  (^  =  1, 2, ...,  m). 

In  altre  parole  nello  spazio  &  n  ~\-  m  dimensioni,  in  cui  le  x,  z 
sono  le  variabili  coordinate,  le  2<  =  Zi  (a;,,  . . . . ,  a;„)  rappresentano 
una  varietà  a  n  dimensioni,  invariante  per  le  trasformazioni 

x'i  =  Tp  Xj     z\  —  Xp  Zi    {j  =  1, 2, . . .,  /ì:  i  =  1, 2, ...,  m;  p  =  1,2,...) 
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I  problemi,  che  ci  occupano,  si  possono  quindi,  sotto  certi 
aspetti,  considerare  come  caso  particolare  dei  problemi  generali 
della  teoria  delle  equazioni  funzionali. 

Ricordo  ancora  che  noi  chiamiamo  problema  (B)  quel  caso 
particolare  del  problema  (^),  che  se  ne  ottiene  supponendo  m=:  1, 
e  r  ridotto  alla  sola  trasformazione  identica. 

§  36.  —  Le  funzioni  di  variabile  reale. 

II  problema  {A)  e  il  problema  {B)  si  possono  studiare,  tanto 
supponendo  le  x  variabili  reali,  e  quindi  le  z  funzioni  di  varia- 
bile reale,  quando  supponendo  le  x  variabili  complesse,  e  quindi 
le  z  funzioni  analitiche  uniformi. 

Supponiamo  che  le  x  siano  variabili  reali.  In  tal  caso,  se  noi 
chiediamo  solo  che  le  z  siano  funzioni  delle  x  nel  senso  generale 
di  Dirichlet,  i  nostri  problemi  perdono  ogni  interesse,  e  sono  di 
immediata  risoluzione.  Consideriamo  uno  spazio  aS",  in  cui  le  x 
sono  variabili  coordinate,  e  pensiamo  in  S  un  insieme  P  fon- 
damentale per  G  (§  24,  pag.  143).  Diamo  alle  z  valori  affatto 
arbitrarli  in  un  punto  di  P.  Se  tI  è  un  punto  qualunque  di  S, 
esisterà  in  generale  una  sola  trasformazione  T  di  6^,  che  porta 
A  in  un  punto  A  equivalente  di  P.  Se  t  è  la  trasformazione  di 
r,  che  corrisponde  alla  T,  noi  assumeremo  come  valori  delle  z  nel 

punto  A  rispettivamente  le  quantità  t"'  Zi  (A'), ,^~^z„  (A')j  dove 

con  z  {A')  indico  i  valori  delle  z  nel  punto  A'.  È  perciò  in  ge- 
nerale necessario  prefissare  ulteriormente  per  le  funzioni  inco- 
gnite z  qualche  speciale  proprietà,  se  non  si  vuole  essere  con- 
dotti a  problemi  banali  di  immediata  risoluzione  e  di  nessun 
interesse. 

Tra  le  condizioni,  che  si  possono  imporre  alle  z,  vi  è  p.  es. 
quella  di  soddisfare  a  date  equazioni  differenziali.  Ma  queste 
equazioni  non  possono  essere  scelte  ad  arbitrio.  Per  vedere  con 
chiarezza  questo  punto  importante,  studiamo  p.  es.  il  caso  del 
problema  (B)  in  cui  w  =  1,  e  T  si  riduce  alla  sola  trasformazione 
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identica  ;  proponiamoci  cioè  di  trovare  una  funzione  z,  invariante 
per  un  dato  gruppo  G,  e  soddisfacente  a  un'equazione  differen- 
ziale A  {z)  -—  l).  Se  noi  trasformiamo  le  variabili  indipendenti  x 
con  una  trasformazione  Ti  di  G^  l'equazione  differenziale  ^  (2)  =  0 
si  muterà  in  un'  equazione  Ai  (z)  =  0.  E  naturalmente  la  funzione 
cercata  2,  che  è  invariante  per  G,  dovrà  soddisfare  anche  alle 
equazioni  Ai  (z)  =  0.  Se  l'equazione  A  (z)  non  è  scelta  in  modo 
particolare,  il  sistema  delle  A  (z)  =  0,  A,  (2)  ==  0  sarà  un  sistema 
incompatibile,  o  avrà  delle  soluzioni  banali,  o  avrà  un  integrale 
generale,  che  dipende  da  un  numero  finito  di  costanti  arbitrarie, 
cosi  che  il  problema  proposto  sarà  generalmente  non  risolubile. 
Il  caso  più  importante,  che  noi  ci  possiamo  proporre  è  quello, 
in  cui  le  A  (z)  =  U,  Ai  (z)  =  0  si  riducono  a  una  sola  equazione 
differenziale,  ossia  al  caso  che  il  nostro  gruppo  trasformi  in  se 
stessa  1'  equazione  A  (z)  =  0. 

Tra  le  questioni  più  importanti,  che  si  connettono  a  questo 
ordine  di  idee,  ricorderò  la  costruzione  delle  superficie  ad  area 
minima,  che  sono  trasformate  in  se  stesse  da  un  gruppo  di  mo- 
vimenti, e  di  cui  è  caso  particolare  notevole  la  ben  nota  super- 
ficie minima  di  Schwarz  (*). 

Noi  non  ci  occuperemo  però  di  questi  e  simili  problemi,  che 
ci  porterebbero  troppo  lungi  dalle  questioni,  a  cui  questo  libro 
è  dedicato.  Ci  volgeremo  invece  allo  studio  di  alcuni  casi  par- 
ticolari, che  sono  più  intimamente  legati  alle  teorie,  che  svilup- 
peremo nei  seguenti  capitoli. 

Sia  dato  un  gruppo  fuchsiano  (0  kleiniano)  G  su  una  varia- 
bile   complessa  x  =  ^  -{-  i  f].  Una  trasformazione   T  di  un  tale 

gruppo  x  = ^-X  trasforma  chiaramente    una  funzione  ana- 

Y  X  -f-  0 

litica  della  x  in  una  nuova  funzione  analitica.  Ora  una  trasfor- 
mazione  T  sulla  X   individua   chiaramente    una    trasformazione 


(*)  Bianchi,  Lezioni  di  Geometria  diff^ereusiale  (2. a  ediz.).  Tomo  II, 
Cap.  XXIll.  —  Cfr.  anche  Bianchi,  Sulle  superficie  Fuchsiaue.  L'endicouti 
della  B.  Accad.  dei  Lincei.  1888. 
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reale  sulle  5,  yj;  e  alle  trasformazioni  del  nostro  gruppo  6^  cor- 
risponderanno delle  trasformazioni  reali  sulle  variabili  ^,  yj,  le 
quali  formeranno  un  gruppo,  isomorfo  a  (r,  ohe  noi  indicheremo 
ancora  con  (r,  e  ancora  diremo  fuchsiano  (o  kleiniano).  Poiché 
ogni  funzione  armonica  delle  variabili  ^,  rj  si  può  considerare 
come  parte  reale  di  una  funzione  analitica  della  ^,  e  inversa- 
mente, è  ben  chiaro,  per  quanto  abbiamo  detto,  che  ogni  tras- 
formazione del  nuovo  gruppo  G  porta  una  funzione  armonica 
delle  ?,  f]  in  un'  altra  funzione  armonica,  ossia  trasforma  in  sé 
stessa    1'  equazione    >.  _-  -4--  -. — -.  =  0. 

E  noi  ci  proporremo  il  problema: 

T'rovare  le  funzioni  armoniche  uniformi  delle  ^,  yj,  invarianti 
per  il  gruppo  G  fuchsiano  (o  kleiniaìio)  sulla  variabile  x  =  ^~\-i'ri. 

Per  risolvere  questo  problema,  cominciamo  a  ricordare  che,  se 
condo  le  nostre  convenzioni  (§  31,  pag.  206),  il  gruppo  G  trasforma 
in  sé  stessa  una  rete  di  campi  fondamentali  sul  piano  t:  della  va- 
riabile complessa  ^  ^=  ^  i- è  7j.  Sia  i?o  uno  di  questi  campi  fonda- 
mentali. Supporremo  che  esso  abbia  un  numero  finito  di  vertici  (*). 
Allora  Ro  sarà  limitato  da  cerchi;  i  cui  vertici  o  saranno  acciden- 
tali, oppure  saranno  lasciati  fissi  da  una  trasformazione  ellittica 
o  parabolica  di  G.  Definiremo  nel  seguente  modo  l' intorno  di  un 
punto  A  di  i?o.  Prendiamo  una  piccola  curva  a,  che  circonda  il 
punto  A.  Se  il  punto  A  non  è  lasciato  fisso  da  alcuna  trasfor- 
mazione di  G^  oltre  all'identità,  l'area  s  limitata  da  a  si  dirà  un 
intorno  di  A.  Sia  invece  A  lasciato  fisso  da  un  sottogruppo  g 
(ciclico)  di  (t,  generato  da  una  trasformazione  T  ellittica  o  pa- 
rabolica. Prendiamo  una  linea  l  qualunque,  uscente  da  A,  interna 
a  i?o,  e  su  essa  un  punto  B  vicino  ad  A.  La  T  porterà  l  in  una 
linea  l'  pure  uscente  da  ^,  e  7i  in  un  punto  B'.  Congiungiamo 
B  con  B'  con  un  piccolo  tratto  di  linea  a,  non  intersecante  né  l, 


(*)  La  necessità  di  ([uesta  condizione  restrittiva  per  la  immediata  va- 
lidità dei  ragionamenti  che  segnono,  è  stata,  a  quanto  io  so,  osservata 
esplicitamente  jjer  la  prima  volta  dal  Dott.  E.  Levi. 
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nò  /'.  Otterremo  cosi  un  piccolo  triangolo  A  B  li'.  Sia  A  B'  B"  il 
triangolo  trasformato  di  A  B  B  per  la  T.  Noi  potremo  eviden- 
temente scegliere  in  infiniti  modi  la  ci  in  guisa,  che  i  lati  BB', 
B'  B"  di  questi  triangoli  formino  una  (unica)  linea,  che  in  ogni 
punto  (e  anche  in  //)  abbia  una  tangente  determinata  variabile 
da  punto  a  punto  con  continuità  (*).  Il  triangolo  A  B  H  e  i  suoi 
equivalenti  rispetto  a  gr  in  numero  finito  (infinito)  riempiono  una 
regione,  che  contiene  all'  interno  (sul  contorno)  il  punto  /l,  se  Te 
ellittica  (parabolica).  Ogni  punto  di  questa  regione  è  rispetto  ai 
gruppi  g,  G  equivalente  a  un  punto  del  triangolo  A  B  B.  Noi  di- 
remo che  il  triangolo  A  B  B'  è  un  intorno  di  A  {rispetto  al  grup- 
po G).  Quando  A  è  un  punto  lasciato  fisso  da  una  trasformazione 
non  identica  T  di  G,  si  suole  generalmente  riferirsi  ad  intorni 
di  tipo  particolare:  si  assume  cioè  come  linea  a  un  cerchio  tras- 
formato in  sé  stesso  dalla  T.  In  altre  parole,  ne  T  è  una  tras- 
formazione parabolica 

(1)  _,  =    ^  -|-  Y  («e  il  punto  A  è  il  puntoa:;  =  a)(y=rCost.), 

oppure 

(2)  x'=^x-\-Y    (se  il  punto  A  è  il  punto  x-^=c.^)  (y  =:  cost.), 

si  suole  assumere  a  linea  cr  una  linea  rappresentata  l'ispettiva- 
niente  o  dall'equazione: 

(1)'         /  (j  ^  _^  J  =.  h,         {h  -^  cost.  reale)  (*  *) 

o  dalla 

(2)'         /  (I)  =  h. 


(*)  Biista  fh<'  a  abbia  una  faiif;<'iit('  variabile  con  coiitin.uitiY,  e  i-hv  a 
tonni  con  l  ed  V  angoli  supplementari. 

(**)  Secondo  convenzioni  già  usate  (i)ag.  108  e  Reg.)  con  R([i)  e  /  (ji.) 
intendo  la  parte  reale,  e  il  coefflciente  della  parte  immaginaria  di  una 
qualsiasi  (luantità  complessa  [i. 
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Una  tale  linea  è  infatti  evidentemente  un  cerchio  (o  una 
retta),  che,  come  un  calcolo  ben  semplice  dimostra,  è  trasformata 
in  se  stessa  dalla  (1),  o  dalla  (2).  Se  invece  T  è  una  trasforma- 
zione ellittica  e  se  A  è  il  punto  x  ^=  ex.  lasciato  fisso  dalla  T  e 
iC  =  P  è  l' altro  punto  lasciato  fisso  dalla  J',  la  trasformazione  T 
ha  la  forma 

(3)         |-^|  =  e^  l^l    in  =  periodo  di  T;  cfr.  §  30, pag.  188); 

e  noi  assumeremo  a  linea  a  il  cerchio  rappresentato  dall'equazione 


(3)' 


X  —  a 


r.  \  =  h         (h  ^^  cost.  reale)  (*) 


Quest'  equazione  rappresenta  un  cerchio  trasformato  in  se 
stesso  dalla   2\ 

Si  danno  poi  alle  costanti  h  valori  tali,  che  intorni  di  punti 
equivalenti  per  il  nostro  gruppo  siano  ancora  equivalenti. 

Se  poi  A  è  un  punto,  che  nessuna  trasformazione  non  iden- 
tica di  G  lascia  fisso,  si  suole  assumere  come  linea  a  un  qual- 
siasi cerchio,  a  cui  A  sia  interno;  e  ancora  si  scelgono  general- 
mente questi  cerchi,  in  guisa  che  intorni  di  punti  equivalenti 
siano  equivalenti. 

Noi  chiameremo  poi  variabile  principale  in  un  punto  A  di  Eo 
una  variabile  t,  funzione  della  x,  tale  che  un  intorno  di  A  abbia 
per  immagine  nel  piano  7i^  della  variabile  complessa  t  un  intorno 
(nel  senso  ordinario  della  parola)  del  punto  t  =  0.  La  definizione 
qui  data  di  variabile  principale  lascia  evidentemente  a  questa 
una  grande  indeterminazione  :  essa  non  porterà  però  alcuna  am- 
biguità alle  nostre  deduzioni  future,  come  il  lettore  potrà  facil- 
mente riconoscere  in  ogni  caso. 


(*)  Questo  vale,  se  a,  ^  sono  fluite.  Se  invece  ^  =  co^  o  a  =  co,  la  T 

ini  'ITU 

sarebbe  rispettivamente  del  tipo  x  —  a  =  e  "  {x  —  a)  o  x'  —  ^  ^^  e  "  {x  —  P), 
e  come  equazione  di  a  si  assumerebbe  la  \x  —  a  i  =^  cost.,  o  \x  —  p  I  =  cost. 
Si  noti  che  è  a  4=  P,  poiché  T  è  ellittica;  se  quindi  a  =  oo  (P  =  oo),  è 
P  t  oo  (a  #  co). 
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Se  rr  =  a,  o  x  =  oo  è  un  punto  A  di  /^o,  non  lasciato  fisHO 
da  alcuna  trasformazione  non  identica  di  G,  noi  potremo  assu- 
mere come  variabile  principale  rispettivamente  la  t  =r  x  —  a, 
o  la  f  =  - .  In  ogni  altro  punto  A'  equivalente  ad  A  potrò  poi 
assumere  una  tal  variabile  principale,  che  in  punti  equivalenti 
degli  intorni  di  Aj  A'  le  corrispondenti  variabili  principali  ab- 
biano valori  uguali. 

Sea;  =  aO£c  =  oo  è  lasciato  fisso  dalla  (1),  o  dalla  (2),  noi 
potremmo  assumere  come  corrispondente  variabile  principale  la 

(1)"  ^  ^  A;  e"  ^"  "-'^        (Jc  =  cost.) 

o  la 

(2)"  t  =  Jce~'^'        (fc  =  cost.) 

quando  nell'esponente  del  secondo  membro  di  queste  formole  si 
adoperi  un  segno  tale  che  la  parte  reale  di  esso,  quando  X  è 
interno  a  is?o,  sia  negativa. 

Gli  intorni  precedentemente  considerati  del  punto  a?  =  a,  o 
X  =  oo,  verranno  rappresentati  su  un  cerchio  del  piano  n^  con 
centro  nell'origine.  Scegliendo  convenientemente  le  costanti  k 
si  può  poi  fare  in  modo  che  in  punti  corrispondenti  degli  in- 
torni di  due  punti  equivalenti  le  corrispondenti  variabili  princi- 
pali abbiano  valori  uguali. 

Se  A  è  un  punto  x  --^  x  lasciato  fisso  dalla  (3),  noi  potremo 
assumere  come  relativa  variabile  principale  la 

i  =  fc(|~«y         (A: -cost.)    (*) 

E  ancora  valgono  considerazioni  affatto  simili  alle  precedenti. 

Vogliamo    ora  definire    gli   intorni  di  un  punto  i4,  di  Ro  nel 

campo  Ro'  Se  il  punto  ^4,  è  interno  a  Ro,  come  intorni  di  Ai  in  Ro 


(*)  Se  a  =  cxo,  oppure  ^  =  cxj,  si  assumerà  come  variabile  principale 
la  t  =  k  {x  —  a)" ,  oppure  la  t  =  k  (x  —  P)-".  (Cfr.  la  nota  precedente). 
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ni  assumono  quelli  stessi,  che  abbiamo  definito  più  sopra.  Se  in- 
vece Al  cade  sul  contorno  di  7?o,  esso  sarà  in  generale  equiva- 
lente ad  altri  punti  del  contorno  di  Ro.  Siano  Ai,  ^o, ,  A^j  (v  ^  1) 

i  punti  del  contorno  di  Eoj  equivalenti  ad  Ai.  I  loro  intorni 
rispetto  al  gruppo  G,  scelti  nel  modo  sopra  detto,  sono  equiva- 
lenti tra  loro  ;  e  se  noi  scegliamo,  secondo  quanto  abbiamo  detto 
poc'  anzi,  le  corrispondenti  variabili  principali,  e  sovrapponiamo 
i  piani  di  queste  variabili  su  un  unico  piano  tc^,  tutti  questi 
intorni  avranno  per  immagine  in  tt^  uno  stesso  intorno  circolare 
i  dell'origine.  Ora,  se  i>i,  7^^,  .  .  .  .,  i?.^  è  un  qualsiasi  sistema  di 
punti  corrispondenti  negli  intorni  dei  punti  Ai,  .4,,  .  .  .  .,  A^,  esi- 
sterà in  generale  in  ito  uno  e  un  solo  punto  B  a  essi  equiva- 
lente. Al  variare  dei  punti  J5,-,  questi  punti  B  riempiranno  una 
regione  di  Eo,  in  generale  non  connessa,  somma  di  v  settori  coi 
vertici  nei  punti  Ai,  A.,,  .  .  .  .,  A.,,  che  noi  chiameremo  ìin  intorno 
del  punto  -A,  (i  ^^  1,  2, , . . ,  v)  o  anche  del  ciclo  di  punti  A^,  A.,,  .,.,A., 
nel  campo  Mo.  Questo  intorno  è  rappresentato  in  tt^  da  un  in- 
torno circolare  i  dell'origine:  l'origine  è  poi  l'immagine  di  tutti 
i  punti  Al,  A^_,  .  .  . .,  A.,. 

Con  questa  nuova  convenzione  ogni  punto  A  di  Rq  ha  in  Ro 
un.  intorno,  formato  tutto  di  punti  appartenenti  a  Ro,  e  che  nel 
piano  della  corrispondente  variabile  principale  ha  per  immagine 
un  cerchio,  che  ha  per  centro  l'origine,  immagine  di  A.  E  punti 
equivalenti  di  Ro  hanno  per  immagine  uno  stesso  intorno. 

Evidentemente  passa  una  stretta  analogia  tra  le  nostre  defi- 
nizioni e  quelle,  che  si  pongono  nella  teoria  delle  superficie 
Riemanniane  :  anche  su  queste  superficie  per  ogni  punto  A 
si  definisce  una  variabile  principale  t  tale  che  un  intorno  con- 
veniente di  A  ha  per  immagine  sul  piano  della  variabile  com- 
plessa t  un'  area  circolare,  il  cui  centro  è  l' immagine  di  A  (*). 

I  ben  noti  teoremi  di  esistenza   su  una  superficie  F  di  Rie- 


(*)  C.  Nedmann,  Vorlesuiiffen  iihcr  Eiemann^s  Theorie  der  AbeVschen 
Integrale.  Zweite  Auf.  (1884),  §  14/pag.  94, 
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mann  dimostrano  che  si  può  su  F  costruire  una  funzione  armò- 
nica cp  non  costante,  uniforme,  dotata  di  una  singolarità  polare 
in  un  j)unto  prefissato  di  F  (*)  tale  che,  se  noi  rappresentiamo 
i  valori  assunti  da  cp  in  un  intorno  a  di  un  punto  .4  di  F  nel- 
l' intorno  a',  che  è  immagine  di  a  sul  piano  tc^  della  corrispon- 
dente variabile  principale  #,  si  ottenga  in  a'  una  funzione  armo- 
nica uniforme  (**). 

Applicando  ai  nostri  campi  fondamentali  gli  stessi  metodi, 
che  si  usano  per  stabilire  il  teorema  di  esistenza,  or  ora  citato, 
su  una  superficie  riemanniana,  noi  giungeremo  a  un  risultato 
perfettamente  analogo;  e  dimostreremo  cioè  che  esiste  in  Ro  una 
funzione  9  arnionica  e  uniforme  che  ha  una  singolarità  polare  in 
un  punto  prefissato  A  di  Ro,  in  guisa  che  se  noi  rappresentiamo 
i  valori  assunti  dalla  cp  in  un  intorno  a  di  ogni  altro  punto  A  di 
Ro  nell'intorno  a',  che  è  immagine  di  a  sul  piano  tz^  della  corri- 
spondente variabile  principale  t,  si  ottenga  in  a  una  funzione  ar- 
monica uniforme  e  regolare. 

Riassumeremo  k\\\\,  per  maggiore  cliiarezza,  la  dimostrazione  di  questo 
teorema.  Esso,  come  abbisimo  detto,  non  è  in  fondo  che  la  ripetizione 
della  abituale  dimostrazione  dei  teoremi  di  esistenza  su  una  superficie  di 
Riemann. 

Costruiamo  in  Bo  un  intorno  per  ciascun  ciclo  di  vertici  ;  e  costruiamo 
poi  «legli  intorni  di  un  certo  numero  di  coppie  di  punti  equivalenti  del 
contorno  di  Ho,  in  guisa  che  ogni  punto  del  contorno  di  lio  sia  interno 
ad  alnuMio  uno  di  questi  intorni.  Siano  /j,  ì^,  ..  ..,  ?,,  gli  intorni  così  co- 
struiti, e  siano  ^j,  ^^,  ....,  ^^  gli  intorni  corrispondenti  nei  piani  delle 
relative  variabili  principali.  Come  segue  da  (juanto  abbiamo  detto  più 
sopra,  gli  intorni  p  si  potranno  ammettere  circolari.  Noi  diremo  che  una 

funzione  è  armonica  e  regidare  in  j,  (»=  1,2, ,fi),  ^^  «^ss^N  considerata 

come  funzione  dei  punti  corrispondenti  di  |3,  ,  è  una  funzione  armonica 
e  regolare  in    tutto   p.  .    Poiché  in  p,   sai)pi;inio   risolvere   il  problema  di 


(*)  Si  dice  che  una  funzione  armonica  ha  un  polo  in  un  punto  A, 
se  essa  è  parte  reale  di  una  funzione  analitica,  che  ha  in  A  uiui  singo- 
larità polare. 

(••)  C.  Neumann,  Loc.  cit.,  cap.  18,  pag.  432  e  seg. 
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Dirichlet,  di  costruire  una  funzione  armonica  e  regolare,  che  sul  contorno 
di  p,  assume  valori  prefissi,  noi  sapremo  pure  costruire  in  /,  una  funzione 
armonica  e  regolare,  che  sul  contorno  a,  di  /,  assume  valori  prefissati. 
Costruite  tali  funzioni  armoniche  in  modo  generico  per  ciascuno  degli 
intorni  i,  si  applichi  replicatamente  il  metodo  alternato  di  Schwarz,  fino 
a  che  si  ottenga  uria  funzione  n  continua  e  armonica  in  tutta  la  regione 
B'  coperta  dagli  intorni  ?,  e  tale  che,  se  noi  rappresentiamo  i  valori  as- 
sunti in  a,  nell'  intorno  corrispondente  ^,  ,  si  ottenga  una  funzione  armo- 
nica e  regolare  in  ^^  (s  =  1,  2, ,  h).   Sia  poi  R"  una  regione  connessa, 

interna  a  Bo,  tale  clie  ogni  punto  di  7?o  sia  interno  ad  almeno  una  delle 
due  regioni  B' ,  B".  Se  A  (a;  =  a)  è  un  jjarticolare  punto  di  R" ,  conside- 
riamo  lina   funzione   U  armonica    e  regolare  in  tutto  B" ,  eccetto  che  nel 

punto  A,  dove  diventa  singolare  come  la  parte  reale  di  . 

X  —  oc 

Se  noi  applichiamo  di  nuovo  il  metodo  alternato  alle  funzioni  n.,  TI, 
otterremo  una  funzione  qj  armonica  e  continua  in  tutto  Bo,  che  nel  solo 
punto  A  ha  una  singolarità  polare,  e  che  in  un  intorno  /,  assume  valori, 
che  soddisfano  alle  condizioni  imposte  dal  precedente  teorema  di  esistenza. 

Del  resto  il  nostro  teorema  di  esistenza  si  potrebbe  pure  ridurre  al 
classico  principio  di  minimo  di  Dirichlet,  precisamente  come  avviene  del- 
l' ordinario  problema  di  Dirichlet  per  le  funzioni  armoniche. 

Costruiamo  ora  in  ogni  altro  campo  fondamentale  J?,-  una 
funzione  9,-,  la  quale  in  un  punto  di  li^  abbia  lo  stesso  valore, 
che  cpo  ha  nel  punto  corrispondente  di  Rq.  La  funzione  cp,-  sarà 
chiaramente  armonica  in  i?,. 

Consideriamo  ora  due  campi  fondamentali  adiacenti  e  sup- 
poniamo senz'altro  che  essi  siano  i  campi  Eo,  Ri'-  sia  l  il  lato 
comune.  Io  dico  che  la  91  è  entro  7t,  quella  funzione,  che  si  ot- 
tiene prolungando  analiticamente  ^o  oltre  il  lato  l. 

Sia  infatti  A  un  punto  generico  di  Z  e  sia  B  quel  punto  del 
contorno  di  i?o,  che  è  equivalente  ad  A.  Sia  a  un  intorno  (nel 
senso  ordinario  della  parola)  del  punto  A,  e  sia  P  V  intorno  di  B^ 
equivalente  ad  A.  Siano  a,,  ^i  quei  pezzi  di  a,  ^  che  sono  interni 
a  Rq.  Le  regioni  a^  ^,,  considerate  come  un'  unica  regione^  sono 
un  intorno  di  A  nel  campo  i?o,  quando  si  dia  alla  parola  intorno 
il  significato  definito  in  questo  stesso  paragrafo.  E  se  ag  è  quel 
pezzo  di  a,  che  è  esterno  a  Ro,  la  funzione  ly,  assumerà  in  cc^  gli 
stessi  valori,  che  cpo  assume  in  p^.  Quindi,  se  noi  rappresentiamo 
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la  regione  a  -=  a,  -f-  a^  in  un  intorno  a'  ^=  a,  -|-  a',^  (*)  del  punto 
t  =  0  del  piano  "^  della  variabile  principale,  corrispondente  al 
punto  A,  e  assumiamo  come  valore  di  una  funzione  '\)  in  un 
punto  di  a',  il  valore  di  cpo  nel  punto  corrispondente  di  a,,  e 
come  valore  di  4*  iii  i^n  punto  di  a'j,  il  valore  di  9,  nel  punto 
corrispondente  di  a,,,  otteniamo  una  funzione  '\>  uguale  alla  fun- 
zione '];„  che  si  ottiene  assumendo  come  valore  di  '];,  in  un  punto 
di  a'  il  valore  di  cpo  nel  punto  corrispondente  di  ai  -|-  p,.  Ma,  per 
il  teorema  sopra  enunciato,  la  ']>,  è  una  funzione  armonica  (e 
quindi  continua  con  tutte  le  sue  derivate,  dotata  al  più  di  sin- 
golarità polari)  in  tutto  a.  Poiché  'l>  =  '^i  la  funzione  uguale  a  tpo 
in  a,  ed  a  '^1  in  a,  è  continua  con  tutte  le  sue  derivate  in  a,  -|-  a^. 

e.  d.  d. 

Si  può  facilmente  riconoscere  che  ragionamenti  analoghi  si 
possono  ripetere  anche  per  i  vertici  di  Rq. 

Dunque  le  funzioni  ^o,  9/  si  possono  considerare  come  un'u- 
nica funzione  cp  in  tutta  1'  area  del  piano  x^  che  è  ricoperta  da 
quella  rete  di  campi  fondamentali  (§  31,  pag.  203),  a  cui  appar- 
tiene Ro'j  quindi  in  questa  rete  la  rp  è  una  funzione  armonica, 
uniforme^  non  costante,  invariante  per  il  gruppo  G,  dotata  di  una 
singolarità  polare  in  un  punto  A  prefissato  di  Ro  (e  nei  punti 
equivalenti).  Il  teorema  di  esistenza  è  cosi  dimostrato. 

Osservazione.  —  La  condizione  ammessa  più  sopra  (pag.  206, 
250),  che  G  trasformi  una  rete  in  se  stessa  è  imposta  dallo  stesso 
nostro  problema;  in  quanto  che  i  punti  limiti  della  rete  sono 
punti  singolari  per  la  funzione  armonica  r^,  la  quale  non  esiste 
quindi  fuori  della  rete  considerata.  Non  avrebbe  perciò  alcun 
senso  il  richiedere  che  <^  sia  trasformata  in  se  stessa  da  una 
trasformazione,  che  porti  un  punto  della  rete  in  un  punto  esterno 
alla  rete  stessa. 


(*)  Indico  con  a',  0  con  7,'->  qnei  pezzi  di  a',  che  sono  immagine  rispet- 
tivamente di  a,  e  di  a,. 


IT 
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Noi  abbiamo  visto  nelle  pagine  precedenti  che  la  dimostra- 
zione del  cercato  teorema  di  esistenza  equivaleva  in  sostanza 
alla  dimostrazione  del  teorema  analogo  per  le  superficie  Rieman- 
niane.  E  abbiamo  cosi  cominciato  a  riconoscere  l' intimo  nesso 
che  lega  le  teorie  delle  superfìcie  di  Riemann,  e  dei  campi  fon- 
damentali. La  scoperta  di  questo  legame  illumina  di  viva  luce, 
come  vedremo  più  avanti,  tutta  la  teoria  dei  gruppi  fuclisiani  e 
kleiniani:  essa  è  una  delle  più  profonde  concezioni  del  Klein. 
Il  progresso  della  teoria  delle  funzioni  algebriche  in  due  o  più 
più  variabili  potrà  forse  un  giorno  contribuire  similmente  a  una 
lucida  visione  della  teoria  delle  funzioni  automorfe  di  due  o 
più  variabili. 

Con  leggere  modificazioni  del  metodo  alternato  si  potrebbero 
dimostrare  teoremi  analoghi  a  quelli  dimostrati  sopra.  Si  po- 
trebbe p.  es.  dimostrare  la  esistenza  di  funzioni  armoniche  dello 
spazio  S  euclideo  a  tre  dimensioni,  invarianti  per  un  gruppo  G 
pr.  dis.  di  movimenti  in  S^  p.  es,  per  il  gruppo  G  delle  trasfor- 
mazioni 

x  =^  X  -\-  m  a]  y'  =  y  -\-  nh]  z  =  z  -\-  p  e 

dove  £C,  y,  z  sono  coordinate  cartesiane  ortogonali,  a,  h,  e  sono 
costanti  del  gruppo,  m,  n,  p  sono  interi  arbitrarli  (*). 

Tali  funzioni  armoniche  furono  costruite  per  la  prima  volta 
dall' Appell  (*  *),  che  generalizzò  allo  spazio  a  tre  dimensioni  un 
metodo  di  Weierstrass. 

Studii  completamente  analoghi  si  possono  eseguire  (*  *  *)  per 


(*)    Le   funzioni    armoniclie    di    S   sono   quelle    che    soddisfano    alla 

Q2  Q2  Q2 

— s  4-  >, — s  -4-  -s — »  =  0.  Questa  equazione   differenziale  è  evidentemente 

dx^        o  y^        tì  z^ 

trasformata  in  sé  stessa  dal  gruppo  G. 

(**)  Sur  les  fonctions  de  trois  variables  réelles  satisfaisant  à  Véquatioih 
diférentielle  A  -F  =  0.   Ada  Mathem.,  tomo  4,  pag.  313-317. 

(***)  Cfr.  la  Nota  dell' A.:  Sulle  funzioni  armoniche  che  ammettono 
un  gruppo  discontinuo,  negli  Atti  della  E.  Aecad.  di  Torino.  1902.  Vo- 
lume 37. 
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gli  spazii  a  tre  dimensioni  a  curvatura  costante;  ma  tali  studii 
ci  porterebbero  troppo  lontani  dal  nostro  scopo. 

§  37.  —  I  teoremi  di  esistenza  per  funzioni  analitiche  nel  caso  n  =  1. 

I  ben  noti  legami  tra  la  teoria  delle  funzioni  armoniche  di 
due  variabili  reali  5,  yj,  e  la  teoria  delle  funzioni  analitiche  di 
una  variabile  complessa  x  =  ^-\-  iri  ci  fanno  prevedere  che  i 
risultati  ottenuti  nel  precedente  paragrafo,  potranno  trovare  ap- 
plicazione alla  dimostrazione  dei  teoremi  di  esistenza  relativi  ai 
problemi  del  §  17  nel  caso  n  =  1.  Ciò  sarà  confermato  dal 
paragrafo  attuale,  dedicato  appunto  alla  dimostrazione  di  tali 
teoremi  di  esistenza  per  via  funzionale.  Le  condizioni,  che  noi 
supporremo  soddisfatte  in  questo  studio  sono  le  seguenti  due  : 

1.  che  G  sia  un  gruppo  di  trasformazioni  lineari  propriamente 
discontinuo  (sia  cioè  un  gruppo  Meiniano  o  fuchsiano),  e  trasformi 
in  sé  stessa  una  rete  N  di  campi  fondamentali , 

2.  che  un  campo  fondamentale  di  G  abbia  un  numero  finito  di 
lati^  e  quindi  in  particolare  abbia  un  ordine  di  connessione  finito. 

La  prima  condizione  è,  per  i  teoremi  del  §  17,  necessaria  per 
la  risoluzione  del  problema  (B).  Nulla  è  finora  noto  sulla  riso- 
luzione del  problema  (^),  quando  G  non  soddisfa  a  questa  con- 
dizione. 

I  metodi,  che  esponiamo  in  questo  paragrafo  hanno  il  grande 
vantaggio  di  rendere  intuitivi  i  teoremi  di  esistenza,  ma  pre- 
sentano tre  inconvenienti:  1.  quello  di  non  dare  una  espressione 
analitica  delle  funzioni,  di  cui  dimostrano  l'esistenza;  2.  di  am- 
mettere la  condizione  che  un  campo  fondamentale  di  G  abbia 
un  numero  finito  di  lati;  3.  di  non  essere  generalizzabili  a  va- 
lori di  n  maggiori  di  1. 

I  metodi  degli  sviluppi  in  serie  di  Poincaré,  che  noi  espor- 
remo più  tardi,  evitano  tutti  questi  inconvenienti,  ma  introdu- 
cono a  loro  volta,  specialmente  per  quanto  si  riferisce  al  proble- 
ma (A),  altre  condizioni  restrittive. 
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Problema  (B).  —  Cominciamo  dunque  a  studiare  il  problema 
(B)  quando  n  ==  1.  Il  gruppo  6r  è  un  gruppo  di  trasformazioni 
birazionali  su  una  sola  variabile  x:  esso  è  quindi  un  gruppo  di 
trasformazioni  lineari,  che  per  le  ipotesi  fatte  è  pr.  dis.,  ed  anzi 
è  un  gruppo  fuchsiano  o  kleiniano,  che  ha  in  N  un  campo  fon- 
damentale  K  dotato  di  un  numero  finito  di  vertici. 

Posto  X  =^-\-i'fi,i  risultati  del  §  36  dimostrano  che  esiste 
una  funzione  armonica  reale  u'-^^  delle  due  variabili  reali  ^,  yj, 
invariante  per  il  gruppo  G  e  che  in  un  punto  prefissato  Ai  di  K 
presenta  una  singolarità  polare.  Costruiamo  la  funzione  v'-^^  ar- 
monica coniugata  di  u'-^^  (che  è  definita  a  meno  di  una  costante 
additiva).  Evidentemente  i  valori  che  v^^^  assume  in  punti  cor- 
rispondenti di  due  campi  fondamentali  differiscono  soltanto  per 
una  costante  additiva  ;  e  quindi  in  particolare,  se  Z,-,  Z',-  sono  due 
lati  equivalenti  di  K,  i  valori  di  v^'^  in  due  punti  equivalenti 
di  Zf,  l'i  differiscono  solo  di  una  costante  ap\  Siccome  K  ha  un 
numero  finito  di  lati,  le  coppie  di  lati  Z,-,  Z',-  sono  in  numero  finito; 
noi  le  contraddistingueremo  coi  valori  i  =  1,  2,  .  . .  .,  ^  dell'in- 
dice i  (t  intero  finito).  Di  più,  se  K  non  è  semplicemente  con- 
nesso, esisteranno  in  K  dei  cammini  chiusi  G  tutti  interni  a  K, 
i  quali  non  si  possono  con  deformazione  continua  ridurre  a  un 
punto  senza  cessare  di  appartenere  a  K.  Tra  tali  cammini  esi- 
sterà, poiché  K  ha  un  numero  finito  di  lati,  un  numero  finito  di 
cammini  C^+i,  C^+a?  ••••)  ^ft  (^  =  intero  finito)  tali  che  ogni  altro  cam- 
mino Gè  riducibile  con  deformazione  continua,  e  senza  uscire  da 
K,  a  una  loro  combinazione  lineare.  Indicheremo  con  a^'j^j,  a'i^, ....,  af^^ 
le  costanti,  di  cui  aumenta  v'~^\  quando  si  descrive  uno  dei  cam- 
mini Gt+i,  Gt+2, ,  Cft. 

Scegliamo  in  K  altri  h  punti  Ag,  Aq,  . .  .  .,  Aj,_^_i  distinti  tra 
loro  e  da  A^.  Otterremo  corrispondentemente  h  nuove  coppie  di 
funzioni  armoniche  coniugate  m'^'\  r"^'^  (s  =  2, . . . . ,  A  -f-  1),  ciascuna 
delle  quali  definirà  un  sistema  di  costanti  a('^  (i  =  1,2^  . .  . .,  h). 

h+l  h+1 

Poniamo  «*  =  ^  p,  u'^'\  ^  =  T]  P,  «'^'\  dove  le  p  sono  costanti. 
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Le  u,  V  sono  funzioni  armoniche    coniugate.  Ora  è  sempre  pos- 
sibile trovare  delle  costanti  ^,  non  nulle,  tali  che: 

Le  funzioni  u,  v  corrispondenti  non  saranno  costanti;  sa- 
ranno ambedue  uniformi  in  K]  e  in  punti  equivalenti  del  con- 
torno di  K  avranno  lo  stesso  valore.  Lia  z  =  u  ~\-  i  v  sarà  una 
funzione  di  x  in  tutta  la  rete  N,  analitica  uniforme  e  non  co- 
stante, invariante  per  G.  Il  teorema  di  esistenza  è  cosi  dimostrato. 

Questa  dimostrazione  è  affatto  analoga  a  quella,  con  cui  si 
dimostrano  i  teoremi  di  esistenza  su  una  superficie  di  Riemann. 
Le  funzioni  u'^'^  -\-  i  v'-'^  sono  funzioni  che  godono  di  proprietà 
affatto  analoghe  a  quelle  degli  integrali  abeliani  di  seconda 
specie  su  una  superfìcie  di  Riemann.  Esse  infatti  hanno  sole 
singolarità  polari,  e  in  punti  equivalenti  differiscono  soltanto  per 
una  costante  additiva.  E,  come  sulle  superfìcie  di  Riemann  si 
possono  ottenere  le  funzioni  razionali  con  una  combinazione  li- 
neare di  integrali  abeliani  di  seconda  specie  (*),  cosi  noi,  combi- 
nando linearmente  le  u'-'^  -\-  i  v^'\  abbiamo  ottenuto  funzioni  in- 
varianti per  G. 

Proseguemlo  nella  trattazione  con  metodi  affatto  analoghi  a  quelli 
usati  nella  teoria  delle  superficie  Riemanniane,  si  dimostrerebbe  che  col 
metodo  esposto  si  possono  trovare  due  funzioni  uniformi  ^j,  J^j  invarianti 
per  il  gruppo  G,  le  quali  sono  legate  da  una  relazione  algebrica /(^i,  ^2)  =  0 
e  sono  tali  che  le  funzioni  uniformi  di  x,  invarianti  i)er  G,  sono  '  tutte  e 
sole  le  funzioni  uniformi  sulla  superficie  Riemanniana  F,  definita  dall'e- 
quazione algebrica  /  {^1 ,  ^j)  =  0.  Se  noi  consideriamo  come  non  distinti 
punti  del  piano  ti  della  variabile  complessa  x,  equivalenti  rispetto  a  G, 
i  i)unti  di  F  corrispondono  biunivocamente  ai  punti  di  tc.  Il  genere  di  F 
8Ì  chiama  genere  di  G. 

Noi  per  ora  ammetteremo  questi  risultati,  la  cui  dimostrazione  in 
extenso  troveni  sede  i)iù  opportuna  nel  paragrafo  dedicato  allo  studio  par- 
ticolareggiato àv]\t'  funzioni  invarianti  per  un  gruppo  fuchsiano  o  kb'iniano. 


(*)  Neumann.    Vorles.  U.  liiem.  Tkeor.  der  Ab.  Int.,  pag.  258. 
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Osservazione.  —  I  iiietoili  qui  esposti  possono  risolvere  il  nostro  pi-o- 
blema  {B)  anélie  nel  caso  che  G  non  sia  pr.  dis.  ;  ma  in  tal  caso  le  fun- 
zioni z  non  sai-anno  (e  non  potrebbero  essere)  uniformi  (^  17). 

PiiOBLEMA  {A).  —  Noi  stuelleremo  ora  il  problema  (A)  per  il  caso  che 
»  =  1  e  che  G  sia  un  gruppo  del  '  tipo  di  cui  ci  siamo  occultati  ora  e  F 
sia  un  gruppo  di  trasformazioni  lineari  intere  omogenee.  E  ci  acconten- 
teremo di  dimostrare  che  esso  si  può  ridurre  al  seguente  problema,  che 
è  il  celebre  problema  di  inversione  di  Biemann. 

Costruire  m  funzioni  z^  z^  .  .  . .  z„  di  una  variabile  complessa  x,  le  quali 
siano  uniformi  neW  intorno  di  0(i ni  punto  del  piano  della  variabile  x,  eccet- 
tochè  neW intorno  di  s  punti  dati  a  priori  A^,  A^,  ....,  ^4,  .  Sono  pure 
date  s  trasformazioni  lineari  intere  omtKjcnee  1\,  7'„,  ....  T,  sulle  variabili 
5j  .  . . .  z^.  Si  vuole  che  le  z  subiscano  la  trasformazione  7',-  ,  quando  x  de- 
scrive un  giro  chiuso  attorno  al  punto  Ai  (*). 

Siano  ^, ,  ^2  ♦^i^®  funzioni  invarianti  per  G,  tali  die  ogni  altra  funzione 
invariante  per  G  sia  una  funzione  uniforme  sulla  superficie  Rieuìanniana 
i^,  immagine  della  relazione  algebrica  /'(^i,  C»)  =  0,  che  lega  le  due  fun- 
zioni ^1,  ^2-  I  punti  della  Z<^  corrispondono,  come  dicemmo,  biunivocamente 
ai  i)unti  del  piano  n  della  variabile  complessa  .r.  quando  vi  si  considerino 
come  non  distinti  punti  equivalenti  per  G  {**). 


(*)  Più  precisamente,  se  O  è  un  punto  generico,  ma  fìsso,  del  jiiano  a 
delle  X  ed  O  A^,  O  Ao,  .  .  .  .,  O  A,  sono  dei  tagli  non  intersecantisi,  le  z 
devono  essere  monodrome  nel  piano  a,  su  cui  siano  stati  fatti  i  tagli  pre- 
cedenti, e  devono  subire  le  T  qiumdo  si  attraversino  detti  tagli.  Natural- 
mente le  T  devono  essere  scelte  in  modo,  che  le  z  siano  monodrome  in 
O;  cioè  il  prodotto  delle  T,  i)rese  in  ordine  conveniente,  deve  essere 
uguale  al. 

Per  essere  completi,  noi  dovremmo  <]ui  esporre  come  si  risolva  il  pro- 
blema di  Riemann,  e  defluire  più  precisamente  quale  comportamento  si 
imponga  alle  z  nei  j)unti  A.  Due  considerazioni  ce  ne  hanno  però  dissuaso: 
1'  una  che  questo  j^roblema  rientra  piuttosto  nella  teoria  delle  equazioni 
differenziali  lineari  alle  derivate  ordinarie;  l'altra  che  la  trattazione  di 
tale  j)roblema  ci  costringerebbe  a  lunghe  divagazioni  :  in  (pianto  che  do- 
vremmo esporre  la  teoria  delle  equazioni  integrali,  la  quale  è  troppo 
lontauM  dilli' ;ii,i;(»ment()  del  i)res('iite  trattato.  Il  lettore,  che  voglia  cono- 
sceixì  come  si  possa  risolvere  il  citato  problema  di  Riemann,  consulti  le 
ormai  classiche  ricerche  di  Hilbert  sulle  equazioni  integrali  nelle  Gòttinger 
Nachrichten  (1904-1906). 

(**)  La  jp',  o,  ciò  che  è  lo  stesso,  una  superfìcie,  i  cui  punti  sono  in 
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Supponiamo  dapprima  clic  il  ^ciK^ro  di  F  {vhv  è  per  defìiiizioiKi  il  j^e- 
nvYv  del  gruppo  G)  siji  nullo  ;  esisterà  in  tal  caso  una  funzione  ^^  di  x 
nnifonne,  tale  che  tutte  e  sole  le  funzioni  Jinifomii  di  x,  invarianti  per  G, 
sono  funzioni  uniformi  di  ^j.  La  sui)erficie  F  coinoiderà  cioè  eoi  piano 
della  variabile  ^j.  Eseguire  su  x  una  trasformazione  di  G  equivale  a  far 
percorrere  a  !^j  un  cammino  chiuso  nel  suo  piano  (pei'cliè  la  ^j  è  inva- 
riante per  G»,  e  viceversa. 

Cerchianu)  ora  di  risolvere  il  problema  generale  (A)  nelle  ipotesi  da 
noi  fatte.  Si  dovranno  trovare  tn  funzioni  s^,  z^  ....,«„  uniformi  della  x, 
le  (jinili,  (luando  la  x  subisce  le  trasformazioni  del  gruppo  G  di  genere 
zero,  subiscono  le  trasformazioni  lineari  intere  omogenee  di  un  dato  gruppo 
r  isomorfo  a  G.  Se  noi  pensiamo  le  «j,  z„,  ....,  z„  come  funzioni  di  ^j, 
esse  saranno  dunque  funzioni,  le  <iuali,  <iuando  C,  descrive  un  cammino 
chiuso  nel  suo  piano  a,  subiscono  una  dota  trasformazione  lineare  intera 
omogenea,  variabile  col  cammino  descritto  dalla  ^j,  e  generante  un  d(ito 
gruppo  r.  Il  fatto  che  T  è  isomorfo  a  G  equivale  all'  altro  che,  se  ^^ 
ccmipie  un  piccolo  giro  attorno  a  un  punto  generico  del  suo  piano,  le  z 
devono  subire  la  trasformazione  identica,  o,  più  generalmente,  che,  se  Ci 
compie  un  giro  chiuso  nel  suo  piano,  a  cui  corrisponde  un  cammino  chiuso 
nel  piano  della  or,  le  z  subiscono  la  trasformazione  identica.  I  punti  di 
diramazione  delle  z,  considerate  come  funzioni  della  ^, ,  saranno  quei  punti 
A  del  piano  di  questa  variabile  ^j,  che  sono  immagine  di  un  ciclo  di 
vertici  non  accidentali  di  K,  e  sono  quindi  in  numero  finito.  E  per  definire 
quali  trasformazioni  subiscano  le  z,  quando  la  ti,  percorre  nel  suo  piano 
dei  cammini  chiusi,  basterà  definire  ([uali  trasformazioni  suliiscano  le  z 
per  un  givo  chiuso  attorno  a  uno  dei  citati  punti  A  (*). 

Ora  la  costruzione  di  funzioni  z  di  una  variabile  ^, ,  che  subiscono 
determinate  trasformazioni  lineari,  quando  ^,  compie  dei  gii-i  attorno  a 
certi  punti  A  del  suo  piano,  supposti  in  numero  finito,  è  appunto  il  pro- 
blema di  inversione  di  liiemann. 

e.  d.  d. 

Passianu)  ora  al  caso  che  il  genere  di  G  sia  maggiore  di  zero.  In  tal 
caso  la  superficie  Riemanniana  F  avrebbe  1'  utììcio,  che  nel  problema  pre- 


corrispondenza  biuniv<)ca  coi  punti  della  F,  si  pnò  ottenere  ([uindi  pie- 
gando un  campo  fondamentale  K  di  G,  in  guisa  che  punti  e<|uivalenti 
del  contorno  di  K  vengano  a  coincidere. 

(*)  Si  noti  che  l'isomorfismo  tra  T  e  Or  impone  a  queste  trasforma- 
zioni l'unica  condizione  che  il  loro  prodotto  deve  essere  uguale  all'iden- 
tità. Ciò  esprime  il  fatto  che  un  giro  della  C,  attorno  a  tutti  i  punti  .1 
contemporaneamente  equivale  a  un  giro  della  ^,  attorno  a  un  punto  cIk' 
non  sia  di  diramazione,  ossia  a  un  giro  chiuso  d«lla  x  nel  suo  piano. 
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cedente  aveva  il  piano  a  della  variabile  ^,.  Noi  potremmo  dunque  cercare 
di  risolvere  il  nostro  problema,  generalizzando  le  ricerche  di  Hilbert  dal 
piano  alle  superficie  Riemanniane,  ossia  cercando  di  determinare  ?>i  fun- 
zioni z  dei  punti  A  di  una  superficie  Riemanniana  F,  le  quali  subiscono 
date  trasformazioni  di  un  gruppo  T,  quando  il  punto  A  di  F  descrive  un 
cammino  chiuso  su  F. 

Noi  dimostreremo  invece  che  questo  problema  si  può  ridurre  al  pro- 
blema analogo,  risoluto  da  Hilbert  nel  caso  del  piano.  Sia,  come  sopra, 
/  (Cp  Ca)  =^  0  l'equazione  algebrica  corrispondente  alla  sui>erficie  F;  se  r 
è  il  grado  di  /  nella  variabile  Q,  noi  considereremo  F  come  formata  di  un 
certo  numero  r  di  piani  (fogli)  ^|  sovrapposti  e  tra  loro  collegati  nei 
punti  di  diramazione  della  ^2  >  pensata  come  funzione  algebrica  di  ^,  . 
Sia  A  un  punto  .generico  del  piano  a  della  variabile  ^|.  Sia  A^  il  jmnto 
corrispondente   del   primo   degli  r  fogli   di  F,  e  siano  A„,  A^,  ....,  .1^  i 

punti  degli  altri  fogli  sovrapposti  ad  A^.  Siano  2^ Zm  rispettivamente 

gli  elementi  (nel  senso  di  Weierstrass)  delle  funzioni  analitiche  (*)  2  in 
un  intorno  di  A^  ;  in  (piesto  intorno  le  5,  ....  z„,  si  potranno  considerare 
come  funzioni  analitiche  uniformi  di  C].  Siano  C^,  C\,  ....,  t\  r  —  1  cammini 
su  F,  che  conducono  dal  punto  A^  rispettivamente  ai  punti  Jg?  ^s?  ••••^r  • 
A  questi  cammini  corrispondono  sul  piano  a  della  C,  dei  cammini  chiusi 
Y2,  Ys,  ....  Yr  uscenti  dal  punto  A  e  terminati  al  punto  .4.  Se  noi  pro- 
lunghiamo analiticamente  gli  elementi  ^,  .  . . .  z^  lungo  Yì  ^i  =  — ?  '")?  noi 
otterremo  in  un  intorno  del  puirto  A  niiovi  elementi  di  funzioni  analitiche 
^i^i-i)m+i>  %-i)m+2>  ...  .,  Zim  •  Otterrcuio  così  in  un  intorno  di  A  mr  ele- 
menti di  funzioni  analitiche    e,,   Z2,  ••..,  Zmr  ;  ^  gli  elementi  £■(,_,)„  ^i 

~0.^  (/  =:  1,  2,  .  . .  .,  r)  rappresentano  le  funzioni  z  in  un  intorno  del 
punto  Ai  di  F;  e,  se  i  >  1,  sono  i)iii  precisamente  quegli  elementi,  che  si 
ottengono  prolungando  analiticamente  gli  elementi  z ,,  . . .  . ,  Zm  dal  punto 
A^  al  punto  Ai  lungo  C,  .  Facciamo  ora  descrivere  al  punto  A  nel  piano 
a  un  qualsiasi  cammino  chiuso  y.  Il  punto  Af  (»'  <  r)  andrà   in  un  altro 

dei  punti  A^ A^  ,  p.  es.  nel  punto  A^  {le  <  r).   Se  noi  ad  A  facciamo 

percorrere  prima  il  cammino  y,  jjoi  il  cammino  j^.  percorso  in  senso  in- 
verso (ossia,  come  si  suol  dire,  il  cammino  y^*)  ^  quindi  il  cammino  ji  , 
il  punto  A(  andrà  prima  in  A^^  ,  poi  in  A^,  per  ritornare  finalmente  in 
Ai  e  percorrere  quindi  m  conclusione  su  F  un  cammino  chiuso  (**).   Per 


(*)  Elemento  di  una  funzione  analitica  z  in  un  punto  non  è  che  una 
serie  di  potenze,  che  è  convergente  in  un  intorno  di  questo  punto,  e  vi 
rappresenta  la  z. 

(**)  Per  simmetria  indicheremo  con  Yi  un  cammino  chiuso  che,  j^ar- 
tendo  da  A  ritorni  in  A,  così  che  il  punto  J.,  corrispondente  di  F  de- 
scriva un  cammino  che  esca  da  A.   e  ritorni  in  J.j^. 
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ipotesi  è  noto  (luale  trasfoi-niazione  lineare  r<  subiranno  per  «questo  cam- 
mino  chiuso  le  funzioni,  o   gli   elementi    i(,_,)„+i,  7«_,)„+2,    ,  Zt„  . 

Osserviamo  ora  che  «luesta  trasformnzioiu^  t,-  ò  prodotto 

a)  della  trasfonnazione,  che  gli  elcinciiti  citjiti  subiscono  pei'  il  cam- 
mino y, 

P)  della  inversa  della  trasformazione,  che  gli  elementi  citati  subiscono 
per  il  cammino  y^  , 

y)  della  trasformazione,  che  gli  elementi  citjiti  subiscono  per  il  cam- 
mino y,  . 

In  altre  jjarole  la  tiasformazione,  che  ^^,_1)TO^-l>  ••..,  Zim  subiscono 
per  il  cammino  y  si  ottiene,  applicando  a  questi  elementi  dapprima  la 
trasformazione  lineare  nota  r<  ,  quindi  la  trasformazione  che  esse  subi- 
scono (piando  si  percorra  y^  in  senso  inverso  (che  è.  data  evidentemente 
dalle  z\i-\)m>rt  =  Zi  P«i'  «  =  1,  2,  ....,  m)  e  infine  la  trasformazione  do- 
vuta al  cammino  y^  (la  <|uale  chiaramente  p<u-ta  z,  in  Zik-\)m+,)-  Si  può 
quindi  considerare  come  nota  la  trasformazione,  che  il  cammino  y  induce 
sulle  «(,_ij„+,  (»  <  wt)  per  ogni  valore  di  i  {i<ir);  e  quindi  è  nota  la 
trasformazione  lineare  che  z^  ....  Zrm  subiscono  per  ogni  cammino  chiuso 
y  sul  piano  della  variabile  ^,. 

Gli  elementi  Zi  ii  <  r  in)  sono  dunque  in  A  gli  elementi  di  r  m  fun- 
zioni analiticlie,  esistenti  in  tutto  a,  le  quali  per  ogni  cammino  chiuso  y 
subiscono  una  data  trasformazione  lineare.  Esse  avranno  dunqiu^  in  a  dei 
punti  di  diramazione  (in  numero  finito,  perchè  il  nostro  gruppo  G  ha  un 
numero  finito  di  vertici);  un  giro  attorno  a  (juesti  punti  di  diramazione 
produce  sulle  nostre  funzioni  una  data  trasfornuizione  lineare,  mentre  un 
giro  attorno  a  un  «pialsiasi  altro  punto  di  a  lascia  le  nostre  funzioni  inal- 
terate. La  costruzione  in  o  delle  nostre  r  m  funzioni  è  ricondotta  ancora 
al  problema  di  inversione  di  Riemann  sul  piano. 

Quindi  è  contemporaneamente  dimostrato  il  teorema  di  esistenza  rela- 
tivo al  problema  (.4),  (juando  ?»  =  1,  G  è  un  gruppo  kleiniano  il  cui  po- 
lig<mo  fondamentale  ha  un  numero  fluito  di  vertici,  e  T  è  un  gruppo  di 
trasformazioni  lineari  intere  omogenee. 


Capitolo  Decimo.  —  I  teoremi  di  esistenza  dedotti  con 
metodi  algoritmici. 

§38.-1  gruppi  discontinui  finiti. 

Per  costruire  una  funzione  invariante  per  un  gruppo  discon- 
tinuo finito  G  su  certe  variabili  x,  si  considerino  una  qualsiasi 
funzione  fi  delle  x,  e  le  funzioni  /",  (i  =  2,  3, ),  che  se  ne 
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deducono,  applicando  alle  x  successivamente  le  trasformazioni 
di  G.  Una  funzione  9  delle  x,  che  sia  uguale  a  una  funzione 
simmetrica  delle  fi,  /",•,  è  evidentemente  invariante  per  G. 

D'altra  parte  gli  stessi  metodi,  che  più  tardi  troveremo  per 
risolvere  i  nostri  problemi  fondamentali  per  gruppi  infiniti,  val- 
gono, e  diventano  anzi  affatto  elementari  per  i  gruppi  disconti- 
nui finiti.  Ciononostante  noi  vogliamo  riprendere  per  un  gruppo 
finito  G  il  problema  fondamentale  (B)  nel  caso  n  ==  1.  Come 
risulta  dal  §  34  (pag.  238),  6^  è  di  genere  zero  :  esistono  dunque, 
per  i  risultati  del  precedente  capitolo,  infinite  funzioni  Z  inva- 
rianti per  6^,  che  in  un  campo  fondamentale  assumono  una  e 
una  sola  volta  ogni  loro  valore.  Due  qualsiasi  di  queste  funzioni 
sono  legate  tra  di  loro  da  un'equazione  lineare;  e  tutte  le  fun- 
zioni invarianti  per  G  sono  funzioni  uniformi  di  una  qualunque 
di  queste  funzioni  Z.  Questi  risultati  si  possono  confermare  di- 
rettamente nel  seguente  modo.  Siano 

CiX-f-  Ut 

le  p  trasformazioni  di  6^  (p  ==  intero  finito).  Se  A,  B  sono  due 
costanti  qualunque,  ogni  trasformazione  di  G  lascia  invarianti 
i  prodotti 

perchè  ne  permuta  soltanto  i  fattori.  Le  Zj,  Z.^  si  annullano  ri- 
spettivamente soltanto  nei  punti  equivalenti  al  punto  x  =  A,  e 
al  punto  X  =  B,  e  diventano  infinite  soltanto  nei  punti  equiva- 
lenti al  punto  X  =  co.  Già  questi  due  prodotti  ci  offrono  dunque 
l' esempio  di  funzioni  invarianti  per  G,  e  assumenti  in  un  campo 

fondamentale  una    sola  volta   il   valore   zero    e   il  valore  cx).  Il 

Z 

quoziente  Z  ^^     -  è  pure  una  funzione  invariante  per  G,  che  in 

un  campo  fondamentale  K  diventa  una  e  una  sola  volta  nulla 
0  infinita,  rispettivamente  nel  punto  del  campo,  che  è  equiva- 
lente al  punto  X  =  Aj  o  al  punto  x  =  B.  Dimostreremo  ora  che 
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la  Z  assume  in  K  una  e  una  sola  volta  ogni  altro  valore  :  con 
un  metodo  analogo  questo  teorema  si  potrebbe  dimostrare  anche 
per  Zi,  e  per  Z^.  Posto 

cp  (x)  =  h[l  [{Ui  X  -\-  b,)  —  A(c,a)  -{-  d,)] 

^(x)  =  1c  II  [(a, x-i-bd  —  B{c,x-\-  d,)l 
si  ha 

cp  (£C)  —  Z  (];  (X)  r=  0. 

Se  noi  consideriamo  in  questa  uguaglianza  la  Z  come  para- 
metro, e  la  a;  come  incognita,  otteniamo  un'equazione  di  grado  p. 
Quest'  equazione  è  irriducibile.  Infatti  il  suo  primo  membro  con- 
tiene la  Z  al  primo  grado;  se  esso  dunque  si  spezzasse  in  due 
fattori,  uno  di  questi  dovrebbe  essere  indipendente  dalla  Z,  e 
dovrebbe  quindi  dividere  cp  (x),  ']>  (x):  ciò  che  è  assurdo,  perchè 
evidentemente  cp  (a?),  '^  {x)  sono  primi  tra  di  loro. 

Da  una  radice  della  nostra  equazione  si  passa  alle  altre, 
applicandole  le  trasformazioni  del  gruppo  (r,  come  è  ben  evi- 
dente per  la  definizione  stessa  delle  cp  {x\  ^  {x):  le  p  radici  della 
nostra  equazione  definiscono  dunque  p  punti  equivalenti  rispetto 
a  G.  Al  variare  di  Z,  questo  sistema  di  p  punti  descrive  tutti  i 
sistemi  possibili  di  punti  equivalenti;  dando  infatti  a  Z  il  valore 
J       ,  le  radici  della  nostra  equazione  diventano  appunto  uguali  o 

ad  a,  0  a  una  quantità  equivalente  ad  a.  La  Z  assume  dunque  ogni 
suo  valore  ;  e  i  punti,  in  cui  assume  uno  stesso  valore,  sono  tra 
di  loro  equivalenti  e  viceversa.  Da  ciò  risulta  appunto  che  in 
un  campo  K  la,  Z  assume  una  e  una  sola  volta  ogni  suo  valore. 
Se  in  due  punti  L,  M  una  delle  funzioni  Z  assume  uno  stesso 
valore,  anche  ogni  altra  funzione  Z  vi  assume  uguali  valori.  Se 
quindi  Z',  Z"  sono  due  funzioni  Z,  la  Z'  è  una  funzione  razio- 
nale di  Z",  e  viceversa.  Quindi  Z'  è  una  funzione  lineare  di  Z". 
Le  precedenti  equazioni  cp  —  Z  (j>  =  0  hanno  ricevuto  il  nome 
di  equazioni  dei  poliedri  regolari;  il  loro  studio  è  di  grande  in- 
teresse, specialmente  nel  caso  che  G  sia  il  gruppo  icosaedrico. 
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Si  dimostra  infatti  che  la  risoluzione  dell'equazione  più  gene- 
rale di  5.*'  grado  si  può  ridurre  alla  risoluzione  dell'equazione 
icosaedrica  (*).  Noi  non  ci  occuperemo  ne  di  questo  studio,  ne 
delle  generalizzazioni  per  w  >  1;  in  quanto  che  si  entrerebbe 
in   un   ordine    di   ricerche  puramente  algebrico,  e   intimamente 


(*)  La  ragione  intima  di  questo  fatto  non  si  può  esporre  senza  ricor- 
rere alle  teorie  di  Galois.  Ciononostante  si  può  dare  un'  idea  di  uno  dei 
metodi  con  cui  si  può  dimostrare  l' asserzione  del  testo.  Sia  G  un  gruppo 
icosaedrale,  clie  trasformi  in  sé  stesso  un  icosaedro  regolare  inscritto  nella 
sfera  della  variabile  complessa  x.  Noi  potremo  trasformare  G  in  un  gruppo 
simile,  in   modo   che   due  vertici   dell'icosaedro  siano  nei   punti  a;  =  0, 

ir;  =  2  cos  -^  .  Si  trova  con  un  calcolo   elementare  che  così  i  12  vertici 
5 

dell'  icosaedro  sono  i  punti 

X  =   CX),    iC   =r    0 

..  =  s^(e  +  e^)(>  =  l,2,3,4,5)         (,  =  ^os  ^  +  i  sen  ?^V 
a;  =  £•■  (£2  _|_  £3)   (,.  =  1,2,3,4,5)  \  5      I  5  / 

Posto 

/=  a:  n  [«  —  £'•  f£  +  £*)]    [X   —  £'•  (£2  +  £3)]  =  X  (z^«  +  11  x^  —  1), 

r=l 

l' equazione  f  =i  Q,  considerata  come  un'  equazione  di  dodicesimo  grado 
avente  una  radice  infinita,  ha  per  radici  gli  affissi  dei  dodici  vertici  del- 
l' icosaedro.  In  modo  analogo  si  trova  che,  se  si  pone 

ir  =  —  (a;-^o  -f  1)  +  228  {x''>  —  x^)  —  494  a;^«, 

l'equazione  H  =  0  ha  per  radici  gli  affissi  dei  punti,  che  si  ottengono 
proiettando  dal  centro  della  sfera  sulla  sfera  stessa  i  centri  delle  varie 
faccie.  Ciascuno  di  questi  20  punti  è  vertice  di  3  campi  fondamentali; 
ciascuno  dei  vertici  dell'  icosaedro  è  vertice  di  5  campi  fondamentali.  Il 
sistema  degli  indici  dei  primi  20  punti  (ciascuno  contato  3  volte)  e  il 
sistema  degli  indici  dei  12  vertici  (ciascuno  contato  5  volte)  saranno  due 
sistemi  di  radici  della  nostra  equazione  icosaedrica,  coi-rispondenti  a  due 
certi  valori  di  Z.  Con  una  trasformazione  lineare  su  Z  potremo  fare  in 
modo,  che  i  valori  di  Z  corrispondenti  a  questi  due  sistemi  di  radici  sieno 
rispettivamente  Z  =  0,   Z  =  co;  cosicché  si  avrà  identicamente  : 

Z  =  h  ~j^         {h  =  cost.). 
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connesso  con  la  teoria  delle  forme,  e  la  teoria  delle  equazioni 
algebriche  secondo  Galois  ;  le  quali  ricerche  hanno  già  ricevuto 
numerose  esposizioni  sistematiche,  e  sono  assai  lontane  dai  pro- 
blemi di  indole  trascendente,  a  cui  è  particolarmente  riservata 
questa  parte  del  presente  trattato. 


E,  se  noi  poniamo  h  =  :r^  ,  la  Z  così  definita  assume,  come  un  facile  cai- 

colo  dimostra,  il  valore  Z  =  1  uei  30  i)unti  che  si  ottengono  proiettando 
sulla  sfera  dal  suo  centro  i  punti  medii  delle  costole  dell'  icosaedro. 
L'  equazione  icosaedrale,  scritta  per  disteso,  assume  così  la  forma  : 

(a-«<>  —  228  j-'»  -|-  494  u-'»  -f-  228  a-»  -|-  1)^  —  1 2"  J»  (a-">  -f  11  j»  —  1)»  Z  =  0. 

Quando  si  ponga  T  =  x'"'  4-  1  -f  522  (x^''  —  ir»)  —  10005  (a-*''  -|-  »'«), 
i  30  punti  medii  delle  costole  dell'  icosaedro  sono  definiti  dall'  equazione 
T=  0. 

Ora  esistono  5  ottaedri  regolari  che  hanno  per  vertici  punti  medii 
delle  costole  dell'  icosaedro  e  che  il  gruppo  G  permuta  tra  di  loro.  E  si 
trova  che,  posto 

<,  =  e»'  x«  -^  2  e^'a;»  —  5  e'  x*  —  5  e«'  x'-  —  2  e.^' x -{-  e**-  (r  =  1,  2,  3,  4,  5) 
Tr,  =  -e*'x»-|-e"x'  — Te^'x"  -  7e'x»  +  7e'""x^  — 7e»'x  — e""  (r  =  l,2,3,4,5) 

le  equazioni  tr  =  0,  Wr  =  0  hanno  per  radici  gli  indici  dei  vertici,  e  dei 
punti  che  si  ottengono  proiettando  i  centri  delle  faccie  dello  r  *'*''"*'  di 
questi  5  ottaedri  dal  centro  della  sfera  sulla  sfera  stessa. 

Posto  poi  Tr  =  — -jr (  w»  +  «  — =^ — )  (w,  «  ==  cost.),  81  deduco  fa- 
cilmente che  dalle  60  trasformazioni  di  G  le  1%  sono  soltanto  permutate 
tra  di  loro,  e  che  esse  sono  le  rjulici  dell'equazione 

Z  1-»  +  5  r«  (s  m»  +  12  >»«  n  -\-  ^-""^i^J*')  -|- 

(I)      l^^l5Y(-^m*  +  '-^^^^^^±±^'^^^^)^ 

+  3  (48  .»  -  40  ^  +  ''-'l^^t-''')  =  0. 

Ecco  un'  e(iuazione  di  5.»  grado,  che  evidentemente  si  sa  risolvere, 
appena  si  sappia  risolvere  1'  equazione  icosaedrale.  Ora  si  può  dimostrare 
che  ogni  equazione  di  5.°  grado  si  può  ridurre  al  tipo  precedente.  Se  infatti 

(II)  2/'  -j-  «1  y*  +  ««  y'  -[-  «8  y*  +  «4  y  +  «6  =  0 
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§  39.  —  Le  serie  di  Poincaré. 

In  questo,  e  nei  seguenti  paragrafi  del  Gap.  10  ci  proponiamo 
di  esporre  un  secondo  metodo  per  la  dimostrazione  dei  teoremi 
di  esistenza  delle  funzioni  automorfe  e  zeta-automorfe.  Si  fa 
uso  in  questo  metodo  di  serie,  i  cui  termini  si  generano  in  modo 
tale,  da  apparire  senz'altro  chiaro  che  esse  formalmente  risolvono 
i  nostri  problemi  (^),  {B).  La  massima  difficoltà,  che  si  presenta, 
consiste  nel  cercare  i  caratteri  di  convergenza  di  queste  serie. 
Tuttavia,  e  per  la  notevole  generalità  dei  casi,  in  cui  tale  con- 


è  un'equazione  di  5.o  grado,  si  ponga  Y  =  y.^ -\-  iXa  y  ^  (x^  y"^ .  La  F  sod- 
disferà a  un'  altra  equazione 

.  (Ili)        7"^  -f  ^,  r»  4-  ^2  r-''  +  5  a  r^  -f  5  p  r  +  Y  =  0, 

trasformata  dalla  precedente.  Le  A^,  A^  sono  rispettivamente  funzioni  di 
1.0  e  di  2.0  grado  delle  a  ,  ag,  ag.  Risolvendo  quindi  un'equazione  di  2.° 
grado,  potrò  ottenere  che  J.  =  ^2  =  0.   Se  poniamo  poi 

_  11  a'»  P  +  2  p2  y  _  a  Y^  +  a  v/A 
"*  24  (a*  —  P«  -f  a  p'y)  ' 

(dove  A  =  108  a^  y  —  135  a*  P"^  +  90  a'  ^  y^  —  320  a  ^^  y  -f  256  ^^  -}-  y*), 

_        (éSam'^  — 12pm  — y)» 

64  a*  [12  (a  y  —  p^  m  —  p  y]  ' 

_  12  g"  Z  —  96  g  m»  —  72  p  w^  —  6  y  m 
**  ~  114  g  m^  -j-  12  p  m  -f  y         ~"  ' 

si  dimostra  col  calcolo  effettivo  che  l' equazione  (III)  diventa  identica 
alla  (I).  Ma  la  risoluzione  della  (II1 1  è  equivalente  alla  risoluzione  della  (II); 
la  (I)  si  sa  risolvere,  se  si  ammette  risoluta  1'  equazione  dell'  icosaedro. 
Quindi  la  risoluzione  della  più  generale  equazione  (II)  di  5.°  grado  si  sa 
effettuare,  se  si  ammette  risoluta  1'  equazione  dell'  icosaedro.  Il  teorema 
reciproco  è  pure  vero. 

Questi  cenni  sono  un  rapido  sunto  del  Gap.  VIII  (§  111  e  seg.)  della 
Teoria  dei  (jruppi  di  sostituzioni  e  delle  equazioni  algebriche  secondo  Galois 
del  Prof.  Bianchi.  Il  lettore  troverà  ivi  tra  l'altro  svolti  tutti  i  calcoli, 
da  noi  soltanto  accennati,  e  vi  troverà  pure  indicazioni  bibliograflebe. 
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vergenza  risulta  dimostrata,  e  per  la  uniformità  che  presentano 
in  questo  metodo  i  casi  di  una  o  più  variabili,  e  infine  per  la 
comoda  espressione  analitica  delle  funzioni  costruite,  che  ci  viene 
cosi  fornita,  queste  serie  costituiscono  una  delle  più  importanti 
scoperte  nella  teoria  delle  funzioni  automorfe  e  una  delle  più 
geniali  concezioni  di  Poincaré,  che  primo  le  diede  (nel  caso  di 

71  =  1). 

Riprendiamo  il  problema  fondamentale  (A)  ;  e  supponiamo 
che  le  trasformazioni  di  V  godano  della  proprietà  distributiva: 
che  cioè,  se  z'i  =  9,  (2,,  . . . .,  2J  (i  =  1,  2,  .  . .  .,  m)  è  una  trasfor- 
mazione di  r,  si  abbia  identicamente 

Questo  avverrà  p.  es.  se  T  è  un  gruppo  di  trasformazioni 
lineari  intere  omogenee,  o  in  particolare  se  F  si  riduce  alla  sola 
trasformazione  identica. 

Al  solito  indicherò  con  T^  (i  =  1,  2,  . . . .)  le  trasformazioni 
di  G^  e  con  x,  le  trasformazioni  corrispondenti  di  F.  Con  Z>,  (x), 

d(T  x)  . 
o  con      V  -^-^  indicherò    il  lacobiano  delle   2^- a:,,  TfX^,  ....,  TiX„ 

rispetto  alle  x,  e  con  /"„  /"a,  •  •  • .,  /"»  delle  funzioni  uniformi  delle 

Xi,  ajj, ,  x„.  Se  p  è  un  intero  qualsiasi,  noi   indicheremo  con 

5<  (fu  A' '  /»'  Pj  *)  oppure,  più  brevemente,  con  $,  (^,  x),  o  con 

§j  {x)  la  serie 

(4)  l{x)  =  f,x;'rAT.x)D^Ax)        (i  =  l,2,  ....,m).         (*) 


(*)  Con  /,  (T,  x)  imlico   la  /,  (T,  *,  T,x, ,  T,x);    con  T7»  /,  (T,  x) 

indico    la    quantità    che    si    ottiene,   applicando    alle  /,  la   T~*  ;    se    cioè 

y'i  =  tp.-  [//p  Vi, ,  Vm]  (i  =  1,  2,  .  .  . . ,  m)  è  la  trasformazione  x~\  si 

è  posto 

V'  fi  CA  ^)  =  9'  [/.  (^'v  X),  /,    T,x),...,,  f„  (n  X)]. 

Si  è  scritto  poi  che  v  varia  da  0  a  GO  ,  perchè  8npp<mianio  senz'  altro 
che  0  sia  un  gruppo  discontinuo  infinito.  All'  indice  v  dovremmo  invece 
far  percorrere  un  numero  finito  di  valori,  se  (}  fosse  un  grupi)o  discon- 
tinuo finito. 
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Prescindendo  per  ora  dalle  questioni  di  convergenza  studiamo 
le  proprietà  formali  delle  serie  (4).  Se  7\  è  una  trasformazione 
fissa  di  (t,  avremo: 


dx 


v  =  o 

ossia,  poiché  per  ipotesi  le  Tv,  "^7^  sono  operazioni  distributive: 


li  (T,  X)  =-.  t,  £  (t;t,)--  f,{T,  T^  X) 


d{T,  T;x) 


dx 


[A(^-)r 


Al  variare  di  v  da  0  a  oo,  tanto  le  trasformazioni  7'^,  che  le 
T'v  Ti  (t^  che  le  x^  x^)  descrivono  uno  stesso  insieme  di  trasforma- 
zioni: le  trasformazioni  di  G  (di  T). 

E  dalle  uguaglianze  precedenti  si  trae  perciò  : 

(6)  l(Tx)=^[xxlAx)][Di{x)r^. 

Infatti,  per  quanto  abbiamo  detto,  le  serie 


S(tvT,)-Y.-(^.^>.^) 


d{T,Tix) 


d  X 


^x-^f,{T^x) 


d{T,x) 


d  X 


non  differiscono  che  per  l'ordine  dei  termini;  e,  da  un  punto  di 
vista  puramente  formale,  rappresentano  una  stessa  funzione. 
Il  numero  p  si  dice  grado  delle  serie  ?.  Avremo  dunque  : 
Le  serie  ^i ^„  di  grado  p  definite   dalle  (4)  subiscono,  for- 
malmente, la  trasformazione  x^  di  T  e  restano  di  più  moltiplicate 
per  (Di  {x))~'',  quando  le  x  subiscono  la  trasformazione   Ti  di  G. 
Nel  caso  che  T  sia  ridotto  alla  sola  trasformazione  identica, 
potremo  porre  m  =  1  ;  le  f^ /'„  si  ridurranno  a  una  sola  fun- 
zione f]  le  serie  ^  assumeranno  una  forma  più  semplice;  noi  le 
indicheremo  allora  con  ^{f,p,x)  o  anche  con  B(x).  Avremo  dunque: 

co 

(6)  eif,P:X)=^Hx)  =  J^f(T,x)DUx), 

v=o 

e  la  (11)  diventerà 
.   (7)  QiTix)==B{x)Di''{x). 

Una  serie  B  resta  moltiplicata  per  Di^,  se  le  x  subiscono  utia 
trasformazione  Ti  di  G. 
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Dai  teoremi  precedenti  si  deduce  tosto: 

Teorema  I.  —  Le  fiuizÌQììi  ^,-  (i  =  1, 2, . . . .,  w)  che  si  ottengono 
dividendo  le  ?i  . . . .  ^„  per  una  serie  0  dello  stesso  grado  subiscono 
{almeno  formalmente)  la  trasformazione  t^  di  F,  quando  le  x  su- 
biscono la  trasformazione  Tx  di  G. 

Teorema  II.  —  Il  quoziente  di  due  serie  Q  dello  stesso  grado 
rappresenta,  almeno  formalmente,  mia  funzione  invariante  per  G. 

Lo  studio  del  problema  (A)  è  cosi  ridotto  a  ricercare  : 

1.  quando  le  serie  (4),  (6)  sono  assolutamente  convergenti 
(indipendentemente  dall'ordine  dei  termini). 

2.  quando  le  serie  (4),  (6)  rappresentano  effettivamente  delle 
funzioni  analitiche  uniformi:  ciò  che  avviene,  se  p.  es.  esse  sono 
uniformemente  convergènti  nell'  intorno  di  un  punto  generico. 

3.  se  esistono  delle  serie  0,  ^  non.. identicamente  nulle. 

4.  se  esistono  due  serie  9  dello  stesso  grado,  che  non  diffe- 
riscono soltanto  per  un  fattore  costante. 

Osservazione  I.  —  Se  la  condizione  4  non  fosse  mai  soddi- 
sfatta, il  teorema  II  sarebbe  illusorio,  in  quanto  che  dimostre- 
rebbe soltanto  che  una  funzione  costante  è  invariante  per  il 
gruppo  G.  L' analogo  vale  per  la  condizione  3. 

Osservazione  II.  —  Per  dimostrare  poi  (cfr.  §  17,  pag.  104) 
l' esistenza  di  n  funzioni  indipendenti  invarianti  per  G,  dovremo 
ancora  approfondire  lo  studio  delle  funzioni,  cui  si  riferisce  il 
teorema  II. 

Daremo  ora  alcuni  teoremi,  che  ci  serviranno  per  lo  studio 
della  convergenza  delle  serie  6.  Posto  x^  =  ^t  -j-  *  1*?  ^^i  indi- 
cheremo con  S^  lo  spazio  euclideo  a  2  w  dimensioni,  in  cui  le 
^,  Yj  sono  coordinate  cartesiane  ortogonali.  A  ogni  sistema  di 
valori  per  le  x  corrisponde  un  punto  reale  in  S^^  e  viceversa. 
Noi  potremo  quindi  parlare  di  un  punto  di  S.i„,  invece  di  par- 
lare di  un  sistema  di  valori  delle  x. 

Noi  diremo  che  un  gruppo  G  soddisfa  alle  condizioni  di  Poin- 
caré se: 

18 
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I.  Il  gruppo  G  possiede  in  JS-^n  almeno  una  rete  N  di  campi 
foìidamentuli,  che  si  possono  tutti  racchiudere  {escluso  al  piii  un 
numero  finito  Jc  di  tali  campi)  in  una  ipersfera  di  raggio  finito, 
0,  più  generalmente,  se  un  intorno  abbastanza  piccolo  a^  di  un  punto 
generico  A  e  gli  intorni  trasformati^  escluso  al  più  un  numero 
finito  di  tali  intorni,  sono  rinchiudihili  in  una  ipersfera  di  raggio 

■finito  (anche  variabile  con  A). 

II.  Se  ce  è  un  intorno  sufficientemente  piccolo  di  un  punto  gene- 
rico A,  nessuna  trasformazione  di  G  è  singolare  (*)  in  un  punto  B 
di  a.  Se  B,  C  sono  due  punti  di  a,  il  rapporto  dei  valori  del  la- 
cobiano  D^  di  una  trasformazione  qualunque  T^  di  G  nei  punti  B,  C 
(escluso  al  più  un  numero  finito  di  tali  trasformazioni),  è  inferiore 
in  valore  assoluto  a  una  costante  finita  H^  indipendente  dalla  scelta 
della  trasformazione  T^  in  G  e  dei  punti  B,  C  in  a. 

Osservazione.  —  Se  x'i.,  =  9,,,  (x^ £c„)  (i  <  w)  è  una  trasforma- 
zione r,  di  6^,  e  se  iCp  =  ^p  +  i Yjp ;  «'pv  =  5'pv  +  * ^V  (P=  1>^>  ••••;^); 
le  ^',  f]  sono  funzioni  delle  ^,  t].  Il  lacobiano  A^  di  queste  fun- 
zioni è  dato  da 

^  (?  UJ^"  ?  nv  ^  Iv  l"l^  nv/  \/  a{X  iv  ....X  nv^lv   :..  Xn-j)  w  Ct  {X-y    .  .  .  .  X„  Xi  .  .  .  .  X„) 

a (3/ iv  ••••  X „^ Xi^  .... x„^)      a  {X'i  ....  x„Xi  ....  x„)      d  (^^  ....  ^„  f^-^  ....  7]„) 

quando  si  convenga  che  le  x^  x^  subiscano  contemporaneamente 
trasformazioni  immaginarie  coniugate.  Dunque  A^  è  prodotto  di 

tre  fattori:  il  primo  e  l'ultimo    , ,  /'  'il  e     }  J — ^  sono  eviden- 
^  d(x^,xl)       d(l,ri) 

d  (x'  x*^) 
temente   inversi   l' uno    dell'  altro.  Il   secondo    fattore     },  "'   ^/  è 

d  (a;,  x^) 

uguale  a  ^^   ^^  =  A  D^.  Quindi 
^  d  (x)    d  (x^)  V     V    ^ 

;  A,  =  D,Dl  =  (mod  D,)\ 

Da  ciò  si  trae  che  all'ultima  parte  della  seconda  delle  due  con- 


(*)  Dico  che  una  trasformazione  x'i  ='^i  (x^fX^,  .  .  .,x„)  {i=l,2, . .  .,n) 
è  singolare  in  tin  punto  B,  se  una  delle  funzioni  ^,-  è  singolare  in  B,  op- 
pure se  il  lacobiano  delle  (p<  è  nullo  nel  punto  B. 
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dizioni  precedeìtti  noi  potremmo  sostituire  la  «eguente  condizione, 
che  le  è  alfiatto  equivalente. 

Se  B  e  C  sono  due  punti  posti  in  un  intorno  a  sufficientemente 
piccolo  dì  un  punto  generico  A,  se  aj',^,  =  9,^,  (a^i x^  è  una  qual- 
siasi trasformazione  T^  di  G,  se  ^',v?  l'ì'.v  ^  ^u  ^<  *<>wo  la  parte  reale 
e  il  coefficiente  della  parte  immaginaria  delle  cp,^  e  delle  £c„  esiste 
una  costante  positiva,  indipendente  dalla  trasformazione  scelta  in 
G,  e  dalla  posizione  dei  punti  B,  C  in  a,  tale  che  il  rapporto  dei 
valori,  che  il  lacobiano  1^  delle  ^'^,  -ffi^  rispetto  alle  ^,  ri  assume  nei 
punti  B^  C,  è  minore  di  detta  costante  per  tutti  i  valori  di  v,  escluso 
al  più  un  numero  finito  di  valori  di  v.  Ne  segue  che  nessun  laco- 
biano \  ha  zeri  in  a. 

Vale  allora  il  seguente: 

Lemma.  —  Sia  G  un  gruppo  che  soddisfi  alle  condizioni  di 
Poincaré]  e  sia  f  una  funzioìie  uniforme  nella  regione  M,  coperta 
dalla  rete  N  di  campi  fondamentali.  Sia  J  V  insieme  dei  punti, 
che  appartengono  a  un  intorno  ol  di  un  punto  generico  A,  e  a  tutti 
gli  intorni  trasformati,  escluso  al  piii  un  numero  finito  di  tali 
intorni. 

Se,  scegliendo  a  abbastanza  piccolo,  la  f  è  regolare  in  ogni  punto 
limite  dell'  insieme  J,  allora,  per  p  ^  2,  la  serie  d  {f,  p,  x)  è  uni- 
formemente e  assolutamente  convergente  in  un  intorno  abbastanza 
piccolo  a  del  punto  generico  A  di  R.  E  la  funzione  0  {x)  è  quindi 
una  funzione  analitica  uniforme  delle  x  in  tutta  E,  e  soddisfa  al- 
l'equaziotie  (7). 

Sia  infatti  a^  un  intorno  di  un  punto  generico  A  di  N;  noi 
potremo  supporlo  cosi  piccolo,  che  in  esso  sia  soddisfatta  la  se- 
conda condizione  di  Poincaré.  Poiché  ^  è  in  ^  pr.  dis.,  noi  po- 
tremo chiaramente  prendere  Oq  cosi  pioeolo  che  o^,  e  gli  intomi 
ttj,  a^,  ag  .,..,  trasformati  di  «0  mediante  le  trasformazioni  2\,  ?\, 
T'g  . . .  .  di  G,  non  abbiano  a  due  a  due  alcun  punto  comune,  E 
di  più,  poiché  A  é  un  punto  generico  di  R^  potremo  supporre 
(per  le  ipotesi  fatte  sui  punti  singolari  della  f)  che  i  valori  di  f 
in  uno  qualsiasi  degli  intorni  a,  (escluso  al  più  un  numero  finito 
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di  questi  intorni)  siano  in  modulo  minori  di  una  costante  ili",  in- 
dipendente da  i.  Ora,  se  il  punto  {x)  varia  in  ao,  il  punto  {T^x)  varia 
in  a^.  E  perciò,  escluso  al  più  un  numero  finito  di  valori  per  y, 

\f{T,x)\<M. 

Per  dimostrare  la  convergenza  assoluta  e  uniforme  della  (6) 
in  ao,  basterà  dunque  dimostrare  la  convergenza  assoluta  e  uni- 
forme in  a^  della 

(8)  s[A(^)r. 

0 

Osserviamo  ora,  che  per  la  prima  delle  condizioni  di  Poincaré, 
si  potrà  trovare  una  ipersfera  /  di  raggio  abbastanza  grande  ma  fi- 
nito, che  contenga  tutti  gli  intorni  a,  escluso  al  più  un  numero 

finito  di  questi  intorni,  che  noi  indicheremo  con  a, ,  a,  , ,  a,  . 

Ora  ogni  termine  [D^  {x)Y  di  (8)  corrisponde  a  una  trasforma- 
zione T^  di  G,  e  quindi  a  un  intorno  a^;  noi  escluderemo  dalla  (8) 

quei  termini,  per  cui  v  =  r^,  r^, ,  Vy,,  ossia    il    cui   intorno 

corrispondente  non  è  interno  alla  /.  La  serie  che  noi  otterremo 
si  indicherà  con  S  i)^  {x)\  e  basterà  evidentemente  dimostrare 
la  convergenza  assoluta  e  uniforme  di  quest'ultima  serie,  perchè 
essa  si  ottiene  dalla  (8)  sopprimendo  un  numero  finito  di  termini. 

La  somma  dei  volumi  y,-  degli  intorni  a^  (0  <  i  <^  cx^)  (i  =j=  r^,  rg, 
....  r^),  che  sono  tutti  interni  a  /  e  non  hanno  a  due  a  due 
punti  comuni,  è  finita;  ossia  la  serie  a  termini  positivi  e  costanti 

S'  V,  (v  =  0,  1,  . . . .)  (v  4=  ri,  »-2,  . . . . ,  n) 
è  convergente.  Ora 

V,  =  jfj fjd^i^dl^^ d^„^dri,, d  -q^^ 

dove  l'integrale  del  secondo  membro  è  un  integrale  (2  w)"^''', 
esteso  all'intorno  a^;  e,  poiché  l'intorno  a^  è  trasformato  di  a„ 
mediante  la  trasformazione   T!^,  si  avrà: 

»v  =  /jr ff  à^d^i d^^dfi^ d'r]„, 

dove  l'integrale  (2  w)"p'°  del  secondo  membro  è  esteso  ad  a^. 
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Siano  m^,  M^  il  minimo  e  il  massimo  di  j  D^  i  in  a,,  ;  saranno 
mi,  MI  il  minimo  e  il  massimo  di  |A^1,  quindi 

«^v  >  ^ifj iJ^^i d^„drìi dy]„, 

ossia 

V,  >  mi  Vq. 

Dalla  convergenza  della  S  v^  segue  dunque  la  convergenza 
della  n  Vq  mi  e  quindi  anche  della  1j  mi  ;  ma,  per  la  seconda 
condizione  di  Poincaré,  M^  <^  Hm^,  esclusi  al  più  altri  valori 
di  V  in  numero  finito.  Quindi  anche  la  serie  S  MI  —  ed  a  for- 
tiori  la  serie  S  ilf^,  se  ^  :^  2  —  è  convergente,  se  vi  si  sopprime 
un  numero  finito  di  termini.  È  quindi  convergente  la  stèssa 
serie  S  M"^.  Siccome  M^  è  il  massimo  valore  assoluto  di  D^  in  a^, 
la  serie  S  D^  è  in  a^  assolutamente  e  uniformemente  convergente. 

e.  d.  d. 

Il  presente  lemma  ci  mostra  la  importanza,  per  le  nostre  ri- 
cerche, dei  gruppi,  che  soddisfano  alle  condizioni  di  Poincaré. 
Noi  troveremo  ora  alcune  classi  importanti  di  tali  gruppi  stu- 
diando separatamente  i  gruppi  di  movimenti  e  i  gruppi  lineari. 


§  40.  —  I  gruppi  di  movimenti  e  i  gruppi  lineari. 

I  GRUPPI  DI  MOVIMENTI.  —  lo  dirò  chc  Una  metrica  M,  definita 
da  una  forma  differenziale  quadratica  JF" sulle  ^„yy<(i=  1,2, ....,w), 
soddisfa  alle  condizioni  di  Poincaré  se: 

I.  /  sistemi  di  valori  delle  §,  y],  per  cui  la  metrica  è  regolare 
(§  23,  pag.  140)  corrispondono  a  punti  di  S^^,  i  quali  riempiono 
una  regione  A  posta  a  distanza  euclidea  finita;  o  almeno  si  può 
soddisfare  a  tale  condizione  sostituendo  alle  Xf  nuove  loro  funzioni 
indipendenti.  La  distanza,  nella  metrica  M,  di  due  punti  di  A 
diventa  infinita  allora  e  allora  soltanto  che  uno  almeno  di  questi 
due  punti  si  ac vicina  indefinitamente  al  contorno  di  A. 
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II.  Data  una  qualsiasi  costante  5,  si  può  tronare  un'  altra  co- 
stante D,  tale  che  i  valori  del  discriminante  V  di  F  in  due  punti 
di  K,  la  cui  distanza  geodetica  in  M  è  minore  di  S,  hanno  sempre 
un  rapporto  minore  di  D. 

Quando  parleremo  di  metriche,  che  soddisfano  alle  condizioni 
di  Poincaré,  supporremo  assai  spesso  tacitamente  che  le  x  siano 
già  state  scelte  in  guisa  che  sia  proprio  soddisfatta  la  prima 
parte  della  condizione  I.  Supporremo  cioè  che  la  regione  A  sia 
tutta  posta  a  distanza  euclidea  finita  in  8.,^. 

La  precedente  definizione  si  può  anche  estendere  al  caso  che  F 
non  sia  una  forma  quadratica,  sostituendo  al  discriminante  V  di 
F  un  invariante  qualunque  V  non  assoluto  della  F,  considerata 
come  forma  algebrica  dei  differenziali  d^,  df}.  (Con  ciò  vogliamo 
dire  che,  se  le  d  E,,  d  t]  subiscono  una  trasformazione  lineare  in- 
tera omogenea,  V  resterà  moltiplicato  per  una  potenza,  a  espo- 
nente non  nullo,  del  determinante  della  trasformazione). 

Teoeema  I.  —  Se  una  metrica  M  soddisfa  alle  condizioni  di 
Poincaré,  ogni  gruppo  G  p.  d.  t.  i.  di  movimenti  in  M  soddisfa  alle 
condizioni  di  Poincaré. 

Infatti  G  trasformerà  in  sé  stessa  la  regione  A,  che,  per  ipo- 
tesi, è  tutta  posta  a  distanza  finita  nello  spazio  euclideo  rappre- 
sentativo 8.2^.  In  ogni  punto  di  A,  il  gruppo  G  è  pr.  dis.  (§  20, 
pag.  126)  e  per  i  risultati  del  §  26  (pag.  152  e  seg.)  esso  possiede 
un'unica  rete  N  di  campi  fondamentali,  che  riempie  A. 

Ora  il  lacobiano  A  di  una  trasformazione  T  del  gruppo  G  è 
uguale  alla  radice  quadrata  del  rapporto  dei  valori,  che  il  di- 
scriminante   F  di  M  ha  nei   punti  {x)  e  {T x)  ossia  è  uguale    a 

/    V^Cx) 
y  yTT  x)  '  ^^^  ^^^  ^  ^"^  intorno  di  un  punto  generico  A,  e  sia 

a'  l'intorno  trasformato  di  a  mediante  la  T.  Sia  B  un  punto  di 
a,  e  B'  il  punto  corrispondente  in  a'.  Il  valore  del  nostro  laco- 
biano in  jB  è    uguale    alla  radice    quadrata    del    rapporto    !1  -^ 
dei  valori  che    V  ha  nei  punti  -B,  B.  Il  rapporto  dei  valori  del 
lacobiano  in  due  punti  ^,(7  di  a  è  uguale  perciò  a  1/  y  '  .|  ]''  infÀ' 
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Sia  ora  5  la  massima   distanza    geodetica  di  due  pvinti  B,  C 

di  a;  poiché  a'  si  ottiene  da  a  oon  un   movimento,  la   massima 

distanza  geodetica  di  due  punti  di  a   è  pure  uguale  a  5.  Quindi, 

poiché  la  nostra   metrica   soddisfa  alle    condizioni   di  Poincaré, 

esisterà   una    costante  Z),  tale    che     f^ry^l 

E  il  rapporto  dei  valori  del  lacobiano  citato  in  due  punti  di  a 

é  inferiore  a  D. 

e.  d.  d. 


D  \Yjm'^D 


Teokema  II.  —  Le  metriche  di  Bólijai  a  due   dimensioni  sod- 
disfano alle  condizioni  di  Poincaré. 

Noi  sappiamo  infatti  che  una  tal  metrica  ha  un  elemento 
lineare  h^  ,,^  ,  ~\, — \-^  ih  =  cost.);  e  ne  So  è  il  piano  euclideo 
in  cui  ^,  f]  sono  coordinate  ortogonali,  essa  viene  rappresentata 
in  modo  conforme  in  quella  regione  di  S2  (tutta  a  distanza  finita), 
che  è  interna  al  cerchio  ^^  -j-  yj^  ==  1  (che  rappresenta  i  punti  a 
distanza  geodetica  infinita).  La  radice  quadrata  del  discriminante 
V  è  ,-„    , ii-     _  . .  Ora,  se  indichiamo  con  r  la   distanza   geo- 

(?  -f-  f]^  -—  ly 

r 

detica  dal  punto  (^,  ri)  al  punto  (0,  0)  si  ha  l'^  -\-  r^^  =■-  tangh^  ^  , 

cosicché  questa  radice  quadrata  é  uguale  ad  h^  cosh*      .    Siano 

ora  A,  B  due   punti,  la    cui   distanza   geodetica   è   minore   di  5. 

Se  r,  j'j  sono  le  loro  distanze  geodetiche  da  (0,  0),  sarà  eviden- 

temente      .^  —  v   1  <C  r  •  U  rapporto  Q  dei  valori  di  yV  nei 
n         n  \        h 

punti  ^  e  yi  è  uguale  a 


Q  = 
Se  r  "^  ri^  sarà 


(cosh  Y  \ 


Q 


cosh  -* 
a 


cosh      -|-  senh  ,   tangh        <^  [ 2  cosh 


h 
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Se  r  <<  7*1,  si  ha  Q  ^  1. 
In  ogni  caso  dunque  si  ha  Q^  <  7),  se  Z) 


2  cosh  r 


e.  d.  d. 


Teorema  III.  —  L^  metriche  Hermitiane  di  tipo  iperbolico  sod- 
disfanno alle  condizioni  di  Poincaré. 

Il  discriminante  dell'elemento  lineare  di  una  metrica  Hermi- 
tiana  iperbolica  è  (§  15,  pag.  99)  (*)  a  meno  di  un  fattore  numerico 


2(n+l) 


E  considerando  le  ^j,  yj,-  come  coordinate  cartesiane  ortogo- 
nali in  uno  spazio  euclideo  rappresentativo  a  2  w  dimensioni,  i 
punti,  ove  la  metrica  è  regolare,  hanno  per  immagine  i  punti 
interni  all'ipersfera  S  (?,?  -|-  7^)=  1. 

E  (§  16,  pag.  99)  indicando  con  r  la  distanza  geodetica  dal 
punto  {^iÌ2  '•'  •  L  rii  fjo ■/]„)  al  punto  (0,  0  ....  0, 0, ....  0}  si  ha 

S  (^-  +  yjf)  =  tanghi  ^         {h  =  cost.). 

La  dimostrazione  si  compie  in  modo  analogo  al  precedente. 

Teorema  IV.  —  Se  A  ^=  H  Ai  è  una  metrica  mista,  (§  6, 
pag.  29),  le  cui  metriche  parziali  Ai  soddisfano  alle  condizioni  di 
Poincaré,  la  metrica  A  soddisfa  pure  alle  condizioni  di  Poincaré. 

Useremo  le  notazioni,  adottate  al  §  16  (pag.  100).  I  punti,  in 
cui  A  è  regolare,  hanno  sugli  spazii  parziali  per  proiezioni  dei 
punti,  in  cui  le  metriche  Ai  sono  regolari.  La  regione,  in  cui  A 
è  regolare,  ha  su  ciascun  spazio  parziale  per  proiezione  una  re- 
gione (in  cui  la  metrica  parziale  corrispondente  è  regolare)  tutta 
posta  a  distanza  finita,  perchè  le  metriche  parziali    soddisfanno 


(*)  Fedeli  alle  notazioni  attuali,  pensiamo  qui  a  nietriclie  Hermitiane 
a  2  «  dimensioni  (a  1)3;'^.  99  ci  riferivrwno  a  metriche  a  2  »  —  2  dimensioni). 
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alla  prima  condizione  di  Poincaré.  La  regione,  in  cui  A  è  rego- 
lare, è  quindi  a  distanza  finita  nello  spazio  totale.  Indichiamo 
con  Vi  il  discriminante  di  -4,,  con  V  il  discriminante  di  A;  sarà 
F  =  n  F,.  Ora,  se  due  punti  B,  G  hanno  una  distanza  geodetica 
minore  di  5,  altrettanto  avverrà  a  fortiori  (§  16,  pag.  101)  della 
distanza  geodetica  delle  loro  i"'"""  proiezioni  jB<,  C„  misurata  nella 
metrica  Ai.  Ora  il  rapporto  Q  dei  valori  di  F  in  ^  e  in  0  è 
uguale  al  prodotto  dei  rapporti  Q,  dei  valori  di  V,  in  Bi  e  in  Ci. 
Ma  per  ipotesi  esiste  una  costante  Z).-,  tale  che  Q,  <^  Z>,.  Quindi 
Q  è  minore  del  prodotto  D  delle  costanti  Z>,-. 

e.  d.  d. 

Dai  precedenti  teoremi  si  deduce  quindi  in  particolare: 
Teorema  V.  —  /  gruppi  fuchsiani,  iperfuchsìani,  iperfuchsiani 
misti  soddisfano  alle  condizioni  di  Poincaré.  Infatti  tali  gruppi, 
considerati  come  gruppi  di  trasformazioni  sulla  parte  reale  e  sul 
coeificiente  della  parte  immaginaria  delle  variabili  indipendenti 
sono,  come  risulta  da  quanto  precede,  gruppi  di  movimenti  in 
una  metrica,  che  soddisfa  alle  condizioni  di  Poincaré. 

Le  serie  6  (/",  i?,  ce),  relative  a  questi  gruppi,  sono  perciò  in  un 
intorno  a  di  un  punto  generico  A  assolutamente  e  uniformemente 
convergenti:  basta  supporre  p.  es.  che  la  f  non  sia  s^ingolare  in  A, 
p.  es.  sìa  un  polinomio  delle  x. 

I  GRUPPI  LINEARI.  —  Studiati  cosi  i  gruppi  di  movimenti  ci 
volgeremo  ai  gruppi  G  di  trasformazioni  lineari,  intere  o  fratte, 
cercando  di  vedere  in  quali  casi  un  tale  gruppo  G  soddisfa  alle 
condizioni  di  Poincaré.  Sia 

n 

x'i  =  *;'   {i,  fc  =  1,  2, ,  n) 

una  trasformazione  lineare  T  sulle  x.  Calcoliamone  illacobiano  D.. 
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Poniamo  2^  =  2  a»  a?^  -j-  «f,-,  2  =  S  6j.  a;,:  -}-  6.  Sarà 


Xi 


Zi         dx'i 1    è  Zi   Zi    d  z 

2  '        dXk~  z    dxy;         z^   dZk' 


Sx'  ■ 

Ora  D  è   il  determinante,  in  cui  - — '  è   Vi^""'"  termine  della 

ex. 


z  dXh 

=  P.-^;  ^  ==  i^ì; 

02 

-„ —  =  Vfe  avremo 

dXk 

Pii  —  [Al  Vi 

fel  —  [A2  Vi    . 

...    P„x  —  |X„  Vi 

(9)        D== 

Pi2  —  t^l  V2 

Pln  —  [Al    V„ 

P22  —  {^2  V2    . 

•  .  •    P„i  —  |A„  V2 

. 

P2„  —  !Ji2  v„  . 

•  .  •     P„„     —   [An   V„ 

Io  dico  che 

D  =  (—  1)» 


P„.Vi 


pi»  P2» Pn„   V„ 


Infatti  sottraendo  dalla  p^"™*  riga  (p  =  2,  3,  . . . .,  w  -{-  1)  di 
questo  determinante  la  prima  riga  moltiplicata  per  Vp_i  si  ottiene 
un  nuovo  determinante,  che,  sviluppato  secondo  i  termini  del- 
l' ultima  colonna  (tutti  nulli,  eccetto  il  primo),  si  riconosce  effet- 
tivamente uguale  al  determinante  del  secondo  membro  della  (9). 
Ritornando  alle  primitive  notazioni,  si  trova  dunque  che 


D^ 


(-  1)' 


4^1  -^2 

d  Zi  S  Z2 
dx^dx^ 


z„     z 
e  z„-  Bz 


^  2 1  d  Zo 


8  z„   d  z 

eXn    SXn 


2     2i     22 
Oi   «11  fl^2l 

0„    din  tl2n 


Trasformiamo  il  determinante,  che  compare  nel  terzo  mem- 
bro di  questa  formola,  sottraendo  dalla  prima  riga  la  p*»'"" 
(p  =  2j  3,  . . . . ,  w  -f-  1)  nioltiplicata  per  Xp_i.  Troveremo 


or     D   ^ 
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&   Aj    «2    ....  a,    I 
1       61  flii  a^,  . . . .  «M  ;  _    e     /  e  =  cost. 


«-(-1 


6«     «1»     «in (in 


2"+'  \  2  =  S  òk  a;,  +  ò/* 


La  costante  e  si  può,  moltiplicando  tutte  le  costanti  a,  h  per 
uno  stesso  fattore  (ciò  che  non  muta  la  jT),  ridurre  uguale  a  +  1. 

Dunque  la  seconda  condizione  di  Poincaré  (§  39,  pag.  274) 
per  un  gruppo  G  di  trasformazioni  lineari  si  può  enunciare,  di- 
cendo : 

II'.  In  un  intorno  sufficientemente  piccolo  ol  di  un  punto  gene- 
rico A,  il  polinomio  S  h^  x^  -f-  h,  relativo  a  una  qualsiasi  trasfor- 
mazione T  di  G  non  si  annulla.  Esiste  una  costante  H  tale  che, 
per  ogni  trasformazione  T  di  G  (escluso  al  più  un  numero  finito 
di  queste  trasformazioni)  il  rapporto  dei  valori  di  S  bt  ^k  -|-  &  in 
due  punti  B,  C  qualsiasi  di  a  è  in  modulo  minore  di  H.  La  co- 
stante H  non  varia  al  variare  della  T  in  G  e  dei  punti  B,  C  nel- 
l'intorno a. 

Trasformeremo  ora,  seguendo  E.  Levi,  questa  condizione,  stu- 

diando  il  significato  geometrico  dell'espressione  ^  btXk-{-b;  tro- 

veremo  cosi  che  questa  condizione  II'  è  conseguenza  della  condizio- 
ne I  di  Poincaré  (pag.  274).  Indicheremo  con  /S,  uno  spazio,  in  cui 
le  X  siano  coordinate;  mentre,  posto  Xk  =  ^k~\~  ^  "^k)  continueremo  ad 
indicare,  come  al  principio  di  questo  paragrafo,  con  S^^  uno  spazio, 
in  cui  le  5,  7j  sono  coordinate  cartesiane  ortogonali.  Vi  è  una  cor- 
rispondenza biunivoca  tra  i  punti  reali  e  complessi  di  aS„  e  i  punti 
reali  di  aS^,  quando  si  faccia  la  convenzione  di  considerare  i  punti 
all'infinito  di  S^^  come  formanti  una  varietà  Lx  a  2  (n  —  1)  dimen- 
sioni. Questa  convenzione  non  deve  stupire  :  infatti  per  w  =  1,  aS"», 
si  riduce  al  piano,  immagine  della  variabile  complessa  a^i;  ed  è  ben 
noto  che  il  piano  di  una  variabile  complessa  si  considera  come 
avente  un  unico  punto  a  distanza  infinita.  Ora  S„  possiede  ap- 
punto oo"~*  punti  reali  e  complessi  a  distanza   infinita:  i  punti 


284.  Capitolo  Decimo  —  §  40. 

di  Sin,  che  ne  sono  immagine,  si  devono  quindi  considerare  come 

formanti  una  varietà  Zoo    a  2  (w  —  1)  dimensioni  reali. 

I  punti  per  cui  S  6^  07^  -|-  6  =  0  sono  evidentemente  portati 
dalla  T  in  Lx .  Quindi  essi  costituiscono  la  varietà  [a  w  —  1 
dimensioni  complesse,  ossia  a  2  (w  —  1)  dimensioni  reali]  trasfor- 
mata di  Zx  mediante  T~\  Questa  varietà  è  un  iperpiano  in  S„  ; 
se  6j.  =  (3j  -|-  i  y^j  essa  ha  in  S..i„  per  equazioni 

(10)  S(p,?,-r.Yj.)  +  P  =  o 

(11)  I](p,,j,_|_y,5,)_|-y  =  0 

ossia  è  una  varietà  lineare  >S'2(„_i)  a  2  (w  —  1)  dimensioni. 

Chiameremo  varietà  L  questi  >S'2(„_i) . 

Se  n  =■■  \^  questa  varietà  è  evidentemente  un  punto  (il  punto 
trasformato  del  punto  all'  infinito  mediante  la  T"'^).  Infatti  l' e- 
quazione  ^'b^Xk-\-^  =  0  si  riduce  alla  h^  x^  -{-ì)  =  0,  che  de- 
termina la  ^Tj. 

Preso  ora  un  punto  qualsiasi  {x^ ir„),  quale  è  il  significato 

dell'  espressione  S  èj,  ic^  -]-  &  ?  Se  6^  = =  6„  =  0,  questa  espres- 
sione è  una  costante  6;  ed  è  inutile  occuparsene  più  oltre. 

Supponiamo  che  una  almeno  delle  òj,  62? ?  ^n  ^^^  difierente 

da  zero.  Se  n  ==  1,  si  ha  che  l' equazione  h^  x^  -\-  b  =  0  rappre- 
senta il  punto  L  di  coordinata  x^  =  —  ,    .  A  un   valore  gene- 
ri 
rico  Xy  corrisponde  in  S.^  un  punto  la  cui  distanza  dal  punto  L 

è  uguale  a     w,  —  ( —  ^~)    =  ,     !  &i  i^i  +  b\.  Dunque  il  modulo 

di  \  bi  óCj^  -\-  b  \  rappresenta,  a  meno  del  fattore  costante  b^ ,  la 
distanza  dal  punto  x^^  al  punto  X,  trasformato  del  punto  Z,x  me- 
diante ÌSi  T-\ 

Supponiamo  n^  1.  1  due  iperpiani  (10),  (11)  di  S2n  sono  evi- 
denteraente  ortogonali;  quindi  la  distanza  h  di  un  punt:o  gene- 
rico A  di  jSì»  dalla  intersezione  dei  due  iperpiani   considerati  è 
uguale  alla  radice  quadrata  della  somma  dei  quadrati   delle.di-; 
stanze  da  .  A  _all'  iperpiano .  (10)  e.  all'ipenpiano,  (11)._  . 
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Se  iCfc  =  ?fc  -f-  i  f]k  sono  i  valori  delle  x,  corrispondenti  al  punto 
A,  si  avrà 


7,  _  n/[S  (PV^.  -  r>  -n,)  -j-  M'  +  [S  (P>  r].  +  n  g>)  +  y]*' 

^  mod  [&i  ari  +  &2  ^2  +  —  +  ft,  a?„  +  &] 


Quindi,  a  mewo  del  fattore  costante  f-^S  &«;  K ,  «7  modulo  di 
S  6jt  a?fc  +  &  rappresenta  la  distanza  dal  punto  Xk  o  meglio  dal 
punto  (^ifc,  %)  {dove  ^k  -{-  ifìt  =  ^k)  di  S.^^  alla  varietà  L,  trasfor- 
mata di  Leo   mediante  la  T~\ 

Ora  sia  A  un  punto  generico  di  S^„  e  supponiamo  che  sia 
possibile  trovare  un  intorno  a  di  ^4  cosi  piccolo,  che  nessuna 
varietà  L,  trasformata  di  Zoo  mediante  una  trasformazione  di  G 
abbia  punti  comuni  con  a';  sia  a  un  intorno  di  A  tutto  interno 
ad  a';  sia  [i  la  minima  distanza  euclidea  da  un  punto  di  a  a  un 
punto  del  contorno  di  a'.  Sarà  (x  >  0. 

Siano  BjC  due  punti  di  a,  e  siano  y^j,  h^  le  distanze  da  B,C 
a  una  delle  varietà  L  :  sarà  h.^  ^  V^.  Se  e  è  la  massima  corda  di 
a,  abbiamo  che  ^i  <  ^-^4^  -=  1  +  v    <  1  +  -  • 

Se  invece  a,  per  quanto  piccolo,  avesse  punti  comuni  con 
una  delle  varietà  L,  allora,  se  C  è  un  punto  comune  ad  a,  e 
a  questa  varietà  Z,,  si  avrebbe  ^^  =  co.  La  condizione  II'  si 
può  dunque  enunciare  anche  cosi: 

II".  Se  A  è  un  punto  generico,  se  ne  può  trovare  un  intorno  oi! 
così  piccolo,  che  nessun  punto  di  a!  giaccia  su  una  delle  varietà  L 
trasformate  di  Leo  mediante  una  trasformazione  T~^  di  G,  o,  in 
altre  parole,  che  nessim  punto  di  a  possa  essere  trasformato  in  un 
punto  a  distanza  infinita  da  una  trasformazione   T  di  G. 

Ora  osserviamo  che  la  condizione  I  di  Poincaré  si  può  enun- 
ciare dicendo  che  l' insieme  dei  punti  che  appartengono  a  un 
intorno  abbastanza  piccolo  di  un  punto  generico  A,  e  agli  in- 
torni equivalenti  (eccetto  al  più  .un  numero  finito  di  questi  in- 
torni) non   ha    alcun   punto   limite  su  L».  Ne  deduciamo  facil- 
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mente  che  la  condizione  (II")  è  inclusa  nella  (I).  Se  infatti  in  un 
intorno  piccolo  a  piacere  a  di  A  penetrassero  varietà  trasformate 
di  Leo ,  in  tale  intorno  ne  penetrerebbero  infinite  ;  e  quindi  infi- 
niti degli  intorni  equivalenti  ad  a  avrebbero  un  punto  sulla  Zoo  • 
Non  potrebbe  quindi  essere  soddisfatta  la  nostra  prima  condizione.. 
Notiamo  ancora  che,  se  noi  applichiamo  alle  x  una  qualsiasi 
trasformazione  lineare  intera  omogenea  F,  il  gruppo  G  resta 
trasformato  in  un  gruppo  simile  O' \  ed  è  ben  evidente  che  il 
risolvere  i  nostri  problemi  fondamentali  per  il  gruppo  G  equi- 
vale a  risolverli  per  il  gruppo  G\  e  viceversa.  Afiinchè  le  serie  fi 
possano  riuscire  utili  nel  nostro  studio,  basta  dunque  che  esse 
siano  convergenti  per  un  gruppo  G',  simile  a  G.  Ma  con  una 
trasformazione  V  si  può  portare  Zx  in  una  qualsiasi  varietà 
lineare  &  n  —  1  dimensioni  (complesse) 

(12)         H  oCi  Xi  -\-  a  =1  0         (a  costanti  reali  o  complesse). 

Affinchè  dunque  le  serie  9  relative  al  gruppo  lineare  G,  o  a  un 
gruppo  simile  G'  convergano  per  p  ^  2  nella  regione  R  coperta 
da  una  rete  N  di  campi  fondamentali  per  G,  basta  che  si  possano 
trovare  delle  costanti  a.  in  guisa  che  esista  al  più,  un  numero  finito 
di  campi  della  rete,  un  punto  dei  quali  ha  dalla  (12)  una  disianza 
nulla  0  infinitesima. 

Questa  condizione  si  può  esporre  in  forma  un  po'  più  gene- 
rale, dicendo  i  punti  di  un  intorno  a  di  un  punto  generico  A^  e 
degli  intorni  trasformati  (escluso  al  più  un  numero  finito  di  que- 
sti intorni)  forrnano  un  insieme  di  punti,  che  non  ha  punti  limiti 
suUa  (12). 

Una  prima  applicazione  si  trova  nei  gruppi  kleiniani  (o 
fuchsiani)  G.  In  tal  caso  è  w  =:=  1,  e  le  (12)  si  riducono  a  punti. 

In  tal  caso,  se  G  trasforma  in  sé  stessa  una  rete  N  di  campi 
fondamentali,  è  ben  chiaro  che  si  può  trovare  un  punto  A  tale 
che  al  più  un  numero  finito  di  campi  fondamentali  abbiano  da 
A  distanza  infinitesima.  Basta  p.  es.  che  A  sia  esterno  a  N,  o 
interiojo  a  un  campo  fondamentale  ài  N. 
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Dunque,  tie  G  è  un  qualsiasi  gruppo  di  trasformazioni  lineari 
su  una  variabile  x,  che  sia  pr.  dis.,  e  che  trasformi  in  sé  stessa 
una  rete  N  di  campi  fondamentali,  esistono  infiniti  gruppi  G'  si- 
mili a  G,  per  cui  le  nostre  serie  f)  sono  convergenti. 

Altre  notevoli  applicazioni  si  possono  fare  nel  caso  w  ]>  1. 

P.  es.  la  nostra  condizione  è  soddisfatta,  se  la  rete  N  è  tutta 
a  distanza  finita^  oppure  se  esiste  una  varietà  (12)  i  cui  punti  sono 
a  distanza  non  infinitesima  dai  punti  di  N. 

Tra  i  gruppi  G,  che  soddisfano  a  queste  condizioni,  ricorderò 
i  gruppi  iperfuchsiani  di  tipo  iperbolico,  per  i  quali  la  regione 
R  coperta  dalla  rete  iV  è  la  regione 

Sa;.4  =  S(^^  +  y3^)<l. 

In  tal  caso  come  varietà  (12)  si  può  scegliere  proprio  la  va- 
rietà Lx . 

Osservazione.  —  Si  noti  che  è  inutile  occuparci  particolar- 
mente dei  gruppi  lineari  misti,  perchè  evidentemente  un  tale 
gruppo  soddisfa  alle  condizioni  di  Poincaré,  se  vi  soddisfano  i 
corrispondenti  gruppi  parziali. 

§  41.  —  Risoluzione  del  problema  fondamentale  (B). 

Per  dimostrare  in  tutti  i  oasi  precedenti,  per  cui  abbiamo 
trovato  che  le  serie  0  rappresentano  funzioni  analitiche,  l'esi- 
stenza effettiva  di  funzioni  0  non  identicamente  nulle,  soddisfa- 
centi alle  (7),  si  può  in  taluni  casi  costruire  una  funzione  9  if,p,x), 
partendo  da  una  funzione  f,  ohe  abbia  tali  singolarità  che  la  B 
da  essa  dedotta,  pure  conservando  la  convergenza  assoluta  e  uni- 
forme in  un  punto  generico,  abbia  di  necessità  una  singolarità  in 
qualche  punto  particolare.  Cosi  p.  es.  se  w  =  1,  basta  imporre  alla 
f  di  avere  un  polo  in  un  solo  punto  di  N,  e  precisamente  p.  es.  in 
un  punto  interno  a  un  campo  fondamentale.  Con  procedimenti 
simili  si  può  talvolta  assicurare  V  esistenza  di  due  fanadoni  S,  il 
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cui  rapporto  non  è  una  pura  costante.  Però  questi  metodi,  cosi 
semplici  e  intuitivi,  non  sono  applicabili  al  caso  generale.  Noi 
seguiremo  un'altra  via,  che  ci  condurrà  anche  a  un  terzo  risul- 
tato fondamentale. 

Noi  dimostreremo  cioè  in  modo  diretto  che: 

1.  Esistono  serie  b  non  identicamente  nulle. 

2.  Esistono  due  serie  9  dello  stesso  grado,  il  cui  rapporto  non 
è  una  costante.  Questo  teorema  ci  dimostrerà  inesistenza  effettiva 
di  funzioni  (non  costanti)  invarianti  per  G. 

3.  Esistono   w  -(-  1    serie  9  (i  =  1,  2,  . . .  . ,  w  -l-  1)   dello  stesso 

a 

grado.,  tali  che  il  lacobiano  delle      ~   (^  =  1,  2, ,  w)  noìi  è  iden- 

ticamente  nullo.  Questo  teorema  ci  dimostrerà  l' esistenza  di  n 
funzioni  indipendenti^  invarianti  per  G,  e  completerà  quindi  la 
risoluzione  del  nostro  problema  (B)  per  tutti  i  gruppi  (r,  esami- 
nati al  paragrafo  precedente. 

Con  un  calcolo  perfettamente  simile  a  quello  da  noi  svolto 
a  pag.  282  per  calcolare  il  lacobiano  di  una  trasformazione  li- 
neare, vediamo  che  quest'  ultimo  teorema  equivale  a  provare  la 
esistenza  di  funzioni  9,.  tali  che  il  determinante 


E  = 


9i      B2 

dB,   de, 
de,  ds, 

d  Xo    d  X, 


d  x„    d  x„'  ' 


d   9n+l 


non  sia  identicamente  nullo.  Ed  è  ben  evidente  che,  se  noi  di- 
mostriamo che  E  è  ili  qualche  punto  diiferente  da  zero,  avremo 
contemporaneamente  dimostrato  gli  altri  due  teoremi. 

Volgiamoci   dunque    allo    studio    del    determinante  E   in    un 
punto  generico  A, 
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In  .4  è  lim  /)!;  -=  0  per  jp  ^  2  (*).  Dunque  i  valori  delle  D^j  in  A 

hanno  un  masaimo  M\  esisterà  un  numero  finito  1  -\-  h  (h  "^  i}) 
di  =  /).,  I  ohe  hanno  in  .1  il  valore  M:  e  noi  supporremo  che  sia 

Do    =    Di    =  ....  =    0^  =  M.  Quindi  per  v  >  A  sarà  '  a/  i  <  1; 

e  cioè  esisterà  una  costante  X  tale  che  O^X  <  1,  e  che  |  ~ 

\  M 

per  y  >  li.  Sarà  quindi,  posto    A.  =  %  per  '/  ^  h: 

^  ^^'Jp  ^^  =  li  /"  ( ^ V  a:)  ri';  -f  ix"  a{f,p)      (X  <  {a  <  1)    (|x  =  cost.) 

V  =0 

dove  a  (/",  p)  è  una  funzione  che,  come  si  riconosce  immedia- 
tamente sulla  sua  espressione  effettiva,  resta  finita  nel  punto 
A  (**)  al  crescere  indefinito  di  p  (ossia  che  resta  inferiore  in 
modulo  nel  punto  A  a  una  costante  H  {f)  indipendente  da  p\ 
e  dove  |  rj^  !  =  1  nel  punto  il.  Se  a  è  un  intorno  abbastanza  pic- 
colo di  A,  e  se  si  ingrandisce,  ove  occorra,  convenientemente  la 
H{f),  possiamo  anzi  asserire  che  le  a  (f,  p)  saranno  ancora  in 
tutto  a  minori  in  modulo  di  una  costante  positiva  H  {f),  indi- 
pendente da  2)  (*  *  *).  Analogamente  anche  le  derivate  prime  delle 
a  (/',  p)  saranno  in  un  intorno  §  di  A,  interno  ad  a,  minori  di  una 
costante  finita  positiva  À'f/'),  indipendente  da  ^  (****).  Indichere- 


(*)  Perdi»'  1)1  nvvìv  il  />i'  è  convergente.  Ne  segue  anzi  lim  1>2  =  0 
per  </  ;^  0. 

(*•)  Basta  osservare  clie  la  a  (/',  p)  viene  a<l  essere  data  da  una  serie 
affatto  analoga  alle  serie  ):  e  ricordare  la  dimostrazione  della  convergenza 
delle  serie  9  data  al  $  39  (pag.  276). 

(•*•)  Si  ricordi  che,  per  ipotesi,  il  rapporto  dei  valori  di  D^  in  due 
punti  di  a  è  interiore  a  una  costante  indipendente  da  v. 

(*••*)  Ciò  si  può  dimostrare  in  modo  analogo  a  quello  usato  prece- 
dentemente, o  si  può  dedurre  dal  precedente  risultato,  ricordando  la  for- 
mola  fondamentale  di  Cauchj',  che  esprime  i  valori  di  una  funzione  ana- 
litica e  delle  sue  derivate  mediante  integrali  curvilinei. 
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mo  con  L  (f)  la  più  grande  delle  costanti  H{f\  K(f).  Avremo,  posto 
^v.-=  pA  r=P^{i=-  1,  2,  .  .  .  .,  n): 


d  Xi 


=  s  [p  ^v-'  -n-n  f(T.  ^)  +  Y]?  s  r  (^v  a^)  ^-p^^] + li"  ^^^ 


Poniamo  ora  successivamente  f  =  f^,  f  :zz=:  f^^  . .  .  .  ^  f  :=  f^^^^ 
dove  le  /}  (j  =  1,  2,  .  .  .  .,  ?i  -["  1)  sono  funzioni,  die  soddisfano 
alle  condizioni  di  convergenza,  e  ad  altre  condizioni  che  enun- 
cieremo  più  avanti.  Posto 

«,,,--=■  2 /-l'HT,^)!^         (i  =  l,2,....,-n  +  l;  i  =  l,2,....,70, 


sarà 


d  Xi 


S  [P  rir  V.fjiT.x)  +  r]?  «.,,]  4-  ^^  -^^  ^^. 


c'Xf 


E,  ricordiamolo,  si  ha  (nel  punto  A)  7].,  j  =  1,  ^'^^P'\<:^L{f^. 
Per  dimostrare  che,  se  p  è  abbastanza  grande,  il  determi- 
nante E  è  differente  da  zero  nel  punto  A,  basterà  dimostrare 
ohe  nel  punto  A  è  differente  da  zero  il  determinante  E\  che  si 
deduce  da  E  sostituendo  alle  0  le  jr^p.  Se  noi  ora  in  E'  alle  v>p 
e  alle  loro  derivate  sostituiamo  i  valori  dati  dalle  formole  pre- 
cedenti, troviamo  facilmente  che 


E'  =  E"  +  E'\  dove  E" 


V  =0 
h 

V  =0 

ili 


(*)  Di  questo  determinante  di  ordine  n  -(-  1  fu  scritta  solo  la  prima 
colonna  j  le  altre  se  ne  deducono,  sostituendo  rispettivamente  /_,•  ad  /j,  ed 
«jfv  ad  ttiiv  per  _/  =  2,  3,  . . . .,  «  +  !• 
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e  dove  E"'  è  un  polinomio,  di  cui  ogni  terihine  è  un   prodotto 
del  tipo: 

dove  : 

Y  è  un  intero  non  negativo  e  non  maggiore  di  w, 

^  è  un  inteto  positivo  maggiore  di  zero, 

B  è  un  prodotto  di  un  numero  finito  di  fattori,  scelti  tra  i 
valori  delle  a  (f/,  jo),  delle  loro  derivate,  delle  r^,  rjj"*,  delle  ri^„ 
delle  ff{T^x),  a^i.,  nel  punto  A.  Poiché  nel  punto  A  si  ha  j  yjJ  =  1, 
e  le  a  (fj,  p)  e  le  loro  derivate  sono  minori  di  una  conveniente 
costante  L  (*)  indipendente  da  p,  avremo  evidentemente  che  nel 
punto  A 

lim    Bp^  li^^l  ^  lim  I J5  \i^ p'   =  X), 

e  quindi: 

lim  E'"  =  0. 

Enuncieremo  ora  le  ulteriori    condizioni  (**)  che   imponiamo 

alle  fj.  Supporremo  che  nel  punto  A  considerato: 
h  I 

1.  y\fi  (71^)  Y)v     sia,  màggiólre,  per  ogni  valore  di  p,  di  Una 

costante  positiva  K^O {***);  ìefj(T^x)  siano,  per  J==2, 3,...,w-(-l, 
tutte  uguali  a  zero. 

2.  Le  a^i^  siano  per  J  >  1  tutte  nulle,  eccetto  che  le  am,  ag»,, 
. . . .,  a„4,,„i,  che  siano  uguali  a  1  (****). 


(*)  Basta  che  L  sia  maggiore  delle  n  quantità  i(/,),  ^C/a),  "..,L{f„). 

(•*)  Che  le  seguenti  comliziòni  siano  compatibili  con  le  cotidizibni  di 
convergenza  risulta  da  ciò  che,  mentre  queste  ultime  impongono  delle  re- 
stri/ioni alla  posizione  dei  punti  singolari  per  le  fj  ,  le  condizioni,  che 
noi  imporremo,  sono  relative  ni  valori  delle  /,•  e  delle  loro  derivata  prime 
/w  in  un  numerri  finito  A  -f  1  «^^  P^ntì  {TA^,  Ti  A, ,  T^  A). 

{***)  Questii  condizione  è  soddisfatta  p.  es.  se  nel  putito  A  la  qiiantitù 

k 

f\  (^H)  ip)    è  in  modulo  maggiore  di  K  -\-  '^  \f^  {T^x)\ . 

(****)  Poiché  per  ogni  valore  di  v  (v  <fc)  il  lacobiano  di  T^  è  diflPe- 
reute  da   zero,  ossia   il  cletermiiiaute  delle        "*  ■■  non  è  nullo,  il  dare  i 
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Sviluppando    E"  ^    troveremo    che    nel   punto   A   si    ha    cosi 


E" 


Sac^.-^)^?; 


Y]"''.  E  poiché     Yj.^  '  =  1  nel  punto  A,  trove- 


remo che,  per  ogni  valore  di  j9,  è    E"  j  >  ^;  e  poiché  lini  E'"  ^=  0, 
sarà  anche,  per  p  abbastanza  grande, 

'  E"  +  E"}  ^  -J        ossia         I  E'  >  f . 

'    Dunque  E'  non  può  essere  identicamente  nullo   per  p  abba- 
stanza grande. 

e.  d.  d. 

§  42.  —  Osservazioni  storiche,  e  confrónti  varii  C). 

Il  problema  (B)  é  stato  studiato  per  la  prima  volta  nel  caso 
particolare  che  G  sia  un  gruppo  di  movimenti  euclidei.  Questo 
problema  speciale  é  il  nucleo,  da  cui  ebbero  origine  le  teorie 
delle  funzioni  ellittiche,  iperellittiche,  fuchsiane,  automorfe;  esso, 
posto  nel  caso  n  ^^  1,  per  studiare  le  trascendenti,  che  si  otten- 
gono dall'integrazione  di  radicali  quadratici  di  polinomii  di  terzo 
o  di  quarto  grado,  fu  studiato  poi  più  generalmente  per  risol- 
vere il  celebre  problema  di  inversione  di  lacobi.  Ed  é  notevole 
che  neanche  questo  caso  particolare  del  nostro  problema  sia  stato 
risoluto  completamente,  e  che  d'altra  parte  le  serie  da  noi  tro- 
vate nei  precedenti  paragrafi  siano,  se  n  ~>  1,  affatto  inefficaci 
per  la  risoluzione  di  esso.  Questo  fatto,  insieme  alla  grande  mol- 
teplicità di  ricerche,  che  si  riannodano  attorno  al  problema  (5), 
quando  G  é  un  gruppo  di  movimenti  euclidei,  fanno  si  che  lo 
studio  di  questo  problema,  òhe  pure  è  un  caso  particolare  dei 
problemi    generali   relativi    alle    funzioni    automorfe,   costituisca 


valori  delle  «  i^ ,  Oj-av  >  . .  • .,  rtj„v  equivale  a  prefissare  i  valori  delle  /j'^  (  T,^  x'^, 
JY^{T^x),  . .. .,  ff'^  [1\  x);  i  quali  anzi   ne   risultano    determinati   in  modo 

9  T  X 
univoco  in  virtù  delle  rt^,-,,  =  ^ /('^  (  T^  x)        ''  —  . 

(^)  Questo  paragrafo,  che  è  specialmente  destinato  a  confronti  tra  i 
nostri  studii  e  alcune  teorie  fondamentali  dell'  analisi,  può  essere  ommesso 
in  una  prima  lettura, 
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una  teoria  a  se,  che  ha  già  preso  ampio  sviluppo,  che  costituisce 
da  sola  uno  dei  rami  più  progrediti  dell'analisi  odierna,  e  che. 
ha  già  ricevuto  esposizioni  sistematiche  in  numerosi  trattati  (*). 
Ecco  perchè  non  sarebbe  opportuno  che  noi  qui  ce  ne  occupas- 
simo ex  professo;  ed  ecco  perchè  ci  accontenteremo  di  un  u;- 
pido  cenno,  destinato  a  richiamare  le  analogie,  e  le  differenze 
che  passano  tra  il  problema  particolare  in  discorso,  e  i  problemi 
di  cui  noi  ci  occupiamo. 

Come  abbiamo  già  detto,  il  problema  (i?),  quando  si  supponga 
che  G  sia  un  gruppo  di  movimenti  euclidei,  non  è  stato  risoluto 
completamente.  Se,  al  solito,  poniamo  Xn  =  ^n^  i'Oh  {h  =l,2,...,/i)r 
e  indichiamo  con  S.j„  lo  spazio  euclideo,  in  cui  le  ^,  rj  sono  coor- 
dinate, si  è  fatta  l'ulteriore  ipotesi  che  G  sia  un  gruppo  di  tras- 
lazioni, e  che  esso  possegga  un  campo  fondamentale  tutto  posto' 
a  distanza  finita  (**).  Il  risultato,  che  se  ne  ottenne,  e  che,  per 
quanto  già  dimostrato  per  vie  molteplici,  non  ha  ancora  trovato 
il  giusto  posto  in  una  teoria  generale  delle  funzioni  automorfé, 
è  il  seguente  : 

Se  G  è  un  gruppo  di  traslazioni,  e  possiede  un  campo  fonda- 
mentale ttitto  posto  a  distanza  finita^  allora^  affinchè  esistano  fun- 
zioni uniformi  delle  x,  invarianti  per  G,  senza  singolarità  essen- 
ziali a  distanza  finita  (***)^  i  coefficienti  delle  traslazioni  generatrici 


(*)  Cfr.  i>.  es.,  oltre  ai  tiattati  sugli  iutegifili  sibeliaui,  il  pregevole 
trattato  del  Kkazkh.  Lehrbiich  der  Tltetnfuvktìonen.  Teuhner.  Leii)zig  1903. 

(**)  Devo  ricordare  alcune  recenti  e  importanti  ricerche  del  CousuM 
{Sur  les  fonclions  périodiques:  Annalea  de  l'Éeole  Normale  Super.  Tonio  19, 
1902;  e  Comples  Revdus,  2.  seni.  tom()  CXLITI,  1906^,  in  cui  è  dato  (jual- 
che  notevole  risultato  anche  per  il  caso  che  G  possegga  campi  fondauieu- 
tali,  che  si  estendono  all'infinito,  senza  però  che  venga  esaurita  la  questione. 

(***)  Notiauìo  che  anclu!  nei  casi  studiati  nei  paragrafi  precedenti,  se 
G  aveva  <'anipi  fondauieutali,  formanti  una  rete  iV,  nessuno  dei  quali 
avesse  punti  comuni  col  contorno  di  .Y,  le  funzioni  0,  da  n<ti  studiate,  e 
le  funzioni  invarianti  per  G,  che  si  ottengono  c(une  quozienti  di  fun- 
zioni 0,   non  hanno  alcuna  singolarità  essenziale  entro  N. 

Questi  fatti  saranno  del  resto  approfonditi  meglio  i)iù  avtuiti,  special- 
mente nel  caso  dei  gruppi  fuchsiani   e  klciniani. 
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di  O  devono  soddisfare  a  un  certo  numero  di  uguaglianze,  e  di- 
suguaglianze. E  precisamente  il  gruppo  G  dece  essere  simile  a  un 
gruppo  G'  di  traslazioni,  che  ammette  un  sistema  di  2n  traslazioni 
generaèrici  indipendenti,  di  cui  le  prime  n  sono  del  tipo 


,  ,  ,  ,  1     71  Z       , 

(     rfi  .    rf\ f^n  *  *    nt*  • T*        •  O^     or»    H—    •  ^  /y»         •        •  or*     =  Of 

■1 «Vlj   «ya '>^%l    ••••7    <*'i-l '*^j-lj'^j ^}      \  >  **'>  +  l  '^j+l}  '"J^n         «Vii 


dove  le  ej  sono  interi  positivi^  tali  che  e^  =  \  e  per  X=  l,2,....p  —  1 
e^+i  è  divisibile  per  ex;  mentre  le  residue  n  traslazioni  sono  del  tipo 

x\  =  a?!  H-  a,,-;  a?'^  =  oj^  +  «2;-;  •  •  •  •  ;  ^"'n  =  «„  +  «„,■     (j  =  1,2,... .,  m), 

d(yve  le  ai,,  {i^h  =  1,2, ,  n)  sono   costanti   tali  che   valgano   le 

1,1 
a.^  =  a^i,  e  che  la  forma  S  R  («,;,)  ^,  y,,  (*)   *«'«   una  forma  de  fi- 

nita  negativa  delle  y. 

Basta  dunque  saper  costruire    le  funzioni    invarianti  per  un 

tate  gruppo  particolare  G'.  A  tale  scopo  si  è  partiti  dalla  serie 

*  if  f  *  '  "  *  f  1  (^"  ^^'  •  •  •  •  ^""^  ^>"^  ^" 
\_h,h,....  h„J 

\      y  y   f^ciAg,+mj)Ì9A'f>h)Wf{mj-\-g,)iXj^hjni) 

dove  le  g,,  hj  sono  costanti  reali  qualsiasi.  Questa  serie  fu  chia- 
mata la  serie  teta,  di  caratteristica     '  '  "  \,  e  di  periodi  a.^. 

\_h,....  h„J 

Sia  p  un  intero  divisibile  per  gj,  63;  •  •  •  •  j  ^n  ©  si  ponga 
p  p  P 

Indichiamo  con  v,  un  numero  variabile  tra  0  e  qi  —  1,  e  siano 
Cv  V  •  • .  •  V    costanti  arbitrariamente  scelte. 


(**)   Con  i?  (a,,,)  indico,  secondo  convenzioni  gìk  usate,  la  parte  reale 
di  «,ft. 
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Poniamo 

//  .'■„.<.',,  ....,  J)j  = 

2j  V,    -^  V    ""lu  V„    ^vj  V..  . 

»      '1      0      '2           0 

....* 

hi         h.. 

(In 

K 

ÌpXi,2iX,,....,p.r,.:2)aj,). 


Troviamo  la  formola  seguente,  che  definisce  quale  effetto 
produca  sulla  H  una  qualsiasi  trasformazione  di  G'. 

,  n  .  n  ,  n 

,    — i>  S  «..  Uh  -  2^;  S  /.a:.  +  2  v  (X.  gr.  —  l.  h.)  k  i 

(k„  l,  interi  qualunque). 

Se  noi  dunque  teniamo  fìsso  l'intero  p,  e  le  costanti  g,,  h,^ 
la  funzione  H  resta  moltiplicata  per  un  fattore  indipendente  dalle 
costanti  C^  .,  —  .,  quando  vi  si  applica  una  qualsiasi  trasforma- 
zione di  G' ;  cosicché  il  quoziente  di  due  tali  funzioni  H  è  una 
funzione  invariante  per  G'. 

Le  serie  ^,  definite  più  sopra,  hanno  dunque  nel  problema 
attuale,  un  ufficio  affatto  analogo  a  quello,  che  le  serie  B  dei 
paragrafi  precedenti  hanno  per  i  problemi,  studiati  in  questo 
libro.  Ciò  spiega  anzi  perchè  queste  ultime  serie  abbiano  pure 
ricevuto  il  nome  di  serie  teta. 

Le  relazioni,  che  legano  tutte  le  funzioni  invarianti  per  G', 
sono  poi  perfettamente  analoghe  a  quelle,  che  troveremo  più 
avanti  per  le  funzioni  fuchsiane,  kleiniane,  iperfuchsiane,  ecc. 

§  43.  —  La  convergenza  delle  serie  ;■ 

Ci  volgeremo  ora  alhj  studio  (Ielle  serie  ^,  limitandoci  però 
a  gruppi  r  di  trasformazioni  lineari  intere  omogenee  ed  a  gruppi 
G  iperfuchsiani,  o  iperfuchsiani  misti  p.  d.  t.  i.,  i  quali,  come 
sappiamo,  comprendono  come  caso  particolare  i  gruppi  fuchsiani 
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o  fuchsiani  misti.  Ognuno  di  questi  gruppi  è  un  gruppo  di  mo- 
vimenti in  una  metrica  Hermitiana  semplice  o  mista,  secondo 
che  il  gruppo  è  un  gruppo  iperfuchsiano  puro  o  misto  (*).  Sia  G 
un  tale  gruppo  e  supponiamo  che  un  suo  campo  fondamentale 
non  abbia  vertici  a  distanza  geodetica  infinita  nella  metrica  cor- 
rispondente. Le  trasformazioni 

che  portano  un  campo  K  fondamentale  nei  campi  adiacenti,  co- 
stituiscono un  sistema  di  trasformazioni  generatrici  di  G.  (Il  nu- 
mero h  è  un  numero  finito,  perchè  per  ipotesi  i  campi  fonda- 
mentali di  G  non  hanno  vertici  a  distanza  infinita).  Siano  a,,  o^, 
.  .  .  . ,  aft  le  trasformazioni  corrispondenti  di  F,  le  quali  pure  for- 
meranno un  sistema  di  trasformazioni  generatrici  di  V.  Le  Si  (e 
quindi  anche  le  a,)  saranno  a  due  a  due  inverse,  perchè,  se  T  è 
una  trasformazione  di  G,  che  porta  K  in  un  campo  adiacente, 
altrettanto  avviene  di  T~\  Ricordiamo  ora  i  risultati  del  §  33. 
Una  trasformazione  T  di  (?,  che  porti  un  punto  A  di  K  in  un 
punto  A',  la  cui  distanza  geodetica  da  A  è  uguale  ad  Z,  si  può 
scrivere  sotto  la  forma: 

S'i^     O'i'^   ....    /O/ 

dove  «1,  ia,  ....,  ir  sono  interi  uguali  o  distinti,  minori  o  uguali  ad  h, 
ed  Si,  Si,  ....,  Sr  sono  interi  jJ  ositi  vi  :  e  noi  sappiamo  (pag.  218)  che 
esiste  una  costante  a  tale  che  si  può  supporre  ,9j  -|-  s.j  -\-  .... 
-\-  Sr  <i  ccl.  La  trasformazione  t  di  T,  corrispondente  alla  T,  sarà 

la  trasformazione  aji  a'^ o'r .    Indicheremo    con    M  una    co- 

stante  positiva,  che  supporremo  cosi  grande  da  soddisfare  alle 
varie  ipotesi,  che  faremo  su  essa  più  avanti.  Intanto,  se  Me  più 
grande  del  massimo  valore  assoluto  dei  coefficienti  delle  0^(3  =  1,2, 
.  . .  . ,  ^),  i  coefficienti  di  x  saranno  in  valore  assoluto  minori  di 


(*)  Dico,   per  brevità,   che  mi   {^ini)[»()   e   mia    luetiica  non  misti  sono 
semplici  o  pmi. 
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r 

(§  1 ,  pag.  6)  ^  {m  M)  '        ossia,  se  m  J/  >  1  (come  possiamo  sup- 
porre, prendendo  M  abbastanza  grande)  sono  minori  di 

1    .         .r.y.l 


tn 


(m  My-'' 


Studiamo  ora  le  serie  §,  date  dalla  (10).  Relativamente  alle 
funzioni  /"i, /"»,  ....,/*„  facciamo  le  stesse  ipotesi,  che  nel  §  39 
(pag.  276)  abbiamo  fatto  per  f.  Avverrà  allora,  analogamente  a 
quanto  vedemmo  nel  §  39,  che  si  può  supporre  in  un  intorno 
i  di   un  punto  generico  A: 

\f,{T,x)<M, 

purché  M  sia  sufficientemente  grande. 

Se  i  coefficienti  di  x^'  sono  minori  in  modulo  della  costante  P^, 
V espressione  1.7'  f\{T^x)  sarà  in  modulo  minore  di  m^.,M. 

Consideriamo  ora  l' intorno  i  del  punto  generico  A  ;  e  vediamo 
se  le  (10)  sono  in  i  assolutamente  e  uniformemente  convergenti. 
Costruiamo  col  centro  in  A  infinite  ipersfere  /,,  J^,  Zj,  /^  . . . .  il  cui 
raggio  geodetico  (^nella  nostra  metrica)  è  rispettivamente  uguale 
a  r,  2r,  3r,4r....,  dove  r  è  una  costante  positiva  qualunque.  E  sia  v 
il  volume  (misurato  nella  nostra  metrica)  (§  6,  pag.  29)  dell'  in- 
torno /.  Gli  intorni,  trasformati  di  i  mediante  le  trasformazioni 
di  G,  sono  nella  nostra  metrica  congrui  a  t?  e  perciò  hanno  lo 
stesso  volume  v.  Sia  X  la  massima  distanza  geodetica  di  due 
punti  di  i  ;  in  tal  caso  X  sarà  pure  la  massima  distanza  geode- 
tica di  due  punti  di  un  intorno,  trasformato  di  i  mediante  una 
trasformazione  di  G.  Quelli  di  questi  intorni,  che  hanno  almeno 
un  punto  compreso  tra  le  ipersfere  /„,/„^, (*),  saranno  tutti  interni 
all' ipersfera  W„  di  centro  A^  il  cui  raggio  geodetico  è  (w  -\- 1)  r-j-X, 
e  il  cui  volume  è  perciò  minore  (§  16,  pag.  102)  di  |j,  e ■'(■••  ^••+^)j 
dove  jx,  V  sono  due  costanti  positive.  Ora  supporremo  /  cosi  pic- 
colo, che  due  intorni  equivalenti  ad  i  non  abbiano  punti  comuni. 


(*)  Questo  n  è  un  intero  variubile,  attiitto   «listiiit()  dal   numero  delle 
variiiltili    iii(li|i«'iMl('iiti  r.   Ogni   (M|uivucn  r   iitipnssihilc. 
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Ciò  è  possibile,  perchè  un  gruppo  iperfuchsiano  p.  d.  t.  i.  è  (per 
i  teoremi  fondamentali  della  parte  seconda)  pr.  dis.  Gli  intorni, 
equivalenti  ad  i,  interni  a  TF„,  (essendo  a  due  a  due  affatto  esterni 
l'uno  all'altrO;  ed  avendo  uno  stesso  volume  v)  saranno  dunque 
in  numero  minore  di 

Hi  gV(nr+r+X) 

V 

Consideriamo  quei  termini  della  (10),  che  corrispondono  a 
trasformazioni  T.^  di  6^,  le  quali  portano  i  in  un  intorno,  affatto 
esterno  a  /„,  ma  di  cui  almeno  un  punto  giace  tra  /„  e  /„^i.  In- 
dicheremo una  qualunque  di  queste  trasformazioni  con  T^"\  Se 
g„  è  il  numero  delle  trasformazioni  T^"\  sarà  a  fortiori 

^    —  V  ■ 

L' indice  di  una  di  queste  q„  trasformazioni  7''^"^  sarà  minore  di 
a  [(n  -{-  1)  r  -\-  À],  perchè  ciascuna  di  esse  deve  naturalmente  por- 
tare A  in  un  punto  interno  a  TF„,  la  cui  distanza  geodetica  Z 
da  A  non  può  essere  perciò  più  grande  di  {n  -j-  1)  r  -f-  X.  L' e- 
spressione  x~^  fi(T^x)  che  comparisce  come  fattore  in  ciascuno 
dei  q„  termini  corrispondenti  è  dunque  minore  in  modulo  di 

Calcoliamo  ora  un  limite  superiore  del  modulo  di  D^  {x)^  che  è 
il  secondo  fattore,  che  comparisce  in  ciascuno  dei  q„  termini  consi- 
derati. Come  abbiamo  ripetutamente  osservato,  A^  =  i),^Z)°=:  D^j^ 
è  uguale  alla  radice  quadrata  del  rapporto,  che  si  ottiene  divi- 
dendo il  valore,  che  ha  il  discriminante  dell'  elemento  lineare 
della  nostra  metrica  nel  punto  {x)^  per  il  valore  dello  stesso  di- 
scriminante nel  punto  {2\x).  Ora^  se  (x)  varia  in  i,  il  valore  di 
detto  discriminante  nel  punto  (x)  è  inferiore  alla  costante  il/,  se 
M  è  abbastanza  grande  ;  se  dunque  P„  è  il  minimo  dei  moduli 
dei  valori  assunti  dal  detto  discriminante  negli  intorni  trasfor- 
mati di  i  mediante  le  citate  trasformazioni   2^^"\  si  avrà  in  i: 
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Ora  la  minima  distanza  da  4  a  un  punto  dell'intorno,  in  cui 
uà  i  delle  nostre  trasformazioni  T^"^  porta  ?',  non  può  essere  per 
h'  nostre  convenzioni  minore  di  nr.  E,  se  noi  per  semplicità 
t.  a  sformiamo  le  coordinate  in  modo  che  A  sia  proprio  l'origine, 
awemo  per  i  risultati,  ottenuti  in  fine  del  §  16  (pag.  102),  che: 

tluve  A,  s  sono  costanti  positive. 

La  somma  S„  dei  moduli  dei  g,  termini  considerati  è  dunque 
minore  di 

dove  con  L,  y  ho  indicato  due  costanti  positive. 

Ma  evidentemente  la  serie  dei  moduli  dei  termini  della  (10) 
è  uguale  a 

So  +  Si  +  S2  +  ...., 

ed  è  quindi  minore  di 

Se  p  è  così  grande  che  y  —  s-^  <C  0,  quesf  ultima  serie  è  una 
progressione  geometrica  decrescente,  e  quindi  la  (10)  converge  as- 
.soltitamente  e  uniformemente  nelV  intorno  i  dì  un  punto  generico  A. 

La  precedente  dimostrazione  non  si  applica  più,  se  un  campo 
jondamentale  possiede  qualche  vertice  a  distanza  (non  euclidea) 
infinita  :  si  può  anzi  dimostrare  che  in  tal  caso  le  serie  ^  non 
sono,  in  generale,  assolutamente  convergenti.  Il  Poincaré  ha  di- 
mostrato però  che  esse  continuano  a  essere  assolutamente  e  uni- 
formemente convergenti  nell'intorno  di  un  punto  generico  A,  se 
il  gruppo  (t  è  un  gruppo  fuchsiano  il  quale  soddisfa  alle  condi- 
zioni seguenti: 

1.  Il  campo  fondamentale  K  ài  G  ha  vertici  a  distanza  non 
euclidea  infinita.  Si  suppone  però  che  i  lati  e  i  vertici  del  campo  K 
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siano  in  numero  finito.  Esisterà  quindi  soltanto  un  numero  finito 
di  sostituzioni,  clie  portano  ^in  un  campo  adiacente;  e  noi  po- 
tremo applicare  al  nostro  gruppo  i  risultati  del  §  33. 

2.  Costruito,  come  sopra,  un  sistema  di  trasformazioni  S  ge- 
neratrici per  il  gruppo  G,  le  trasformazioni  a  di  F,  che  corri- 
spondono a  quelle  delle  S^  che  sono  paraboliche,  sono  tutte  simili 
a  trasformazioni  U. 

(Nel  §  1,  pag.  4,  abbiamo  definito  le  trasformazioni  U). 

Per  quanto  nel  §  37,  pag.  262,  si  sieno  dimostrati  in  casi  assai 
più  generali  i  teoremi  di  esistenza  per  le  funzioni  zeta-automorfe 
di  una  sola  variabile,  pure  daremo  la  dimostrazione  diretta  del 
teorema  di  Poincaré,  vista  la  grande  importanza  delle  serie  ^. 

Secondo  i  risultati  del  §  32  (pag.  214),  supporremo  che  ogni 
vertice  parabolico  A  di  K  costituisca  da  se  solo  un  ciclo,  cosicché 
i  due  lati  di  A",  uscenti  da  A,  siano  trasformati  l'uno  dell'altro 
mediante  quella  trasformazione  S^  che  lascia  fisso  il  punto  A. 
Riprendendo  le  precedenti  notazioni,  si  trova  ancora  che  una 
qualsiasi  trasformazione   T  di  6^  si  può  scrivere  nella  forma 

/S'i  S'i^^  .  .  .  .  S/  (6'i,  .s'2,  .  .  .  .,  s^  interi  positivi) 

dove  la  somma  degli  esponenti  .s,  corrispondenti  a  trasformazioni 
Si  non  paraboliche,  è  minore  di  a  Z,  e  la  somma  dei  logaritmi 
degli  esponenti  ò',  corrispondenti  a  trasformazioni  Si  paraboliche, 
è  minore  di  a,  l  (a,  ol^  =  cost.)  (§  33,  pag.  224).  La  trasforma- 
zione corrispondente  t  di  F  sarà  uguale  a  a^i  o]i ....  a/  ,  dove  una 
a,,  che  corrisponda  a  una  trasformazione  parabolica  Si  di  G,  è 
per  ipotesi  simile  a  una  trasformazione  U.  Se  dunque  M  è  una 
costante  abbastanza  grande,  i  coefficienti  della  trasformazione  t 
di  F  saranno  (§  1,  pag.  6)  inferiori  in  modulo  a 

dove  q  indica  il  numero  delle  trasformazioni  paraboliche,  conte- 
nute nel  prodotto  Si  Si  ....  Si  ,  ed  è  quindi  minore  di  cc^l 
{oL.^  =  cost.)  (§  33,  pag.  224). 
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Nel  caso  precedente  si  era  invece    trovato   che  i   coefficienti 

di  T   sono    inferiori    a        (m  MV-'.   E    un   tale   risultato   è  perfet- 

m  ^ 

tamente  simile  all'attuale:  in  entrambi  i  casi  abbiamo  trovato 
infatti  che  i  coefficienti  della  x  sono  in  modulo  minori  di  un 
esponenziale,  la  cui  base  è  costante,  e  l' esponente  è  una  fun- 
zione lineare  di  l.  La  dimostrazione  della  convergenza  delle  serie  ?, 
per  p  abbastanza  grande,  continua  perciò  da  questo  punto  in 
poi  in  modo  affatto  simile  alla  precedente. 

Anche  nel  caso  attuale  si  può  dimostrare,  in  modo  affatto 
analogo  a  quello,  che  usammo  nella  teoria  delle  serie  9,  che  si 
possono  sempre  scegliere  delle  funzioni  /"j, /"g,  .  .  .  ., /*„,  in  guisa 
che  le  ^  non  si  riducano  a  costanti. 

Dai  risultati  degli  ultimi  paragrafi  si  deduce  che  : 
Per  ognuno  dei  casi,  in  etti  abbiamo  dimostrato  la  convergenza 
(assoluta  e  uniforme  nell'  intorno  di  un  punto  generico)  delle 
serie  0  (delle  serie  ?  e  9),  noi  abbiamo  contemporaneamente  dimo- 
strato la  risnlubilità  del  problema  fondamentale  lì  {problema  A) 
del  §  17  (pag.  104),  trovando  di  pia  delle  espressioni  analitiche,  che 
ci  danno  delle  funzioni^  soddisfacenti  effettivamente  alle  condizioni 
imposte  dal  nostro  problema. 

La  questione  di  trovare  in  questi  casi  tutti  i  possibili  sistemi 
di  funzioni,  che  risolvono  i  problemi  A  e  7i,  sarà  trattata  nei 
seguenti  capitoli. 

Osservazione.  —  Ci  si  può  anche  proporre  il  nostro  problema  {A)  nel 
caso  che  G  sia  uno  dei  grvippi  di  tra8lazi«)ni,  di  cui  abbiamo  discorso  al 
§  42,  pag.  293,  pure  essendo  sempre  V  un  gruppo  di  trasformazioni  lineari 
intere  omogenee.  Le  corrispondenti  funzioni  z  si  possono  trovsire,  senza 
ricorrere  a  nuove  trascendenti,  ma  restando  nell'ambito  delle  serie  9.  e 
degli  esponenziali. 

Il  caso  più  noto  di  questo  problenia  è  (luello,  in  cui  «  =  1 .  Per  una 
trattazione  diretta  si  vegga  lo  Schlesixger  [Hauiìbuch  tler  Un.  Dì(fcieu 
tinlgleichnvfien.  Tomo  II,  parte  2.»,  pag.  403  e  seg.)  ed  anche  Picakd 
{Traile  iVAuali/se.   Tomo  III  (1896),  pag.  403  e  seg.). 

Per  noi  il  relativo  teorema  di  esistenzii  si  ottiene  <'<tme  caso  partico- 
lare dei  risultati  del  $  37  (pag.  262), 
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Osserviamo  ora  che  la  dimostrazione,  da  noi  data  nel  caso  di 
gruppi  G  fuchsiani,  o  iperfuchsiani  per  la  convergenza  delle  serie 
§,  vale  anche  per  le  serie  0,  che,  come  vedemmo,  non  sono  che  un 
caso  particolare  delle  serie  ^.  Dalle  serie  |  si  passa  infatti  alle  se- 
rie 9,  supponendo  che  w  =  1,  e  che  il  gruppo  T  sia  ridotto  alla 
trasformazione  identica  ;  e  in  questo  caso  anzi  la  nostra  dimo- 
strazione si  semplifica  grandemente,  in  quanto  che,  se  tutte  le 
trasformazioni  di  F  sono  uguali  all'identità,  è  ben  chiaro  che  si 
può  supporre  senz'  altro  nell'  intorno  i  di  un  punto   generico  A 

\<fi{T,^)\=-\f{T^x)\  <M, 

se  M  è  una  costante  abbastanza  grande.  E  anche  in  questo  caso 
si  trova  naturalmente  ancora  una  progressione  geometrica  de- 
crescente, dalla  cui  convergenza  si  può  dedurre  la  convergenza 
assoluta  e  uniforme  della  serie  6  in  un  intorno  i  di  un  punto 
generico  A.  Ma  questa  osservazione  ci  porta  a  un  ulteriore  ri- 
sultato. Supponiamo  che  i  coefficienti  delle  trasformazioni  di  G 

sieno  funzioni  continue  (analitiche)  di  certi  parametri  XjjX,, ,},p. 

E  sia  A'j,  X'a, ,  X'p  un  sistema  generico  di  valori  di  questi  para- 
metri. Supponiamo  che,  al  variare  delle  X,-  in  un  intorno  a  delle  X',., 
il  gruppo  G^  e  la  rete  corrispondente  di  campi  fondamentali 
variino  con  continuità. 

Se  i  è  abbastanza  piccolo,  esso  e  gli  intorni  ad  esso  equiva- 
lenti per  ogni  trasformazione  di  uno  di  questi  gruppi  G  (corri- 
spondente a  un  sistema  generico  di  valori  dei  parametri  X  nel- 
l'intorno a)  saranno  a  due  a  due  esterni  l'uno  all'altro.  Allora 
la  progressione  geometrica,  con  cui  abbiamo  confrontato  la  sè- 
rie 9,  è  indipendente  dai  valori  dei  parametri  X;  quindi  la  serie  B 
converge  uniformemente  anche  rispetto  ai  parametri  X  in  un  in- 
torno di  un  sistema  generico  di  valori  di  questi  parametri.  La 
serie  9  rappresenta  quindi  una  funzione  continua  {analitica)  di 
questi  parametri  (se  p  è  abbastanza  grande).  Di  questo  teorema 
troveremo  applicazioni  molto  importanti  per  la  teoria  dei  gruppi 
fuchsiani. 


Capitolo  Undicesimo  —  §  i  1.  803 


Capitolo  Undicesimo.  —  Applicazioni  a  gruppi  particolari. 

§  44.  —  Funzioni  O-fuchsiane  e  fuchsiane. 

Si  dicono  serie  B-fuchsiane  le  serie  6,  quando  il  gruppo  G  è 
un  gruppo  fuchsiano  su  una  variabile  x.  Noi  abbiamo  già  visto 
in  generale  al  §  41  (pag.  288),  che  si  può  sempre  trovare  una 
funzione  f  tale  che  9  (/*,  p,  x)  non  sia  identicamente  nullo.  Nel 
nostro  caso  ciò  si  può  anche  dimostrare  direttamente,  osservando 
(pag.  287)  che,  se  la  /*  è  una  funzione  razionale  di  cui  nessun  punto 
singolare  cade  sul  cerchio  limite  C  e  se  essa  ha  entro  il  cerchio  li- 
mite dei  punti  singolari  che,  a  due  a  due,  non  sono  mai  equiva- 
lenti rispetto  a  G,  la  serie  9  avrà  uno  e  un  sol  termine  singolare 
in  ogni  punto  singolare  per  la  /",  o  equivalente  rispetto  a  (r  a  un 
punto,  in  cui  f  è  singolare.  La  funzione  rappresentata  dalla  serie  9 
sarà  dunque  singolare  in  tutti  questi  punti  e  quindi  non  potrà 
essere  identicamente  nulla  entro  C. 

Noi  vogliamo  ora  approfondire  lo  studio  di  queste  funzioni. 
Osserveremo  intanto  che,  in^  virtù  della  definizione  stessa  di 
gruppi  fuchsiani  (§  22,  pag.  137),  il  gruppo  G  trasformerà  in  se 
stessa  ciascuna  delle  due  regioni,  in  cui  il  cerchio  limite  C  divide 
il  piano  Tc  della  variabile  complessa  x  :  e  tanto  nella  regione  K 
di  TT,  interna  a  C,  come  nella  regione  R",  esterna  a  C,  il  gruppo  G 
si  può  considerare  come  gruppo  di  movimenti  in  una  metrica 
di  Bólyai,  rappresentata  conformemente  in  tale  regione.  Le  di- 
mostrazioni del  Gap.  10  dimostrano  entro  R  la  convergenza  delle 
serie  9,  le  quali  possono  al  più  avere  singolarità  polari  nei  punti 
singolari  per  f  e  nei  punti  equivalenti.  Queste  dimostrazioni  si 
applicano  anche  alla  regione  i?",  esterna  a  C,  con  un'unica  os- 
servazione. Nella  regione  R"  esistono  tutti  i  punti,  trasformati 
del  punto  x  =  co  per  le  trasformazioni  di  G',  in  ognuno  di 
questi  punti  il  lacobiano  D  di  una  trasformazione  di  6^,  e  quindi 
anche  un  termine   della  serie  9,  diventa  infinito.  La  serie  6  di- 
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venta  dunque  (in  generale)  infinita  in  tutti  questi  punti,  ossia 
possiede  in  essi  una  singolarità  polare.  Per  tutti  i  punti  invece, 
che  non  sono  equivalenti  al  punto  x  =  oo,  valgono  le  dimostra- 
zionij  date  al  Gap.  10,  relativamente  alla  convergenza  delle  serie  B. 
Si  debbono  ora  distinguere  due  casi  : 

1.  Il  cerchio  C  è  una  linea  singolare  per  il  gruppo  6^,  il  quale 
possiede  cosi  due  reti  di  campi  fondamentali  affatto  distinte, 
separate  dal  cerchio  C.  Ogni  punto  di  C  è  punto  limite  di  infi- 
niti punti  equivalenti  rispetto  a  G  ;  cosicché  una  funzione  uni- 
forme '^  di  x^  che  riprenda  lo  stesso  valore  in  punti  equivalenti, 
non  può  essere  regolare  in  alcun  punto  di  C.  La  linea  C  e  per 
ogni  tale  funzione  cp  una  linea  singolare,  oltre  alla  quale  la  cp 
non  si  può  prolungare  analiticamente.  Noi  potremo  in  tal  caso 
limitarci  allo  studio  della  regione  R':  lo  studio  di  i?",  che  porta 
a  funzioni  affatto  distinte,  si  compie  del  resto  con  mezzi  e  con 
risultati  affatto  analoghi.  Il  quoziente  di  due  serie  9  dello  stesso 
grado  (che,  come  sappiamo,  si  può  sempre  supporre  differente  da 
una  costante)  rappresenta  quindi  due  funzioni,  invarianti  per  G: 
una  esistente  soltanto  in  //,  l' altra  esistente  in  R". 

2.  Il  cerchio  C  non  è  singolare  per  il  gruppo  G,  il  quale 
perciò  possiede  un'  unica  rete  di  campi  fondamentali  su  tutto  tt. 
Il  quoziente  di  due  serie  B  dello  stesso  grado  rappresenterà  una 
unica  funzione  in  tutto  ìx;  noi  dovremmo  quindi  studiare  le  no- 
stre funzioni  su  tutto  il  piano  tt. 

Noi  ci  limiteremo  allo  studio  del  primo  caso,  e  precisamente 
studieremo,  come  dicemmo,  le  nostre  funzioni  in  R'-,  il  secondo 
caso  si  studia  con  mezzi  affatto  simili,  e  anzi  più  semplici,  per- 
chè il  gruppo   G  non  ha  più  la  linea  C  come  linea  eccezionale. 

L'estensione  dei  nostri  risultati  a  questo  secondo  caso  sarà 
perciò  lasciata  senz'  altro  al  lettore. 

Supponiamo  costruita  in  B'  la  solita  rete  di  campi  fonda- 
mentali normali  ;  e  cerchiamo  anzitutto  di  vedere  come  B  si  com- 
porta in  un  punto  A  di  un  poligono  fondamentale  P,  che  sia 
lasciato  fìsso  da  qualche  trasformazione  non  identica  di  G.  Come 
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è  ben  noto,  (§  24,  pag.  147,  e  §  32,  pag.  207  e  seg.)  un  tale  punto  A 
sarà  un  vertice  di  P,  e  il  sottogruppo  G'  di  6^,  che  lascia  fìsso  A, 
sarà  un  gruppo  ciclico,  generato  da  una  trasformazione  ellittica 
o  parabolica  di  G.  Supponiamo  dapprima  di  essere  nel  primo  caso. 
Allora,  se  la  funzione  f  è  regolare  in^,  anche  la  funzione  0  {fiP,x) 
sarà  regolare  in  ^.  Se  a;  =  a  nel  punto  A,  il  gruppo  G'  sarà  ge- 
nerato (§  30,  pag.  189)  da  una  trasformazione  T,  definita  da  una 
equazione  del  tipo 

Tx  — g  _    ?f '  ^^Ji^ 

Tx—^  ~  ^'   X  —  ^ 

dove  x  =  '^h  il  punto  trasformato  di  A  nell'  inversione  per 
raggi  vettori  reciproci,  definita  dal  cerchio  C,  dove  g  è  l'ordine 
di  G'  (il  periodo  della  T)  e  dove  con  Tx  indico,  al  solito,  il 
valore  trasformato  di  x  per  la  T.  Il  sottogruppo  G'  sarà  formato 
dalle  trasformazioni  T^  =  1,  T,  T', ....,  T'-\  Potremo  (§  3,  pag.  12) 
trovare  delle  trasformazioni  Sq^  /S,,  ^S'^,,  ....  tali  che  ogni  trasfor- 
mazione di  G  si  possa  scrivere  in  un  modo  e  in  un  modo  sol- 
tanto nella  forma  aS'^  T''  (p  =  0,  1,  2,  .  .  .  .,  gr  —  1).  Sarà 

fd{S,TPx)y 


e  =  S  A         dove         Z,  =  2  f  ('^'v  ^'^)  (^^^-%^-) 

Posto  l  = a  ,  si  ha  T^  r-rr  e  '  E.  Avremo 

^        a:  —  p' 

Se  noi  sostituiamo  T  x  alla  x,  il  secondo  membro,  che  è  una 

(d  X    \'' 
—  \  ^ 

considerato   come   funzione  di  E  = ,    è    una   funzione   ra- 

zionale    che    resta    inalterata,   se   noi    alla   ^    sostituiamo    e  '    ^. 


(*)  lu  questo  paragrafo  supponiamo  senz'altro  che  /  sia  una  funzione 
razionale. 

20 
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Quindi  L^  (-,  , — -     è  una  funzione  razionale  di  f",  che  indiehe- 
\d  log  E/ 


\d  log  l 
remo  con  ^^  {^').  Si  avrà  dunque  ; 

Ora  la  f  ha  per  x  =  oc  al  massimo  una  singolarità  polare. 
Quindi  21  ^y  (^*')    è    una    funzione    analitica    monodroma    di 
^  I   ,  che  ha  al  massimo  una  singolarità  polare  di  un 

certo  ordine  finito  h  per  ^^  =  0,  ossia  una  singolarità  polare  di 
ordine  h  g  nel  punto  ?  =  0  (x  =  oc)^  quando  si  assuma co- 
me infinito  principale.  La  /        -O-^j  si  comporta  per  ^  =  0  come 

/l\p  .      .  .  1 

(pi.  Quindi,  se  si  assume  come   infinito   principale,  la  B 

diventa  infinita  di  ordine  p  -^  h  g  {h  =  intero  finito). 

'  - —      ,  j 

è  la  variabile  principale  relativa  al  punto  x  =  <x^  siamo  indotti 
ad    assumere    ^~'  =  /  j     come  infinito  principale  nel  punto 

a:  =^  a,  imitando  quanto  si  fa  nella  teoria  delle  superficie  rieman- 

niane.  Con  questa  convenzione,  una  serie  B  di  grado  p  avrà  nel 

punto  a;  ^  a  un  polo  di  ordine  ^  +  ^~ ,  o,  come  diremo  anche,  un 

9 

infinitesimo  di  ordine — ^  — ^  ,  quando  si  consideri  un  punto  re- 
golare come  un  polo,  o  come  un  infinitesimo  di  ordine  nullo,  e 
quando  si  ritengano  equivalenti  le  due  seguenti  locuzioni: 

Un  punto  è  un  polo  di  ordine  le.    Un  punto  è  un   infinitesimo 

di  ordine  —  Jc. 

(d  X    \^ 
. j.  j    6  (f,  p,  x)  è   sviluppabile   se- 
condo le  potenze  di  ^"j  troviamo  : 

Una  funzione,  che  sia  quoziente  di  due  serie  9  dello  stesso 
grado,  è  nel  punto  A  sviluppabile  in  serie  di  potenze  della  corri- 
spondente variabile  principale  ^'. 

Studiamo  ora  un  vertice  A  di  P  posto  su  C. 
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Ammetteremo    che  P  abbia   un  numero  finito    di   lati,  e  che 

quindi  A  non  sia  punto  limite  di  infiniti  vertici  di  P.  Il  punto  A 

sarà  lasciato  fisso,  come  abbiamo  già  detto,  da  una  trasformazione 

parabolica  T  di  G 

= f_  Y         (Y  =  cost.). 

Come  sopra,  potremo  trovare  delle  trasformazioni  Sq=  l,Si,S.^.... 
tali  che  ogni  trasformazione  di  G  si  possa  scrivere  in  uno  e  in 
uno  solo  modo  sotto  la  forma  S^  7T°(v  =  0,l,2,...)(p  =  0,  +  1, +2...). 
E  avremo 

e  =  2z.       dove      4=2^(«,r..,.)(''-^|'^)'. 


p=-co 


2ni      1 


Posto  ?  =  ^^-  -^~,  siha  r^  =  ^  -f-2  7ti 

Posto  M,  =  i,  (^g=  ^f(S,  T^)  ("^J,  sarà 


2  7t  i\ 


e  =  H-  (aj  -  a)-^''  Q,      dove      Q  =  ('''''] 


Sm,. 


Se  noi  in  ilf^  sostituiamo  Tao  n\  posto  di  ic,  la  M^  resta  chia- 
ramente inalterata.  Dunque  M^,  considerata  come  funzione  di  §, 
resta  inalterata  per  la  trasformazione  ^'  =  ^  +  2  tc  «.  Essa  è  dun- 
que una  funzione  uniforme  della  variabile  principale  t  relativa 
al  punto  a:  =  a  (pag.  263). 

Ricordiamo  che  si  è  supposto  che  la  funzione  f  non  abbia 
alcuna  singolarità  sul  cerchio  limite  C.  Esisterà  allora  in  P  un 
intorno  i  (§  36,  pag.  251)  di  A  (relativamente  al  gruppo  G\  in 
cui  non  cadrà  alcun  punto  equivalente  a  un  punto  singolare 
della  /*;  (questo  intorno  sul  piano  della  corrispondente  variabile 
principale  t  ha  per  immagine  un  piccolo  intorno  i' del  punto  t  =  0). 
In  questo  intorno  i  (escluso  al  più  il  punto  ^)  la  M^  è  una  fun- 
zione regolare  uniforme  della  x,  senza  punti  singolari.  Che  cosa 


308  Capitolo  Undicesimo  —  §  44. 

avviene  di  ili"^,  quando  facciamo   tendere,  entro  questo   intorno, 

il  punto  X  al  punto  A?  Io  dico  che  M^  tende  a  zero.  Infatti 


p 


r{ò,i   ^)[  aTPx  I  \     \  d^  I  \  —  -"''p\    di   p  ^' 


dove  H^  è  il  massimo  modulo  di 


id  S  TPxV 


È  ben   evidente  che  H^  è  finito.  Intanto,  per  le  ipotesi  fatte 

sulla  /*,  questa  è  una    funzione    limitata    nell'intorno  i   di  A^  e 

d  S  TP  X  ^ 
negli  intorni  equivalenti.  L'espressione     -j-rfip — è  poi  il  valore 

di         ""^    nel   punto    y  =  T^  X]    se    cioè    S^    è    definito    dalla 

x!  = 4-—  ,  si  ha  : 

XX  -^  o' 

dAT^ 1 ^       dove         y  =  TP  r. 

.     dTPx        {Ty  +  oy  '       ^^^        ^ 

Se  T  è  uguale  a  zero,  questa  espressione  è  costante  (non  di- 
pende da  o)  ed  è  a  fortiori  limitata.  Se  x  =4=  0,  questa  espres- 
sione è  uguale  a  -^ r,  dove  y  =  TP    .  Ora  -s    è    una    co- 

stante,  ed  è  quindi  una  quantità  limitata;    la    somma   y  -\-  —  è 

in  modulo  uguale  alla  distanza  del  punto  y=  TP  x  dal  punto , 

che  è  il  trasformato  del  punto  .^  =  00,  mediante  la  /S'7'(**).  Questo 
punto  è  certamente  esterno  a  C,  mentre  il  punto  TP  .ì'  è  interno 
a  C  per  ogni  valore  di  p.  Quindi  [y-\-—]  non  può  essere  infi- 
nitesimo,   e    perciò    .^  è  certamente  limitato.  In   conclu- 


(.  +  1) 


^  \  d  TP  X  p 

(*)   La  serie  S  !    —-  p~       è  convergente. 

(**)  Il  che  del  resto  non  è  che  un  caso  particolare  dì  quanto  fu  detto 
a  pag.  284-285. 
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sìone  dunque  H^  è  finito.  Ci  basterà  dunque  dimostrare  che 

dTPx 


lim  S 


dì 


=  0. 


Supponiamo,  per  fissare  le  idee,  che  il  cerchio  limite  sia  il 
cerchio  .rro  =  l  e  che  a=l.  Affinchè  la  ^trasformi  0  in  sé  stesso, 
deve  essere  y  =  i  X  (X  =  cost.  reale).  Se  il  punto  x  si  muove  en- 
tro i,  avvicinandosi  ad  A^  allora,  posto  .r  —  1=6-1-  ^  e,  la  b 
resta  negativa,  il  rapporto    ,    resta  compreso  tra  limiti  finiti,  e 

lim  b  =  lim  e  =^  0.  Ora,  posto  E=  u  -{-  iv.  si  trova  che  —  ==  —  -,- 

u  b 

resta   compreso    tra  limiti   finiti,  che    u  -{-  iv  =    ,r-  ^-„r- 

k       0^  -f- 

quindi  che    lim  u  =  lim 


.2  ' 


X    b 


=  co.    Poiché    evidente- 


mente 


rpp     _  1^         27r  d  TPx  _  _  2  ir  / ;J.        V 

li        «  "^  I  4-  2tc«p    X  '  d  t'  ?^     \^  +  27cèp/ 


sarà 


2ji 
X 


?[w=*>(2"7rp  +  t;r]' 


2^!" 

Xi 


(^+  n 


dove  C/"  =^  2j 


^[M«-H(2  7cp  -h»)^]"' 


F-Y  ^ 


Se  noi  supponiamo,  per  fissare  le  idee,  che  r  ^  0,  ne  abbiamo 
che  i  termini  della  serie    U  sono  minori    dei   termini  corrispon- 

denti   della   serie    (convergente)    S    9 )  •  La  serie  Uh  quindi 

uniformemente  convergente  ;  e,  per  trovarne  il  limite  per  u  =  00, 
si  può  passare  al  limite  termine  a  termine.  Si  trova  cosi  lim  ?7=  0. 
Studiamo  ora  la  serie 

co  1 


p=\ 


+  4..(p-^J 


Indico  con  ,  ,     ì  il    minimo   intero    non    inferiore    a    ,     .  La 
'  2  n  5  2  71 
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somma   V\  dei  primi  \        \  termini  della  serie  V  non  può  supe- 
rare evidentemente 

l^^Tzì  u'"—  [^Tz^    1  u'^       2n  u  u'"-'  '^  u'^' 

Per  calcolare  un  limite  superiore  della  serie   V  —  Vi,  si  os- 
servi che  per    p  >    <  ^  >  si  ha 


cosicché,  posto  9  =  o  -\-  l^y  i  ,  si  ha  che  ogni  termine  della  se- 
rie V  —  Fi  è  minore  o  uguale  al  termine  corrispondente  della 
serie 


co  -, 

w=y t 

fri  (u' -\-  4c  n'^  a2)p  * 


Cosicché  infine  si  ha: 

Come  sopra,  si  trova  che  lim  W  =  0.  E,  quindi,  poiché  —    è 
compreso  tra  limiti  finiti,  si  ha  lim  F  =  0.  E  quindi 


«=co 


d  T''  .r  ''       2  Tc  ''  r  . 
lim  S        ,  r       =     r        lim  U  -\-  lim  F 


=  0. 


All'identico  risultato  si  perviene  per  v  negativo. 


e.  d.  d. 


Dunque  31^  è  regolare  in  tutto  un  intorno  di  J.  e  si  annulla 
in  A.  Considerata  come  funzione  della  variabile  principale  t 
(pag.  263),  la  M.,  sarà  una  funzione  regolare  in  tutto  un  intorno  i' 
del .  punto  i  =  0  (e  si  annullerà  in  questo  punto).  Essa  sarà  dun- 
que sviluppabile  in  una  serie  di  potenze  ascendenti  della  t. 

/2  7:  iV 
Perciò  Q  =  ("~^^)    ^  M.,  e  in  i  uguale  a  una    serie   di  fun- 
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zioni  regolari  in  tutto  i:  questa  serie  (per  i  teoremi  dimostrati 
sulle  serie  9)  converge  assolutamente  e  uniformemente  in  qualsiasi 
porzione  di  i',  che  non  contenga  ne  all'interno,  né  sul  contorno 
il  punto  t  =  0.  Dunque  Q  non  ha  in  i'  nessun  punto  singolare, 
eccetto   al   più   il    punto  t  =  U.  Essa    è    dunque   sviluppabile    in 

(X) 

una  serie  V    a,  ^'.  Io    dico    che    a,  =  (^,  se  .v  <  —  1.   Infatti,  se 

s  ^  —  1,  si  ha:  2  t:  i  a,  =  |  Q^~^*  ^  '^d  <,  dove  l'integrale  è  esteso 
a  un  piccolo  cerchietto  y,  interno  a  i',  col  centro  nel  punto  t  =  0. 
Ma  lungo  questo  cerchio  la  serie  S  M,  converge  uniformemente; 
quindi  2  Ti/a.  =  \Q  r^'+'^  d  t  =  Z  j  M,  t'^"'^  d  t.  Poiché  M,  è 
regolare  in  tutto  i  ed  è  nulla  per  ^  =  0,  si  ha  /  M^  t~^''^^^  dt  =i). 
Quindi  a,  =^  0  per  s  <  —  1  come  avevamo  enunciato. 

Dunque  Q  è  una  funzione  regolare  in  tutto  i'  (che  è  anzi 
nulla  per  t  =  0). 

La  funzione  S  è  perciò  uguale  al  prodotto  di  (r  —  a)~-^  per 
una  funzione  uniforme  della  variabile  principale  t,  regolare  (ed 
anzi  nulla)  nel  punto  t  =  0  (ossia  nel  punto  x  =  a).  Dal  compor- 
tamento delle  serie  9,  si  deduce  che  una  funzione,  che  sia  quo- 
ziente di  due  serie  0,  ha  al  massimo  una  singolarità  polare  nel- 
l' intorno  di  un  punto  qualsiasi  di  un  campo  fondamentale  P, 
quando  vi  sia  considerata  come  funzione  della  corrispondente 
variabile  principale.  E  si  capisce  già  da  questo  fatto  che,  se  P 
ha  un  numero  finito  di  vertici,  le  funzioni  analitiche,  invarianti 
per  6r,  dedotte  con  le  serie  di  Poincaré,  sono  identiche  a  quelle, 
che  si  trovano  col  metodo  del  §  37. 

Poincaré  ha  trovato,  usando  la  teoria  dell'indicatore  loga- 
ritmico, una  elegante  relazione  tra  il  numero  degli  zeri,  e  quello 
degli  infiniti  di  una  serie  9  :  quanto  vi  è  per  noi  di  essenziale 
in  un  tal  risultato,  sarà  ottenuto  più  avanti  con  metodo  indiretto. 

Le  funzioni  invarianti  per  G  ottenute  con  i  metodi  del  §  37, 
oppure  i  quozienti  di  due  serie  9  dello  stesso  grado,  oppure  le 
funzioni  razionali  di  due  o  più  di   tali    quozienti,  godono    dun- 
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que  delle  seguenti  proprietà  (quando  un  campo  fondamentale  P 

di  G  ha  un  numero  finito  di  vertici): 

1.  Esse  sono  invarianti  per  il  gruppo  G. 

2.  Nell'intorno  di  un  punto  qualunque  A  di  P  o  di  un  punto 
equivalente^  esse  presentano  al  più  una  singolarità  polare,  quando 
vengano  considerate  come  funzioni  della  corrispondente  variabile 
principale. 

Tutte  le  funzioni,  che  godono  di  queste  due  proprietà,  si  di- 
ranno funzioni  fuchslane  (relative  al  gruppo  G). 

Una  funzione  fucìisiana  '^  (o  tma  funzione  B,  non  identicamente 
nulla)  non  può  possedere  infiniti  zeri  entro  un  campo  fondamen- 
tale P. 

Infatti  gli  infiniti  punti  A^,  A^^  .. .  .^  in  cui  0  o  (^  si  annul- 
lassero entro  P,  possiederebbero  almeno  un  punto  limite  A  entro 
0  sul  contorno  di  P,  che  sarebbe  un  punto,  in  cui  0  o  ^  possie- 
derebbero una  singolarità  non  polare.  Dunque  A  sarebbe  un 
punto  a:  =  a  lasciato  fisso  da  una  trasformazione  parabolica  T 
di  (t,  e  quindi  posto  sul  cerchio  limite  C.  Ora  nei  punti  Ai  (non 
equivalenti  rispetto  a  G)^  la  variabile  principale  t,  corrispondente 
al  punto  A^  prende  valori  distinti  ^j,  t.,^ ,  tendenti  a  zero. 

La  funzione  '^,  oppure  la  Q  =  {x  —  a)-p  0  sarebbero  funzioni 

uniformi   di  f,  nulle   per  t  =  t„t.,, ,  che  per  t  =  0  avrebbero 

al  massimo  una  singolarità  polare  :  ciò  che  è  assurdo,  perchè 
lim  ^^  =  0,  e  una  funzione  regolare,  o  dotata  al  più  di  una  sin- 
golarità  polare  per  ^  =^  0,  non  può  avere  infiniti  zeri  in  un  in- 
torno di  i  =  0. 

Ogni  funzione  z,  quoziente  di  due  serie  0,  invariante  per  G,  ed 
ogni  funzione  razionale  di  tali  funzioni  z,  (che  sarà  pure  inva- 
riante per  G)  0,  più  in  generale,  ogni  funzione  fuchsiana  riprende 
entro  uìi  campo  fondamentale  P  ogni  suo  valore  un  numero  finito 
di  volte  soltanto. 

La  dimostrazione  si  compie  in  modo  analogo  al  precedente. 
Preciseremo  anche  maggiormente  questi  risultati.  Consideriamo 
coinè  non  distinti  rispetto    al   gruppo  G  due   punti  equivalenti 
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rispetto  a  G.  Se  in  un  punto  A  la  funzione  09  —  h  (h  =  cost.) 
ha  uno  zero  di  ordine  m,  noi  diremo  che  in  A  la  ly  prende  m  volte 
il  valore  oo  (o  il  valore  h),  e  considereremo  A  come  la  sovrap- 
posizione di  m  punti  infinitamente  vicini,  in  cui  cp  ha  il  valore 
co  o  il  valore  h. 

Con  queste  convenzioni,  i  risultati  precedenti  si  possono  enun- 
ciare anche  cosi: 

Una  funzione  fuchsiana  9  riprende  ogni  suo  valore  in  un  nu- 
mero finito  di  punti  distinti  {rispetto  a  G)  (i  quali  punti  possono 
essere  tutti,  o  in  parte  infinitamente  vicini). 

Anzi  possiamo  dire  di  più: 

Una  funzione  fuchsiana  9  riprende  ogni  valore  lo  stesso  nu- 
mero di  colte. 

Questo  teorema  è  analogo  ad  un  noto  teorema  della  teoria  delle 
funzioni  razionali  su  una  data  superficie  di  Riemann;  e  si  di- 
mostra, come  vedremo,  precisamente  nello  stesso  modo.  L'uflScio, 
che  hanno  i  tagli,  che  rendono  semplicemente  connessa  una  su- 
perficie di  Riemann  è,  nel  caso  attuale,  adempiuto  dal  contorno 
di  un  poligono  fondamentale  P.  Siccome  le  funzioni  fuchsiane 
(f,  cp  —  h  {h  =  cost.  arbitraria)  hanno  gli  stessi  poli,  e  siccome 
9  =  ^  quando  9  —  ^  è  nullo,  basterà  dimostrare  che  una  fun- 
zione fuchsiana  ha  lo  stesso  numero  di  zeri  e  di  infiniti.  Per 
comodità  considereremo  (secondo  una  convenzione  fatta  più  so- 
pra) un  polo  di  ordine  ni  o  un  punto  regolare  come  un  infini- 
tesimo di  ordine  —  m,  o  di  ordine  0. 

Con  queste  convenzioni,  il  teorema  da  dimostrare  diventa  il 
seguente:  La  somma  degli  ordini  degli  infinitesimi  di  una  funzione 
fuchsiana  9  è  nulla. 

Sia  P  un  poligono  fondamentale;  poiché  punti  equivalenti 
per  G  non  si  considerano  come  distinti,  noi  potremo  limitarci 
a  studiare  quanto  avviene  in  questo  poligono.  Siano  ^,,-4,, ....,  ^t 
i  punti*  del  contorno  di  P,  che,  o  sono  vertici  di  P,  o  sono  zeri 
o  poli  effettivi  della  funzione  cp.  Noi  potremo  naturalmente  con- 
siderare tutti  questi  punti  come  vertici  di  P'.  naturalmente  però 
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i  lati  uscenti  da  uno  di  questi  vertici  possono  formare  un  an- 
golo piatto.  Sui  due  lati  ^i^,_,,  AfAi^-^  uscenti  da  un  punto  J.,- 
prendiamo  rispettivamente  due  punti  i^,-,  Ci  (*);  abbastanza  vicini 
ad  Ai,  in  guisa  tale  che,  se  i  lati  A^  -4,+i,  A,  A,j^i  di  P  sono  equi- 
valenti, i  punti  5^+1,  Gr  del  primo  siano  equivalenti  ai  punti 
-B,+i,  G,  del  secondo.  Congiungiamo  i^,-.  Gì  con  un  arco  di  cerchio 
Zf,  ortogonale  ai  lati  ^i-S,-,  ^.O,-.  Se  Bi,  Gf  sono  abbastanza  vicini 
ad  J.f,  noi  potremo  supporre  che  entro  il  piccolo  triangolo  cur- 
vilineo 5,.  limitato  dai  tre  archetti  Ai  Bf^  Ai  Gì,  Bf  Gì  la  funzione  cp 
non  abbia,  oltre  eventualmente  il  punto  Ai,  alcun  altro  zero  o 
polo  effettivo.  Indicheremo  con  P'  il  poligono,  che  si  ottiene, 
togliendo  da  P  tutti  i  triangoletti  5^. 
I  lati  di  P'  sono  di  due  specie  : 

1.  I  lati  della  prima  specie  sono  pezzi  dei  lati  di  P,  a  due 
a  due  equivalenti,  che  noi  indicheremo  con  \,^'i;^2,X2','Kj'^'a""ì 
in  guisa  che  i  lati  X,.,  X',.  sieno  tra  loro  equivalenti  rispetto  a  G. 

2.  I  lati  della  seconda  specie  sono  gli   archetti  Zi,  Z^,  .  .  .  .,  Z^. 
La  somma  degli  ordini  degli  infinitesimi  di  cp  entro  P'  è  data 

dall'integrale  /|''  esteso  a  tutto  il  contorno  di  P',  percorso  in 

guisa  da  lasciare  a  sinistra  i  punti  interni  di  P'.  Ora  in  punti 
corrispondenti  di  due  lati  X..,  X',.  la  ^  ha  lo  stesso  valore.  Se  M,  N 
sono  gli  estremi  di  X,-,  e  M',  N'  gli  estremi  equivalenti  di  X',.,  al- 
lora, se  X,.  è  percorso   nel   verso  M  N,  il  lato  X',.  è   percorso    nel 

verso  N' M'  {**).  Quindi,  nel  calcolo   dell'integrale   /  — "^  ,  i   lati 

X,-,  X',-  portano  contributi  uguali  e  di  segno  opposto,  che  si  eli- 
minano. Basterà  dunque  che  cerchiamo  quale  contributo  porta- 
no i  lati  Zi,  I2,  ..  .  .,  Zfc.  Sia  Af    uno  dei   vertici  Ai]  e  siano  p.  es. 


(*)  Se  k  è  il  numero  dei  vertici  di  P,  poniamo  ^j.  =  ^^ ,  B^  =  Bo, 
Ck  =  Go  ,  -lfc+i=  Al,  ecc. 

(**)  Infatti  la  trasformazione  che  porta  M  N  in  M'  N'  jiorterà  P  in 
un  poligono  equivalente  P".  Poiché,  percorrendo  X,-  nel  verso  M  N,  si 
lascia  P  a  sinistra,  allora,  percorrendo  X',-  nel  verso  M'  N',  si  lascia  P"  a 
sinistra  e  quindi  si  lascia  P  a  destra. 
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>1,  ,  ^,  ,  . .  .  . ,  A)  quelli  dei  vertici  A,  che  sono  equivalenti  ad  Ai 
ossia  formano  con  Ai  uno  stesso  ciclo,  e  non  si  devono  quindi 
considerare  come  punti  distinti  da  Ai  .  Come  abbiamo  già  detto  al 
§  86,  pag.  254,  noi  possiamo  rappresentare  i  triangoli  5,  ,  S,  ,  . ...,  8, 
sul  piano  della  corrispondente  variabile  principale  t  in  altret- 
tanti triangoletti,  che,  presi  insieme,  formino  un  unico  cerchietto 
col  centro  nel  punto  t  =  0.  Gli  archetti  immagine  di  Z,.  ,  Z,^ ,  ....,  Z, 
costituiscono  la  periferia  s  di  questo  cerchietto;  e  se  noi  ricor- 
diamo che  li  deve  essere  percorso  in  guisa  da  lasciare  P  a  sini- 
stra, ossia  Ai  a  destra,  vediamo  facilmente  che  il  verso  corrispon- 
dente, secondo  il  quale  resta  percorso  5,  è  quello,  che  lascia  a 
destra  il  punto  t  =  0,  immagine  dei  punti  Ai  ^  Ai  ,.,..,  Ai  .  La 
somma  dei  contributi  portati  dagli  archetti  Z,-  ,  Z,  ,  ....,  Z,-  nel  cal- 
colo di  /  ^  è  uguale  quindi  all'  integrale  /  --^  ,  esteso  all'  ar- 
chetto ut,  percorso  in  guisa  da  lasciare  a  destra  il  punto  ^  =  0. 
Sia  —  Y  il  valore  di  questo  integrale  ;  per  un  noto  teorema  della 
teoria  delle  funzioni  di  variabile  complessa,  abbiamo  che  la  cp, 
considerata  come  funzione  della  variabile  principale  <,  avrà  nel 
punto  ^  =  0  un  infinitesimo  di  ordine  y.  (Se  y  =  0,  o  se  y  è 
negativo,  il  punto  ^  =  0  sarebbe  un  punto  di  regolarità,  o  un 
polo,  conformemente  alle  nostre  convenzioni).  Quindi,  ricordando 
le  definizioni  da  noi  date  più  sopra,  avremo  che  i  punti  Ai  ,  ...,  Ai 
(che  non  si  debbono  considerare  come  distinti,  perchè  sono  equi- 
valenti rispetto  a  G)  equivalgono  per  la  rp  a  un  infinitesimo  di 

^  "^  ,  esteso  al  contorno  di  P',  os- 
sia la  somma  degli  ordini  degli  infinitesimi  della  y  entro  P',  è 
uguale  alla  somma  degli  ordini  degli  infinitesimi,  che  la  9  ha 
nei  punti  A^,  A^,  ....,  A^,  cambiata  di  segno.  Questi  punti  non 
appartengono  a  P',  ma  appartengono  a  P.  In  ogni  altro  punto, 
esterno  a  P',  ma  appartenente  a  P,  la  9,  per  definizione,  non  può 
avere  ne  zeri,  ne  infiniti.  Quindi  :  la  somma  degli  ordini  degli 
infinitesimi,  che  '^  ha  in  J*',  è  uguale  alla    somma,  cambiata  di 
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segno,  degli  ordini  degli  infinitesimi,  che  rp  ha  nei  punti  di  P, 
non  appartenenti  a  P'.  Ossia  la  somma  degli  ordini  degli  infi- 
nitesimi, che  '-p  ha  in  tutto  il  poligono  P  (cioè  nel  poligono  P'  e 

nei  punti  A),  è  nulla. 

e.  d.  d. 

Il  precedente  teorema  ci  permette  di  dimostrare  il  primo  dei 
seguenti  due  teoremi  fondamentali  per  le  funzioni  fuchsiane: 

Due  funzioni  fuchsiane  "p,  'pi,  corrispondenti  allo  stesso  gruppo  G, 
sono  sempre  legate  da  una  relazione  algebrica  (a  coejEfìcienti  co- 
stanti). 

Infatti,  se  9  riprende  entro  C  ogni  valore  k  volte,  a  ogni 
valore  di  9  corrisponderanno  le  valori  di  i-^,,  (distinti  o  coinci- 
denti tutti  o  in  parte).  Ogni  funzione  simmetrica  O  di  questi  Te 
valori  è  perciò  una  funzione  uniforme  di  cp,  che  evidentemente 
in  nessun  punto  può  avere  una  singolarità  essenziale,  ed  è  quindi 
una  funzione  razionale  di  ^.  Se  dunque 

Ti  +  «1  cpj-'  -f +  afc_i  9j  -f  a^  =  0 

è  l'equazione,  che  determina  questi  k  valori  di  ^i,  le  a  sono  fun- 
zioni razionali  di  9. 

e.  d.  d. 

Consideriamo  ora  due  funzioni  fuchsiane  2i,  z.2,  ciascuna  delle 
quali  sia  quoziente  di  due  serie  9,  oppure  sia  una  funzione  ra- 
zionale di  tali  quozienti.  Esse  saranno  legate  da  una  relazione 
algebrica  X  (Zi^z.^=0^  individuante  una  superfìcie  Riemanniana  F. 
A  ogni  punto  di  P  corrisponde  un  valore  di  Zj,  e  uno  di  z.^.,  e 
quindi  un  punto  di  F.  E,  considerando  al  solito  come  non  di- 
stinti punti  di  P  equivalenti  rispetto  a  G,  la  corrispondenza  è 
continua.  Se  dunque  :p  è  una  qualsiasi  funzione  fuchsiana,  essa 
si  potrà  considerare  come  una  funzione  della  superficie  F.  Io 
dico  che  si  possono  scegliere  z^^  z^  in  guisa  che  ogni  funzione 
fuchsiana  9  sia  una  funzione  razionale  della  superficie  Rieman- 
niana  F^  ossia  una  funzione  razionale   delle   due  variabili  2,,  23, 
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legate  dalla  \  [z^^  z.^)  =  0]  ne  risulterà  dimostrato  contemporanea- 
mente che  ogni  funzione  fuclisiana  si  può  esprimere  razionalmente 
per  mezzo  di  funzioni  0. 

Infatti  dal  teorema  precedente  sappiamo  che  9  è  una  funzione 
algebrica  di  2,  e  di  z...  Basterà  dunque  dimostrare  che  si  possono 
scegliere  2,,  z.,  in  guisa  che  ogni  funzione  fuchsiana  ^  abbia  un 
solo  valore  in  un  punto  generico  Zi  =  ce,  z-z  =  ^  di  jP,  ossia  che 
esista  in  P  un  solo  punto  (quando  punti  equivalenti  di  P  si 
considerino  come  non  distinti),  in  cui  le  funzioni  z„  z.^  assumono 
un    sistema    generico    di    valori   2,  =  ce,  z.,  =  ^.  Ora    sia  x  =  [x,, 

X  =  [x.,-1 1  ■'f  "=  V-h  ^m  sistema   di    punti    distinti,  in   cui  la  2, 

(scelta  comunque  come  quoziente  di  due  serie  ì  dello  stesso  grado) 
assume  il  valore  generico  2,  ==  a.  Potremo  costruire  due  funzioni 
0,,  0^,  di  uno  stesso  grado  p,  la  prima  delle  quali  diventi  infinita 

soltanto  per  3"  ^^  [a,,  mentre  la  seconda  resti    finita  e  differente 

9 
da  zero    per  .r  =  jx,,  . .  .  .,  •'■  =  (A/.  (*)•  Allora  22  =  ^-  è  infinita  nel 

.  ? 

punto  j"  =  {!„  e  non  è  infinita  in  alcuno  dei  punti  x  =  [x-j,  .  .  .  ., 

X  ==  [Xft.  Esiste  dunque  in  P  un  solo  punto,  in  cui  2,  =  a,  2.^  =  cxt. 

e.  d.  d. 

Più  avanti  (§  47)  dimostreremo  con  altro  metodo  un  teorema, 
che  comprende  il  precedente  come  caso  particolare. 

Quindi  : 

Ogni  funzione  fuchsiana  è  una  funzione  razionale  di  2,,  2j 
(e  quindi  si  può  esprimere  razionalmente  mediante  serie  H). 

Dalia  precedente  dimostrazione  segue  di  più  che  un  punto  ge- 
nerico di  i*^  corrisponde  a  un  punto  e  uno  solo  di  P,  quando  non  si 
considerino  come   distinti   punti  di  P,  equivalenti  rispetto  a  G. 

Perciò  la  superficie  Riemanniana  F,  o,  ciò  che  è  lo  stesso, 
una  superficie  i  cui  punti  sono  in  corrispondenza  analitica  biuNÌ- 


(•)  La  esisten/a  di  una  tale  funzione  Q.,  si  diniosti-a  con  metodi  affatto 
simili  a  (|uelli  usjiti  al  $  41,  pag.  288. 
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vaca  coi  punti  di  F  si  può  costruire,  piegando  P  in  guisa,  che 
punti  equivalenti  del  suo  contorno  vengano  a  coincidere.  Ecco  cosi 
un'  altra  volta  ancora  ritrovata  la  tanto  fondamentale  analogia 
tra  le  superficie  Riemanniane  e  i  campi  fondamentali  con  un  nu- 
mero finito  di  vertici! 

Le  funzioni  razionali  di  F  non  sono  che  le  funzioni  fuchsiane 
le  quali,  come  dicemmo,  si  possono  esprimere  tutte  razionalmente 
mediante  le  serie  9. 

E  dal  fatto  che  i  punti  di  F  sono  in  corrispondenza  biuni- 
voca coi  sistemi  di  punti  di  i?',  tra  loro  equivalenti,  si  deduce 
facilmente  che:  Le  funzioni  uniformi  di  ,r,  invarianti  per  Gj  non 
sono  altro  che  le  funzioni  uniformi  sulla  superficie  Jiiemanniana  F. 

La  Xi  considerata  poi  come  funzione  dei  punti  della  superfì- 
cie F,  immagine  di  P,  è  una  funzione  a  infiniti  valori  su  P, 
tale  che  da  uno  dei  suoi  valori  si  passa  a  ogni  altro  mediante 
una  trasformazione  lineare  (del  gruppo  G).  Questa  funzione  x 
dei  punti  di  P  è  però  monodroma  in  ogni  porzione  semplice- 
mente connessa  di  F.  Essa  si  può  quindi  considerare  come  una 
generalizzazione  degli  integrali  abeliani.  L' unica  differenza  è 
questa:  un  integrale  abeliano  aumenta  soltanto  di  una  costante, 
quando  si  attraversa  uno  dei  tagli,  che  rendono  semplicemente 
connessa  la  F]  la  funzione  x  subisce  invece  una  trasformazione 
lineare.  Di  più  le  coordinate  ^j,  z^  dei  punti  della  curva,  di  cui 
F  è  immagine,  sono  funzioni  uniformi  (fuchsiane)  di  a;,  appunto 
come  le  coordinate  dei  punti  di  una  curva  di  genere  1  sono 
funzioni  uniformi  (ellittiche)  dell'  integrale  abeliano  di  prima 
specie.  La  questione  di  riconoscere  se  per  ogni  curva  f  (^,  yj)  =  0 
si  possa  trovare  un  parametro  x^  in  guisa  che  ^,  yj  siano  funzioni 
fuchsiane  uniformi  di  x^  è  caso  particolare  di  una  questione,  che 

tratteremo  più  tardi.  (Gap.  12). 

d  z 
Consideriamo   ora  la  -^  .  Poiché  z^  è  invariante  per  G^  que- 
a  X 

sta  derivata,  quando    la  x  subisce   una   trasformazione   T  di  G, 

sarà  moltiplicata   per  l' inversa  del  lacobiano  D  (x)  di  T.  Quindi 

/ d  z  \^ 
la  funzione  (  j-~)    si  comporta,  rispetto  al  gruppo  G^  come  una 
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funzione  9  (/*,  p^  x)  (cfr.  la  (7)  del  §  39,  pag.  272).  Sia  ora  M  una 
qualsiasi  funzione  uniforme  della  x,  che  soddisfi  alla  M{Tx)  = 
=  M  {x)  D~''  (x),  e  che  nei  singoli  punti  di  E'  abbia  uno  svi- 
luppo in  serie  della  stessa  natura    di  quello,  che   noi  in  questo 

paragrafo  abbiamo  trovato  per  le  serie  0.  Allora  si  riconosce  fa- 

M       , 

cilmente  che      ,  — j  è  una  funzione  fuchsiana,  e  quindi  è  espri- 

Vdxì 

mibile  razionalmente  mediante  serie  9.  E  altrettanto  avverrà  di 

"2 — ^' ,  se  9*,  Bki-p  sono  funzioni  9  di  grado  1c^1c-{-p  (dove  Jc  è  cosi 

grande,  da  assicurare  la  convergenza   delle  serie  9^.):  altrettanto 

(d z  \''     6. 
,   -]      n  *  •  Dunque: 
a  X  /      Ok_^.p 

Ogni  funzione  M  uniforme  della  o),  che  soddisfi  alla  M{Tx)  = 
=  M{x)  D'' ix)  (p  intero);  e  che  in  ogni  punto  di  R  si  comporti 
come  una  funzione  9,  è  una  funzione  razionale  di  serie  9.  Ciò  che 

avviene  in  particolare  per  i      M  (*). 

Ogni  tale  funzione  M  si  può  scrivere  evidentemente  sotto  la 
j~)  ?j  dove  p  indica  una  funzione  fuchsiana  ossia  una 
funzione  razionale  di  z^,  Z2. 

In  particolare  dunque  per  studiare  il  comportamento  su  F 
della  M,  o  in  particolare  di  una  funzione  B,  basta  studiare  quello 

(d  z  Y  . 
,  M  ,  in  quanto  che  sappiamo  già  che  p  è  soltanto  una  fun- 
zione razionale  su  F.  Cosi  p.  es.  dal  fatto  che  p  ha  tanti  zeri 
quanti  infiniti,  si  deduce  che  la  differenza  5  tra  il  numero  degli 
zeri  e  quello  degli  infiniti  di  M,  e  in  particolare  di  una  funzione  B 
di  grado  p^  è  uguale  alla   differenza  tra  il   numero   degli  zeri  e 

(d  z  Y 
,  -\  e  dipende  quindi  soltanto  dal  gruppo 

G  e  da  p.  Anzi  S  è  proporzionale^  se  G  resta  fisso,  al  numero  p. 
Una  più  precisa  determinazione  di  questo  numero  5  è  stata  fatta 


(*)  Uno  stiidio  pifi  appi'ofondito  di  questo  teorema  si  trova,  con  me- 
todo differente,  svolto  nelle  Memorie  originali  di  Poincaré.  -    ..^ 
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da  Poincaré,  studiando  l'integrale  i -^ -,  esteso  al  contorno  di 
un  poligono  fondamentale  P.  Notiamo  infine  che  i  risultati  ot- 
tenuti nell'ultima  parte  di  questo  paragrafo  furono  soltanto  di- 
mostrati nell'ipotesi  che  un  campo  fondamentale  non  abbia  un 
numero  infinito  di  lati.  Lo  studio  di  quest'ultimo  caso  presenta 
difficoltà  assai  gravi  (*),  finora  insormontate. 

Risultati  perfettamente  analoghi  valgono  per  i  gruppi  fuchsia- 
ni  (t,  per  cui  C  non  è  linea  singolare,  e  in  generale  per  i 
gruppi  kleiniani  O  (pr.  dis.)  il  cui  campo  fondamentale  ha  un 
numero  finito  di  lati.  In  particolare  anche  in  questi  casi  vale  il 
teorema  seguente  (che  si  potrebbe  del  resto  dedurre  dai  risul- 
tati del  §  37). 

Le  funzioni  uniformi  invarianti  per  G  non  sono  che  le  fun- 
zioni uniformi  sulla  superficie  Riemanniana  F,  che  si  ottiene  pie- 
gando un  poligono  fondamentale  P  in  guisa  che  punti  equivalenti 
del  contorno  di  C  vengano  a  coincidere.  Le  funzioni  razionali  su  F 
non  sono  che  quelle  funzioni  uniformi,  invarianti  per  G,  che  in 
ogni  punto  A,  considerate  come  funzioni  della  corrispondente  va- 
riabile principale,  non  hanno  singolarità  essenziali,  e  so?io  tutte 
razionalmente  ottenibili  mediante  funzioni  0.  Queste  funzioni  si  di- 
cono le  funzioni  fuchsiane  (o  Meiniane)  corrispondenti  al  gruppo  G. 

%  45.  —  Particolari  funzioni  fuchsiane  e  kleiniane. 

Tra  queste  funzioni  sono  specialmente  notevoli  quelle  che  sono 
invarianti  per  un  gruppo  G  di  movimenti  euclidei;  tra  queste 
le  più  conosciute  sono  le  funzioni  invarianti  per  un  gruppo,  che 


(*)  Le  difficoltà  che  si  incontrano  provengono  p.  es.  da  ciò  che  è  dif- 
ficile studiare  il  comportamento  delle  serie  %  in  quei  vertici  di  P,  che 
sono  punti  limiti  di  infiniti  altri  vertici  di  P.  La  superficie  Riemanniana 
F,  immagine  di  P,  potrebbe  avere  un  genere  infinito.  Così  pure  non  si 
potrebbe  dimostrare  (almeno  coi  metodi  j>recedenti)  che  una  funzione 
fuchsiaua  ha  in  F  tanti  zeri  che  infiniti  ecc. 
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ha  come  campo  fondamentale  un  parallelogrammo  if,  i  cui  lati 
opposti  sono  equivalenti.  Un  tale  gruppo  G  è  formato  di  tras- 
formazioni del  tipo 

x'  =  X  -\-  mtd -];-  n  (à 

dove  m,  n  sono  interi  (variabili  da  trasformazione  a  trasforma- 
zione) ed  0),  0)'  sono  costanti  del  gruppo,  il  cui  rapporto  è  com- 
plesso. Le  funzioni  corrispondenti  sono  le  funzioni  ellittiche  di 
periodi  w,  w'.  Se  f{x)  è  una  tale  funzione,  anche  f  {x)  è  ancora 
una  funzione  ellittica  di  periodi  w,  w';  tra  due  funzioni  ellittiche 
f{x)^  (p  {x)  cogli  stessi  periodi  passa  una  relazione  algebrica.  Se 
il  dare  i  valori  di  f  {x\  ^{x)  individua  il  punto  corrispondente 
di  A',  allora  la  superficie  riemanniana  F,  immagine  della  equa- 
zione algebrica,  che  lega  /*,  (p,  è  in  corrispondenza  biunivoca  coi 
punti  di  A",  quando  al  solito  non  si  considerino  come  distinti 
punti  equivalenti  del  contorno  di  K.  Ogni  funzione  ellittica  di 
x^  coi  periodi  (o,  w',  p.  es.  f  sarà  funzione  razionale  di  F.  Ora,  se 
noi  pieghiamo  K  in  guisa  che  punti  equivalenti  del  suo  con- 
torno vengano  a  coincidere,  otteniamo  evidentemente  una  super- 
fìcie del  tipo  del  toro^  cioè  una  superfìcie  di  genere  1.  Le  f'{x),rp(x) 
saranno  dunque  legate  da  una   relazione    algebrica  H  (/*,  9)  =  0 

di  genere  1.  La  x  considerata  come   funzione  dei  punti  di  i^  è 

dx        1  1 

una  funzione  sempre  fìnita,  tale  che  ^-7.  ^  -^,.  Ma    -,  è   una   fun- 

'  df        f  f 

zione  razionale  su  F.  La  x  sarà  dunque  un  integrale  abeliano 
di  prima  specie  su  F,  i  cui  periodi  sono  w,  w'. 

La  teoria  degli  integrali  abeliani  insegna  che  viceversa  le 
funzioni  razionali  su  una  superficie  di  genere  1  sono  funzioni 
ellittiche  del  corrispondente  integrale  abeliano  di  prima  specie, 
il  quale  è  determinato  a  meno  di  un  fattore  costante. 

Altre  notevoli  funzioni  si  ottengono,  partendo  dai  gruppi  del 
§  34  (pag.  226)  e  specialmente  del  §  36  (pag.  239).  Il  campo 
fondamentale  K  di  uno  di  questi  gruppi'G'  è  somma  di  due  po- 
ligoni P,  F  adiacenti,  a  lati  circolari,  aventi  a  comune    un  lato 

SI 
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A^  ^„,  e  trasformati  l'uno  dell'altro  nell'inversione  per  raggi 
vettori  reciproci  T  definita  da  questo  lato.  Noi  potremo  anzi 
trasformare  G  e  ^mediante  una  inversione  per  raggi  vettori 
reciproci  per  modo  che  A^  A„  sia  l'asse  reale  del  piano  della  x. 
Se  A^,  A.j  . . .  .,  A„_i  sono  i  residui  vertici  di  P,  e  A'2,  A'^,  ...., 
A'„_i  sono  i  vertici  corrispondenti  di  P',  il  campo  K  possiede 
gli  n  cicli  di  vertici  (non  accidentali)  formati  rispettivamente 
dal   vertice    A^ ,    dai   vertici    Ai   e    A\  (i  =  2,  3,  . . . . ,  w  —  1),   e 

dal    vertice  A„.  Noi    indicheremo  con  ~  ,  — -, ,  -_  -  (l.  =  nu- 

mero  intero)  la  somma  degli  angoli  di  K  in  ciascuno  di  questi 
cicli.  Il  poligono  il  è  evidentemente  di  genere  zero;  esiste  quindi 
una  funzione  2,  invariante  per  6r,  che  in  K  assume  una  e  una 
sola  volta  ogni  suo  valore.  Se  £c  =  a  è  un  punto  del  lato  A^  A„ 
noi  potremo  trovare  una  funzione  z^,  funzione  lineare  di  z,  la 
quale  diventi  in  K  infinita  nel  solo  punto  ^  =  a,  in  guisa  che 
Z-r=z^  —  ^  sia  regolare  in  iT,  e  reale  nel  punto  x  ==.  a.  La 

z^  assumerà,  come  la  z,  ogni  suo  valore  una  e  una  sola  volta 
in  Z",  e  sarà  invariante  per  G.  In  punti  equivalenti  del  contorno 
diiir(cioè  trasformati  l'uno  dell'altro  per  la  T)  la  ^j  riprenderà 
lo  stesso  valore  ;  e  altrettanto  avviene  di  R{x  —  a)  (*).  Quindi 
K  (Z)  assume  lo  stesso  valore  in  punti  del  contorno  di  K,  tras- 
formati l'uno  dell'altro  per  mezzo  della  T;  e,  poiché  essa  è  una 
funzione  armonica  regolare  in  Kj  essa  assumerà  lo  stesso  valore 
anche  in  punti  di  P,  P'  interni  a  K,  e  corrispondenti  rispetto 
alla  T.  Ma,  poiché  per  ipotesi  /  (Z)  è  nulla  in  as  :=  a,  e  i  due 
poligoni  P,  P'  sono  simmetrici  rispetto  all'  asse  reale,  la  fun- 
zione /  (Z) ,  coniugata  di  R  {Z),  assumerà  valori  uguali  e  di 
segno  opposto  in  punti  corrispondenti  di  P,  P'.  In  altre  pa- 
role la  Z.  e  quindi    anche    la   z.  =  Z -j-  assumerà    valori 

'a?  —  a 


(*)  Secondo  conveuzioni  già  usate,  con  R  {^)  e  I  ({i)  indico  la  parte 
reale  e  il  coefficiente  della  parte  immaginaria  di  una  qualsiasi  quantità 
complessa  ja. 
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iinmap;iiiarii  coniugati  in  punti  corrispondenti  di  P,  1*'  e  quindi 
valori  reali  in  tutto  il  segmento  A,  A„.  Ma,  poiché  la  z,  ha  valori 
uguali  in  punti  corrispondenti  del  contorno  di  /l,  anche  8U  questo 
contorno,  ossia  su  tutto  il  contorno  di  P  e  P*,  la  z^  avrà  valori  reali. 
Ora  sul  contorno  di  P  la  2,  è  naturalmente  continua,  e,  come 
sappiamo,  non  può  assumere  due  volte  lo  stesso  valore.  Ciò  è 
soltanto  possibile,  se  la  z^  assume  ogni  valore  reale  da  —  oa  a 
-|-  e  una  e  una  sola  volta,  quando  si  descriva  il  contorno  di  P. 
Altrettanto  avverrà  sul  contorno  di  P.  Poiché  poi  la  z^  assume 
in  K  una  e  una  sola  volta  ogni  valore  (quando  non  si  conside- 
rino come  distinti  punti  equivalenti  del  contorno  di  iT),  la  z^ 
non  potrà  assumere  alcun  valore  reale  entro  P,  o  P.  Quindi  in  uno 
dei  poligoni  P,  P',  p.  es.  in  P,  la  z^  assumerà  una  volta  ogni 
valore,  per  cui  /(2,)>0.  In  P  la  2j  assumerà  una  volta  ogni 
valore,  per  cui  I {z^)  <^  0. 

Il  poligono  P  sarà  dunque  rappresentato  conformemente  e 
biunivocamente  su  quel  semipiano  ^  della  variabile  complessa  2j, 
per  cui  /(2,)^0.  Il  contorno  di  P  avrà  per  immagine  l'asse 
reale  di  x.  La  rappresentazione  sarà  regolare  dappertutto,  eccetto 
che  nei  vertici  ^4,,  A^, .  . ..,  -4,  di  P,  che  corrisponderanno  a  certi 
punti  2,  =  ^1,  2,  =  a^,  .  .  . .,  2i  =  a„  dell'asse  reale  di  p. 

E  viceversa,  se  noi  partissimo  dal  problema  della  rappresen- 
tazione conforme  di  un  semipiano  p  su  un  poligono  A^  Ag ....  il,, 

a  lati  circolari,  di  angoli  rispettivamente  uguali  a  ^  ,  ;  ,  ..^.,  j-, 

giungeremmo  per  nuova  via  alle  speciali  funzioni  automorfe,  di 
cui  qui  ci  siamo  occupati. 

§  46.  —  Funzioni  fuohsiane  o  kleiniane  legnate  da  una  relazione 
alg^ebrica.  Il  teorema  di  diramazione. 

Tutte  le  funzioni  fuchsiane  o  kleiniane  corrispondenti  a  uno 
stesso  gruppo  G  fuchsiano  o  kleiniano  sono  a  due  a  due  legate 
da  una  relazione  algebrica.  E  noi  ci  poniamo  la  domanda: 

Quando  avviene  che  due  funzioni   kleiniane  (o  in  particolare 
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fuchsiane)  f,  qj,  invarianti  per  gruppi   anche  distinti  G,  G^,  sono 

legate  da  una  relazione  algebrica  F  (f,  9)  =3  0  ? 

Indicheremo  con  G  e  con  G^  proprio  i  più  ampii  gruppi  di 
trasformazioni  lineari,  che  trasformano  in  se  stesse  rispettiva- 
mente le  f,  cp.  Indicheremo  poi  con  G^  il  massimo  sottogruppo 
comune  a  (x  e  a  6^^  (che  contiene  almeno  la  trasformazione  iden- 
tica). Il  gruppo  6^2  ^^^^  il  gruppo  di  tutte  le  trasformazioni 
•lineari^  che  lasciano  invariata  tanto  la  f,  che  la  9.  Le  funzioni 
/*,  9  dovranno  naturalmente  avere  a  comune  il  campo  K  di  esi- 
stenza, il  quale  sarà  ricoperto  tanto  da  una  rete  di  campi  fon- 
damentali per  (r,  quanto  da  una  rete  analoga  per  G^. 

Consideriamo  ora  la  F  (/",  cp)  ==  0  come  un'  equazione  alge- 
brica nella  /";  e  ne  siano  /",(«=:  1,  2,  ...  .,  m)  le  radici.  Se  noi 
applichiamo  alla  9  le  trasformazioni  di  6^^,  la  9  resta  invariata, 
e  le  fi  dovranno  quindi  permutarsi  tra  di  loro.  Ma,  poiché  il 
numero  delle  possibili  permutazioni  su  un  numero  finito  m  di 
•quantità  /"<  è  finito,  esisterà  in  G^  un  sottogruppo  G\  di  indice 
finito,  che  trasformerà  in  se  stessa  ciascuna  delle  /"f,  e  quindi 
lascierà  invariante  la  f.  Dunque  G\  è  un  sottogruppo  di  G^;  e 
quindi  a  fortiori  G^  è  un  sottogruppo  di  indice  finito  in  G^, 
Similmente  si  dimostra  che  G^  è  un  sottogruppo  di  indice  finito 
in  G.  E  quindi: 

Condizione  necessaria  affinchè  f,  cp  siano  legate  da  una  relazione 
algebrica,  è  che  G  e  G^  abbiano  a  comune  la  regioìie  coperta  da 
una  rete  di  campi  fondamentali,  {in  cui  esistono  le  f,  9)  e  abbiano 
a  comune  un  sottogruppo  G^  di  indice  finito. 

Viceversa,  se  queste  condizioni  sono  soddisfatte,  e  se  G^  ha 
un  campo  fondamentale  con  un  numero  finito  di  vertici,  le  f,  9 
sono  funzioni  invarianti  per  G^]  le  quali,  per  i  teoremi  del  §  44 
(pag.  316),  sono  legate  da  una  relazione  algebrica.  La  precedente 
condizione  risulta  quindi  sufficiente,  quando  si  ammetta  di  più 
che  G^  possiede  un  campo  fondamentale  con  un  numero  finito 
di  vertici. 

Questa  ultei:iore    condizione  è  certamente   soddisfatta,  se  al- 
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meno  uno  dei  gruppi  6r,  G^  possiede  un  campo  fondamentale 
dotato  di  un  numero  finito  di  vertici  :  ciò,  che  è  conseguenza 
(cfr.  anche  pag.  329)  dell'osservazióne  fatta  al  §  26  (pag.  161)  sui 
campi  fondamentali  di  un  gruppo,  che  sia  sottogruppo  di  indice 
finito  di  un  altro  gruppo  F. 

Cosi  possiamo  anche  porci  la  seguente  questione: 
Sia  f  {x)  una  funzione  Meiniana  (o  fuchniana)  invariante  per 
un  gruppo  Meiniano  (o  fuchsiano)  G.  Per  quali  trasformazioni  T 

x'  ^Tx  =  ^^^^^         (a5  — ^r  =  l) 

avviene  che  le  funzioni  f  (jc),  ^i  (x)  =  f  (°^^'^^\  sono  legate  da 
una   relazione  algebrica'^ 

Evidentemente    la  funzione  m(x)  =  f  (~^~V  t  )   è   invariante 

^  '  \YX  -\-  5/ 

per  il  gruppo  T~^  G  T.  La  condizione  necessaria  e  sufficiente  cer- 
cata è  (almeno  nel  caso  che  G  abbia  un  campo  fondamentale 
con  un  numero  finito  di  vertici)  che  i  gruppi  G  e  T  G  T~^  (o, 
ciò  che  è  lo  stesso^  i  gruppi  T~^G  T  e  G)  abbiano  comune  un  sot- 
togruppo di  indice  finito. 

Esempio  I.  —  G  sia  il  gruppo  generato  dalla 

x'  ^^  X  -\-  m  (1)  -\-  n  oy' 

dove  w,  n  sono  interi  variabili  da  trasformazione  a  trasforma- 
zione, 0)  ed  w'  sono  costanti  il  cui  rapporto  è  complesso.  Il  pa- 
rallelogrammo del  piano  della  x,  i  cui  vertici  sono  i  punti 
(0,  0),  0)',  w  -[-  0)')  è  un  campo  fondamentale  per  G.  Sia  f  (x)  una 
funzione  ellittica  corrispondente  a  un  tale  gruppo.  Sia  T  la 
trasformazione  x  =  x-{-  a  {a  =  cost.  qualunque).  Evidentemente 
T  è  permutabile  con  tutte  le  trasformazioni  di  (7;  e  i  gruppi 
G,  TGT~^  coincidono.  Quindi  f{x)  ed  f{x-{-a)  sono  funzioni 
algebriche  l' una  dell'  altra  ;  in  ciò  consiste  il  celebre  teorema  di 
addizione  delle  funzioni  ellittiche. 

Esempio  II.  —  Ci  riferiamo  allo  stesso  gruppo  G  dell'esempio 
precedente.  Sia  j;  una  costante.  Quando  avverrà  che  f{x)  e  f{px) 
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sono  legate  da  una  relazione  algebrica?  Il  gruppo  (r  e  il  gruppo 
delle  X  =iX  A;-'p  (w  w  -|-  w  w')  dovranno  avere  un  sottogruppo  F 
di  indice  finito  comune.  Esisteranno  quindi  dei  numeri  interi 
X,  jjt,  V,  p,  X',  [x',  v',  p'  tali  che  X  p  —  |x  v  4=  0,  X'  p'  —  (V  v'  4=  0,  e  che 
X  (1)  -f-  [A  w'  =  jp  (X'w  -{-  M-'^');  V  w  -L  P  0/  =-  i?  (v'  (I)  -|-  p'  w').  A  queste 
due  equazioni  si  possono  evidentemente  sostituire  due  equazioni 
equivalenti  del  tipo  : 

L  iV  w  =  _p  (X  <D  -[-  [i  w') 
(a)  /         1         'N       (-V,X,[x,v,p  interi;  Xp  —  |xv  4=  0) 

(  iV(i)  ==  j?  (v  w  -f-  p  (o) 


donde  si  trae 

0) 

w 


*)  «'(^+1^:)=^+? 


w 


Se  —  è  generico,  esso  non  soddisfa  ad  alcuna  equazione  non 
identica  a  coefficienti  interi,  cosicché  sarà  |x  ^  v  =  X  —  p  =  0. 
E  quindi  p  =  sarà  un  numero  razionale.  Viceversa,  invertendo 
i  precedenti  ragionamenti,  si  trova  che  f  {x)  &  f  (p  oc)  sono  sem- 
pre legate  da  una  relazione  algebrica,  se  jj  è  una  costante  ra- 
zionale.   Se    invece        soddisfa  a    un'  equazione    non    identica    a 

coefficienti   interi    l  (     j  -\-  m.      -j-  n  r=  0  (l,  m,  n  interi  primi  tra 

di  loro),  questa  equazione  sarà  unica,  perchè  -  è  puramente 
immaginario  ;  e  in  tal  caso  soltanto  potranno  esistere  delle  co- 
stanti p  non  razionali,  tali  che  f  {x),  f  {p  x)  sieno  legate  da  una 
relazione  algebrica. 

In  ciò  sono  contenuti  il  teorema  sulla  moltiplicazione  del- 
l' argomento  delle  funzioni  ellittiche  generali  ed  i  principii  della 
teoria  delle  funzioni  ellittiche  a  moltiplicazione  complessa. 

Esempio  III.  —  Il  gruppo  g  delle  trasformazioni  lineari  intere 
omogenee  a  coefficienti  interi  razionali,  che  trasforma  in  sé  stessa 
la  forma  quadratica  '^  ■■=  p  y\  -{-  q  yl  —  f  yl  (p,  q,  >*  interi  razio- 
nali positivi),  ossia  il  gruppo  aritmetico  riproduttore  della  ^,  in- 
dividua un  gruppo  fuchsiano   G  sulla  variabile 

a;  ==   V^'  ^3  —  VPI/i  ^ 
vi  Vi 
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Sia  ()'  il  gruppo  generato  dalle  trasformazioni 

a  coefficienti  «.^  razionali  (interi  o  fratti),  che  trasformano  la  'J^ 
in  se  stessa.  La  t~'  sia  definita  dalle 

y'i  =  2  A,n  Vn, 

e  sia  l  il  più  piccolo  intero  positivo,  tale  che  l  ttf^,  l  A(^  siano 
numeri  interi.  (Il  numero  l  varierà  al  variare  della  t  in  g).  Al 
gruppo  g  corrisponderà  un  gruppo  G'  di  trasformazioni  lineari 
sulla  X.  Se  y\  =  S  &,.j  y^  è  una  qualsiasi  trasformazione  w  di  g, 
la  w'  =:  T  M  r~'  sarà  definita  dalle 

y'i  =  ^^  rt.7,  &ftfc  Afc,  //,. 

La  u  apparterrà  a  </,  se  i  suoi  coefficienti  S  «,,,  6^^  .4^.,  sono 
numeri  interi,  ossia  se 

^^{la,,)b,,{lA,,)  =  0  (mod  l'). 

Ricordando  che  S  A,h  a^  =£«  (e«==  1,  e„=  0  per  i  4=  0>  vediamo 
che  la  u   apparterrà  ancora  a  gr,  almeno  quando 

Kk  =  £/.;.•  (mod  Z^). 

Le  trasformazioni  u  di  ^,  che  godono  di  questa  proprietà,  for- 
meranno un  sottogruppo  7  di  indice  finito  ingr(*),  a  cui  corrispon- 
derà  in  G  un    sottogruppo    di    indice   finito   (comune  a  6*  e  al 


(*)  Infatti,  M'  noi  non  considcriiinio  come  distinte  due  tuistorinazioni 
di  1/,  i  cni  coefficienti  onioloiLrIii  sono  «•onjxnii  rispetto  ;ii  inodnlo  /',  le 
trastoiina/.ioni  di  >f  si  ridneono  a  un  certo  nnnieio  Unito  m  di  tiasforniazioni 
distinte.  Noi  )iotrenio  [«erciò  sce<(li«'re  in  f/ delle  tiasfoiiiia/ioni  jf„=  1 , 1/,,  «a, 
••••<  "m-M  tali  elle  i  c«>effici<mti  di  mia  tpialsiasi  trasforma/ione  di  7 
siano  concerai  ^niod  /-)  ai  coefficienti  omologhi  di  nini  e  sola  tiiisfornia- 
zione  li.  E,  «e  noi  indicliiaino  con  f^,  Vj,  r.,,  ....  le  trasfonnazioni  di  y,, 
ne  deduciamo  tosto  che  ogni  trasforniiizioiie  di  g  si  può  scrivere  in  imo 
e  un  solo  nnKlo  nella  forma  n,  v,  ;  donde  segue  1'  aftermazione  del  testo. 
(sS  3,  img.  12). 
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gruppo  TG  T'\  trasformato  di  G  mediante  quella  trasforma- 
zione 2' di  G\  che  corrisponde  alla  trasformazione  x  di  g).  Quindi 
se  T  è  una  qualsiasi  trasformazione  di  G',  i  gruppi  G,  T  G  T~^ 
haìino  comune  un  sottogruppo  di  indice  finito  (*). 

Il  gruppo  G'  contiene  G  come  sottogruppo,  ma  non  è  pr.  dis., 
perchè  evidentemente  contiene  trasformazioni  infinitesime. 

Sia  f  {x)  una  funzione  invariante  per  un  gruppo  fuchsiano 
o  kleiniano  G.  Tra  le  funzioni  fuchsiane,  o  kleiniane,  legate  alla 
f  [x)  da  una  relazione  algebrica,  sono  specialmente  notevoli  le 
funzioni  invarianti  per  un  sottogruppo  F,  di  indice  finito  in  G. 
Se  G  ha  un  campo  fondamentale  con  un  numero  finito  di  ver- 
tici, ed  è  di  genere  zero.,  queste  funzioni  soddisfano  a  un  note- 
vole teorema,  di  diramazione  (Verzweigungssatz),  che  Klein  ha 
dimostrato  nel  caso  particolare  del  gruppo  modulare. 

■  Sia  A"  una  rete  di  campi  fondamentali  ('''*),  che  G  trasforma  in 
se  stessa.  Supponiamo  che  la  regione  li  coperta  da  N  sia  sempli- 
cemente connessa,  e  che  ogni  campo  fondamentale  di  N  abbia 
un  numero  finito  di  lati.  Noi  abbiamo  già  visto  (§  26,  pag.  161) 
che,  se  r  è  un  sottogruppo  di  G  di  indice  finito  [ji,  si  possono 
trovare  in  iV^ precisamente  [x  campi  fondamentali  ATy,  K^,  ....,  i^„_i, 
in  guisa  che  ogni  altro  campo  di  N  sia  equivalente,  rispetto  al 
gruppo  r,  a  uno  e  uno  solo  di  questi  p,  campi.  E  abbiamo  pure 


(*)  Per  dedurne  che,  i^e  f(x  è  una  qualsiasi  funzione  invaiìante  per  </, 
allora  f  x),  f  {T x)  sono  legate  da  una  relazione  algebrica,  basta  veiifìcare 
che  G  possiede  un  campo  fondamentale  con  un  numero  finito  di  vertici. 
Se  j>  ==  g  =  r  =  1,  questo  fatto  è  evidente,  perchè  in  tal  caso  il  gruppo  G 
è  il  gnippo  modulare  (dalle  (30)  a  pag.  83  si  deduce  infatti  che  a  ogni 
trasformazione  di  fi,  a  coettìcienti  interi,  corrisponde  ima  trasformazione 
(28)  (pag.  82)  di  G  pure  a  coefficienti  interi).  Per  alcuni  altri  valori  par- 
ticolari di  p,  (/;  '*•  nel  trattato  del  Fricke  (voi.  1;  pag.  501  e  seg.)  si  trovano 
determinati  i  campi  fondamentali  del  corrispoiulente  grii^ipo  G,  e  si  troMi 
che  essi   hanno  un  numero  finito  di  Aertici. 

(**)  La  prima  parte  delle  segiienti  ricerche  si  estende  facilmente  a  tutti 
i  gruppi;  ciie  trasformano  in  sé  stessa  una  rete  di  campi  foudamentali. 
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visto  che  questi  (x  campi  formano,  considerati  simultaneamente, 
un  campo  fondamentale  del  sottogruppo  V.  Ogni  lato  di  uno  di 
questi  [i.  campi  K  sarà  perciò  equivalente,  rispetto  a  T,  a  un 
lato  del  campo  stesso,  o  di  uno  degli  altri  |i  —  1  campi  K.  Ri- 
petendo considerazioni  perfettamente  analoghe  a  quelle  svolte 
nella  prima  parte  del  §  31  (pag.  203)  per  i  gruppi  kleiniani,  noi 
troveremo  che,  sostituendo  a  uno  o  più  dei  campi  if,  dei  campi 
equivalenti  rispetto  a  F,  possiamo  trasformare  la  regione  /T^  -j-  jRTj  -j- 

....-}-  À'„_i  ili  mi'  altra  regione  H=  H^ -\-  H^  -\- +  -^v  ('■'  ^  [a), 

che  ancora  può  servire  di  campo  fondamentale  a  F,  e  che  gode 
delle  seguenti  proprietà  : 

Ognuna  delle  regioni  parziali  Hi  è  connessa,  ed  è  somma  di 
un  numero  finito  di  campi  K;  un  lato  della  regione  parziale  Hi 
è  equivalente  à  un  lato  della  stessa  regione  parziale. 

Noi  vogliamo  dimostrare  che  sarà  v  =  1.  Invero,  ove  ciò  non 
fosse,  ogni  curva  che  congiungesse  un  punto  di  Hy  con  uno  di 
//g  dovrebbe  incontrare  infiniti  campi  fondamentali  per  F  (*)  :  e 
ciò  è  assurdo  poiché  appartenendo  H^  ed  H.^  ad  N  una  tale  curva 
non  può  incontrare  che  un  numero  finito  di  campi  fondamentali 
per  G  e  quindi  a  fortìori  un  numero  finito  di  campi  fondamentali 
per  F. 

I  lati  di  H  saranno  a  due  a  due  equivalenti  rispetto  a  F  ; 
naturalmente  lati  di  H  equivalenti  rispetto  a  F  saranno  pure 
equivalenti  rispetto  a  6r.  I  vertici  di  ^si  distribuiranno  in  cicli: 
vertici  di  uno  stesso  ciclo  sarnìnio  equivalenti  rispetto  a  F,  e 
quindi  anche  rispetto  a  G. 

Sia  A  un  vertice  di  H  :  esso  sarà  lasciato  fisso  da  un  sotto- 


(*)  Infatti  una  regione  equivalente,  rispetto  al  gruppo  F,  ad  i/,  ,  e 
una  regione  equivalente  ad  H^  (i  r  ji  non  possono  avere  alcun  lato  comune 
per  ipotesi.  E,  poiché  le  regioni  equivalenti  ad  i/,,  H^,  ....,  //„  riempiono 
tutto  iV,  se  ne  deduce  che  le  regioni  equivalenti  ad  if,  riempiono  tutta 
una  regione  connessa  2V,,  affatto  esterna  a<l  IT^.  Una  linea  che  congiunga 
un  punto  di  JI^  a  un  jìiiuto  <li  77.,  dovrebbe  dunque  iiu-ontrare  infinite 
regioni  equivalenti  ad  Jl^.   (Cfr.  anche  pag.  204). 
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gruppo  ciclico  V'  di  T.  L'  ordine  n  di  F  sarà  uguale  a  1,  o  sarà 

un  intero  finito  maggiore  di  1,  oppure  sarà  uguale  a  oo,  secondo 

che  la  trasformazione  di  T^  che  con  le  sue  potenze  genera  T\  è 

la  trasformazione  identica,  oppure    una    trasformazione   ellittica 

di  periodo  w,  oppure  una  trasformazione   parabolica.  La  somma 

degli   angoli  di  H  nel    ciclo    dei   vertici    equivalenti    ad  A  sarà 

ueruale  a    -     . 
^  n 

Ma  ora  A  deve  essere  anche  un  vertice  della  rete  N  di  campi 

fondamentali  per  6^;  e  se  A"  è  un  campo  fondamentale  del  gruppo 

G,  a  cui  appartiene   il   vertice  A^  la   somma    degli   angoli  di  K 

nel  ciclo  di  vertici  determinato  dal  punto  -4  è         ,  se  m  è   1'  or- 

m 

dine  di  quel  sottogruppo  ciclico  6'  del  punto  6^,  che  lascia  fisso 
il  punto  A.  Ora  F'  è  evidentemente  un  sottogruppo  di  G'.  E 
quindi,  se  m  è  un  numero  finito,  l' intero  n  deve  essere  un  di- 
visore di  m  (§  3,  pag.  13). 

Abbiamo  quindi: 

Se  V  è  un  sottogruppo  di  indice  finito  [jl  in  G,  esso  possiede  un 
campo  fondamentcde  connesso  H,  che  è  somma  di  p,  campi  fonda- 
mentali K  del  gruppo  (r,  a  due  a  due  adiacenti. 

I  lati  di  H  saranno  a  due  a  due  equivalenti  rispetto  a  V-  lati 
di  H,  equivalenti  rispetto  a  T^  saranno  pure  ^equivalenti  rispetto  a  G. 

I  vertici  di  H  si  distribuiranno  in  cicli  di  vertici  equivaletitl 
rispetto  a  T  :  vertici  di  H,  equivalenti  rispetto  a  T,  saranno  pure 
equivalenti  rispetto  a  G. 

Se  A  è  un  vertice  di  H,  e  se  la  somma  degli  angoli  di  un 
campo  fondamentale  K  per   il   gruppo  G  in   un    ciclo    di   vertici 

2  7t 

equivalenti   ad  A  è  — -  4=  0,  allora  la  somma  degli  angoli  di  H 

nel  ciclo  di  vertici,  a  cui  appartiene  A,  è  uguale  a    ^^  ,    dove   n   è 

un  intero  divisore  di  m. 

A  questo  risultato  si  può,  nella  nostra  ipotesi  che  G^  è  di 
genere  zero,  dare  una  forma  assai  elegante. 

Poiché,  per  ipotesi,  G  h  ài  genere  zero,  esisterà  una  funzione  z 
invariante  per  G^  che  assume  in  un  campo  fondamentale  K  di  G 
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una  e  una  sola  volta  ogni  suo  valore,  e  che  nell'intorno  di  un 
qualsiasi  punto  di  K  non  ha  singolarità  essenziali,  quando  la  si 
pensi  funzione  della  corrispondente  variabile  principale.  Cosi 
pure  esistono  delle  funzioni  (fuchsiane  o  kleiniane),  invarianti 
per  F;  e,  se  noi  pieghiamo  H  in  guisa  che  punti  del  contorno 
di  ^,  equivalenti  rispetto  a  F,  vengano  a  coincidere,  si  ottiene, 
come  abbiamo  già  detto  più  volte,  una  superficie  F^  i  cui  punti 
sono  in  corrispondenza  biunivoca  coi  sistemi  di  punti  equiva- 
lenti rispetto  a  F. 

Una  funzione  2',  fuchsiana  (o  kleiniana)  invariante  per  F,  è  (consi- 
derata come  funzione  dei  punti  della  i^)  funzione  razionale  sulla  F. 

Ora  la  jP  è  scomposta  in  [i  porzioni,  ciascuna  delle  quali  è 
immagine  di  uno  dei  (x  campi  iT,  di  cui  H  è  somma.  E,  poiché 
in  ognuno  di  questi  campi  la  z  riprende  una  e  una  sola  volta 
ogni  suo  valore,  ciascuna  delle  |x  porzioni,  in  cui  è  divisa  la  F^ 
si  può  anche  considerare  come  immagine  del  piano  della  varia- 
bile complessa  z.  La  F  si  può  considerare  dunque  come  una 
superficie  riemanniana  corrispondente  alla  equazione  algebrica, 
che  deve  legare  2,2'.  L'unica  diiferenza  dalle  superficie  Rieman- 
niane  comunemente  definite  è  questa,  che  i  fogli  della  F.,  anziché 
essere  sovrapposti,  sono  collocati  l' uno  accanto  all'  altro  :  ciò  che 
naturalmente  è  senza  alcuna  importanza.  I  punti  di  diramazione 
della  F  sono  i  punti,  immagine  dei  cicli  di  vertici  di  H.  E  il 
teorema,  precedentemente  dimostrato,  si  può  enunciare  cosi  : 

Se  A  è  un  punto  di  diramazione  della  F,  e  se  esso  è  imma- 
gine di  un  vertice  della  rete  N,  die  è  lasciato  fìsso  da  un  sotto- 
gruppo ciclico  G'  del  gruppo  G  di  ordine  finito  m,  allora  il  nu- 
mero n  dei  fogli,  che  si  diramano  in  A  è  un  divisore  di  m  (*). 

Noi  dimostreremo  ora  viceversa  che  ad  ogni  superfìcie  Rie- 
manniana F,  che  soddisfi  alle  precedenti  condizioni,  cornsponde 
sempre  almeno  un  sottogruppo  F  di  indice  finito  in  G. 


(*)  Il  teoiema  riusiiià  più  tliijuo,  se  .si  liconla  An'  si  può  suppone 
che  ogni  cielo  di  vertici  non  accidentali  di  K  è  uu  ciclo  di  un  solo  ver- 
tice (^  32,  pag.  214). 
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A  tal  fine  comincieremo  col  trasformare  le  condizioni  sopra 
enunciate.  Ricordiamo  dapprima  che  ogni  sostituzione  su  un 
numero  finito  di  elementi  si  può  scrivere  come  prodotto  di  un 
certo  numero  finito  di  sostituzioni  circolari,  tali  clie  gli  elementi, 
su  cui  opera  una  qualunque  di  queste  sostituzioni,  sono  afiatto 
distinti  dagli  elementi,  su  cui  operano  le  altre. 

Indicheremo  poi  con  2  =  a^,  2  =  ag,  . .  .  .,  2  =  a^,  i  valori  della 
z  nei  singoli  cicli  di  vertici  di  un  campo  K,  e  sia  w,-  {i  =  1,  2, 
. . .  .,h)  V ordine  di  quel  sottogruppo  di  G^  che  lascia  fìsso  un 
vertice  di  K^  ove  2  =  a,.. 

Il  risultato  precedente  si  può  enunciare  cosi: 

Condizioni  necessarie,  affinchè  una  funzione  z  sia  una  fun- 
zione uniforme  della  x^  fuchsiana  o  kleiniana,  invariante  per  un 
sottogruppo  di  indice  finito  in  G,  sono  le  seguenti: 

1.  La  z  sia  una  funzione  algebrica  della  2,  la  quale  non  abbia 
alcun  punto  di  diì'amazione  in  un  punto  del  piano  della  z,  distinto 
dagli  h  punti  2  =  a,,  (i  :r^  1,  2,  . . . . ,  ìi). 

2.  Per  quei  valori  di  i  per  cui  nt  è  un  numero  finito,  la  sosti- 
tuzione, che  provano  i  rami  della  z  per  un  giro  della  z  nel  suo 
piano  attorìio  al  punto  z  =  a^,  è  un  prodotto  di  sostituzioni  cir- 
colari, V  ordine  di  ciascuna  delle  quali  è  un  divisore  di  w^. 

Noi  vogliamo  ora  dimostrare  che  queste  condizioni  sono  anche 
sufficienti:  in  questo  risultato,  e  nel  precedente  consiste  appunto 
il  teorema  di  diramazione,  a  cui  volevamo  pervenire.  Noi  comin- 
cieremo a  dimostrare  che,  se  le  precedenti  condizioni  sono  sod- 
disfatte, allora  la  z  è  una  funzione  uniforme  della  x  nella  re- 
gione R  ricoperta  dalla  rete  A^.  Siccome  per  ipotesi  questa 
regione  R  è  semplicemente  connessa,  basterà  dimostrare  che  un 
giro  della  x  attorno  a  un  punto  qualsiasi  A  di  i^  trasforma  la  2 
in  se  stessa.  Ciò  è  ben  evidente  se  A  non  è  un  vertice  della 
rete  N]  perchè  a  un  tal  giro  della  x  corrisponde  un  giro  della 
2  nel  suo  piano  attorno  a  un  punto  distinto  da  uno  dei  punti 
z  =  iXi.  La  X  non  può  compiere  un  giro  attorno  a  un  vertice 
di  A^,  in  cui  2  =  a^,  se  w^  =  005  un   tal  vertice   è   infatti   posto 
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sul  contorno  di  N  (non  è  interno  a  R).  Se  infine  la  x  compie 
un  giro  attorno  a  un  vertice  di  R,  in  cui  2  =  a„  e  se  n,  è  un 
numero  finito,  allora  la  z  compie  w,  giri  attorno  al  punto  2  =  a, 
e  quindi  la  z  ritorna  in  se  stessa.  La  z  è  quindi  uniforme  nel- 
l' intorno  di  ogni  punto  interno  a  i?,  e  quindi  è  uniforme  nella 
regione  R  del  piano  della  x. 

Dimostreremo  ora  clie  essa  resta  invariata  per  un  sottogruppo 
r  di  indice  finito  nel  gruppo  G. 

Siano  infatti  z\,  2',,  . .  .  ,^  z ^  i  [ji  rami  della  funzione  z.  Se  noi 
facciamo  subire  alla  z  una  qualsiasi  trasformazione  di  G^  la  2 
riprende  lo  stesso  valore,  e  quindi  le  2'i,  22,  .  •  . .,  2'^  non  potranno 
che  permutarsi  tra  di  loro.  Queste  permutazioni  genereranno  un 
gruppo  gr,  isomorfo  a  G.  Ma  g  (essendo  un  gruppo  di  permuta- 
zioni su  un  numero  finito  di  variabili)  è  un  gruppo  discontinuo 
finito  :  l' isomorfismo  tra  g  e  G  è  dunque  meriedrico.  E  a  una 
trasformazione  di  g  corrisponderanno  infinite  trasformazioni  di  G. 
Al  sottogruppo  Y  di  gr,  che  lascia  fisso  la  2',-  {i  <  [x),  corrispon- 
derà un  sottogruppo  T,  di  indice  finito  in  G^  che  lascia  invariata 

la  funzione  2',  (x). 

e.  d.  d. 

Tutti  questi  sottogruppi  Ti  di  G  sono  poi  simili  tra  di  loro. 

Applicheremo  questi  risultati  al  caso  specialmente  importante 
del  gruppo  modulare  G:  come  sappiamo  i  vertici  delle  rete  cor- 
rispondente di  campi  fondamentali  sono  tutti  equivalenti  all'uno 

0  all'altro  dei  seguenti  tre  punti: 

TU 

X  =^  i  X  =  e'  X  ^=  i 00. 

1  valori  corrispondenti  di  n  sono  rispettivamente  : 

W  =  2  W  =  3  W:r=  00. 

Facendo  al  più  una  trasformazione  lineare  sulla  z,  possiamo 
supporre  che  i  valori  corrispondenti  della  2  siano  rispettivamente: 
2  =  0  2  =  1  2  =  00, 
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Le  funzioni  f'iichsiane^  invarianti  per  un  sottogruppo  di  indice 
finito  del  gruppo  ìriodulare  [funzioni  modulari  ellittiche  (*)]  sono 
tutte  e  sole  quelle  funzioni  algebriche  della  2,  che  hanno  per  punti 
diramazione  soltanto  i  punti  2  =  0,  z  =  l,  2  =  00,  e  che  sono 
tali  che  un  giro  attorno  al  punto  z  ==  0,  {z  ^  1)  ne  permuti  a  due 
a  due  {a  tre  a  tre)  quei  rami,  che  non  rimangono  isolati. 

È  questo  appunto  il  teorema  di  diramazione  di  Klein. 

Tra  i  sottogruppi  di  indice  finito  nel  gruppo  modulare  sono 
specialmente  notevoli  i  cosidetti  sottogruppi  congruenziali,  di  cui 
vogliamo  ora  dar  breve  cenno.  Ricorderemo  anzitutto  alcuni 
simboli  e  definizioni  elementari. 

Sia  n  un  numero  intero  primo;  si  dicano  congrue  (mod.  n) 
due  trasformazioni 

X  ^  «•^-±i  e  X  =  ^^^ 

del  gruppo  modulare,  se 

a  ^  X,  P  ^^  [JL,  T  ^  V,  5  ^  p  (mod.  n). 

Se  6,  e  sono  due  numeri  interi  e  se  e  i~  -  0  (mod.  w),  esiste  un 
intero  «,  il  quale  soddisfa  alla 

a  e  ^^h  (mod.  ìi). 

Questo  numero  è  determinato  a  meno  di  un  multiplo  di  n, 
ossia  è  completamente  determinato,  quando  non  si  considerino  di- 
stinti due  numeri  congi^ui  (mod.  n).  Noi  scriveremo 

a  E^   -   (mod.  n). 


(*)  La  ragione  di  questo  nome  sta  in  ciò  die  la,  2  è  V  invariante  as- 
sohito  delle  funzioni  ellittiche,  per  cui  a;  è  il  rapporto  dei  periodi.  Ciò, 
che  rende  appunto  specialmente  importanti  tali  funzioni. 

Si  noti  che  la  teoria  delle  funzioni  ellittiche  dà  molti  altri  esempiì  di 
funzioni,  che  risolvono  in  casi  particolari  i  nostri  problemi  fondamentali. 
Così  p.  es.  la  funzione  p  {w,  w,  Wj)  di  Weierstrass,  considerata  come  fun- 
zione dell'argomento  u  e  dei  semiperiodi  w,  (Oj,  è  una  funzione  invariante 
per  il  gruppo  delle  trasformazioni 

u' =  u-\-2  m.  (j)-\~2  uo)i,     a)'  =  aa)4-Pwi,     w'i=Ya)  +  Swi 
(a,  p,  j,  5,  m,  n  numeri  interi)         (a  S  —  ^  y  =  1). 


Capitolo  Undicesimo  —  §  46.  335 

Se    e  ^  0   (mod.  w)>   ^  ^!^  ^  (mod.  w),  noi    indicheremo  con 

lo  CX3  ;  se  e  ^  6  ^  0  (mod.  «),  noi  considereremo        come   un 
e  e 

simbolo  indeterminato,  appunto  perchè,  se  a  è  un  qualsiasi  in- 
tero, a  e  h  sempre  congruo  a  6  (mod.  n).  Consideriamo  ora  la 
trasformazione 

(13)  y'  =  ^^-t|(mod.n) 

dove  a,  ^,  y,  8  sono  interi  soddisfacenti  alla 

a  S  —  p  Y  ^  1  (ràod.  n). 

E,  secondo  la  convenzione  già  fatta,  riguarderemo  come  iden- 
tici due  numeri  interi,  congrui  tra  loro  (mod.  n).  La  y  non  potrà 
avere  che  n  -\-  1  valori  distinti 

0,  1,  2,  . . . . ,  w  —  2,  w  —  1,  cxD. 

Se  y  "A.-  oo,  la  y'  sarà  quello  dei  precedenti  w  -j-  1  numeri 
che  soddisfa  alla 

(r  y  +  ^)  y'  ^  («  y  +  P)  (^^o^.  n) 

(cosicché,  per  le  nostre  convenzioni,  si  avrà  y'  ^  oo,  se  y  ^  "j- 
-[-5^0  (mod.  n)  (*)).  Se  poi  y  ^  oo,  b\  indicherà  con  y  quello 
dei  numeri  0,  1,  .  .  . .,  w  —  1,  oo,  che  soddisfa  alla 

"X  y  ^EE  CL  (mod.  n) 

cosicché,  in  tal  caso,  y  se  oo,  soltanto  se  y    -  ^  (mod.  n). 

Si  noti  che  con  queste  convenzioni  a  valori  distinti  di  y 
(mod.  w),  corrispondono  valori  distinti  di  y'.  La  trasformazione 
(13)  definisce  quindi  una  sostituzione  sugli  n  -\~  1  indici 

0, 1,  2,  . . . .,  w  —  1,  oo. 

Tutte  queste  sostituzioni  generano  un  gruppo  finito  gf,  che  è 


(*)  Si  osservi,  clie  non  può  essere  y  »/  -|-  5  =  a  y  -f-  ^  (mod.  n),  perchè 
a  5  —  ^  y  =  1  (mod.  n). 
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evidentemente  in  isomorfismo  meriedrico  col  gruppo  modulare  O. 
L'isomorfismo  si  ottiene,  facendo  corrispondere  a  una  trasfor- 
mazione 

V  a;  +  p 
del  gruppo  G^  la  trasformazione 

y'  ^  _^_IlJ^  (mod.  n) 

del  gruppo  g.  Le  trasformazioni  del  gruppo  G,  a  cui  corrispon- 
dono in  g  delle  trasformazioni,  appartenenti  a  un  sottogruppo  y 
di  g^  genereranno  un  sottogruppo  V  di  G.  La  ricerca  di  tutti  i 
sottogruppi  di  g^  che  è  una  ricerca  puramente  algebrica  già  com- 
pletamente effettuata  (*),  si  può  quindi  considerare  come  un  me- 
todo per  trovare  dei  sottogruppi  del  gruppo  modulare. 

I  sottogruppi,  che  si  trovano  in  tal  modo,  si  possono  definire 
mediante  congruenze,  cosicché  hanno  ricevuto  il  nome  di  sotto- 
gruppi congruenziali.  Tra  questi  sottogruppi  i  più  importanti  si 
ottengono  nel  seguente  modo.  Tra  i  sottogruppi  y  di  gr  vi  è  quel 
sottogruppo,  che  è  formato  dalla  sola  trasformazione  identica 

y'  ^  y  (mod.  n). 

II  sottogruppo  r  di  G^  corrispondente  è   formato   dalle   tras- 

formazioni  x  = h 1>  i  pei"  cui  a  —  l^S^S^y^O  (mod.  n) 

yx  +  5  '  -^  '  ^ 

ossia  da  quelle  trasformazioni  di  G  che  sono  congrue  all'iden- 
tità (mod.  n). 

Queste  trasformazioni,  per  i  teoremi  del  §  3,  pag.  14,  (e  come 
si  può  riconoscere  anche  direttamente)  generano  un  sottogruppo 
r  invariante  in  G,  che  si  può  chiamare  il  sottogruppo  congruen- 
ziale  principale  (mod.  n). 


(*)  Cfr.   p.  es.   le    Vorlesungen  il.   die   Theorie   der    elliptischen    Modul 
funetionen  di  Kleik  e  Fricke. 
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§47.-1  teoremi  di  Weierstrass. 

Questo  paragrafo  è  dedicato  alla  estensione  alle  funzioni  au- 
tomorfe  di  due  teoremi,  che  Weierstrass  diede  per  le  funzioni 
più  volte  periodiche,  e  che  noi  nei  precedenti  paragrafi  abbiamo 
già  dimostrato  per  le  funzioni  fuchsiane  e  kleiniane. 

Prima  di  enunciare  e  dimostrare  i  nostri  teoremi,  ricorderemo 
alcune  definizioni,  e  alcuni  lemmi.  Diremo  che  una  funzione  f 
di  due  variabili  a;,,  x^  si  comporta  come  una  funzione  razionale 
in  un  punto  A  di  coordinate  x^  =  «i,  0C2  =  «o,  se  in  un  intorno 
abbastanza  piccolo  del  punto  ajj  =  a^,  x^  =  cc^,  la  f  è  uguale  al 
quoziente  ^"^^  di  due  serie  ordinate  secondo  le  potenze  nulle  0 
positive  di  {Xi  —  aj),  {x^  —  cc^).  Se  nel  punto  X{  ==  a,  (i  =  1,  2) 
la  ^2  è  nulla,  e  se  è  impossibile  scrivere  in  un  intorno  di  questo 
punto  la  f  come  quoziente  'p-  di  due  serie  'l'n  'K  ordinate  se- 
condo  le  potenze  non  negative  delle  a?,  —  a„  tali  che  nel  nostro 
punto  sia  tj>2  =1=  ^  (*)  i^oi  diremo  che  la  f  possiede  una  singola- 
rità straordinaria  (non  essenziale)  nel  punto  a;,  =  a, ,  :r2  =  «g. 
Se  in  questo  punto  si  ha  'fi  =^  0,  allora  questo  punto  è  detto 
una  singolarità  di  prima  specie,  o  anche  un  polo,  o  un  punto  di 
infinito  per  la  funzione  f. 

Se  invece  nel  punto  Xt  =  aj  è  pure  'f ,  =  0,  e  se  è  impossibile 
scrivere  in  un  intorno  di  questo  punto  la  fi  come  quoziente  y* 
di  due  serie  '^^,  ']>^  ordinate  secondo  le  potenze  non  negative  di 
(Xi  —  «i),  (ajg  —  «aX  ts-li  che  nel  punto  re,  =  a,  sia  '|,  =)=  0,  ^'g  =  0  (**) 
allora  il  punto  (a;,  =  a,)  si  dirà  un  punto  straordinario  di  seconda 
specie,  o  anche  un  punto  di  indeterminazione  della  fi. 


(*)  Ciò  avverrebbe,  se  fosse  rp^  =  E']j,,  cpg  =  R'po,  dove  E=  0,  'p^iO 
nel  punto  or,  =  a,  ,  e  se  B,  tpj,  rj;,  fossero  serie  ordinate  secondo  le  po- 
tenze non  negative  di  ar,  —  a,,  Xj  —  *2' 

(**)  Cfr.  la  nota  precedente.  In  tal  caso  si  direbbe  naturalmente  an- 
cora che  la  /  ha  un  polo  nel  punto  Xj  =  ot,  . 
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In  un  intorno  di  un  punto  di  indeterminazione  J.  la  /"  può 
anche  assumere  ogni  valore  :  ciò,  che  dimostra  esistere  una  qual- 
che analogia  tra  questi  punti  singolari,  e  i  punti  singolari  es- 
senziali per  le  funzioni  analitiche  di  una  sola  variabile  ;  la  ana- 
logia è  però  soltanto  superficiale,  in  quanto  che,  se  noi  ci  acco- 
stiamo a  un  punto,  di  indeterminazione  A  lungo  un  cammino 
analitico,  regolare  in  ^,  la  /"  tende  a  un  valore  determinato;  e 
se  poniamo  X2  —  a^  =  h  {Xy  —  aj  (h  =  cost.),  la  f  diventa  una 
funzione  di  Xi  —  a„  che  per  Xi  =--  oi.^  ha  al  massimo  una  singo- 
larità polare. 

Per  dare  qualche  esempio,  si  noti  che  -I- — ^  ha  una  singo- 
larità polare  per  x^  ='  x^  =  0,  un  punto  di  indeterminazione  per 
x.^  =  —  1,  Xi  =  0.  Si  noti  che  soltanto  apparentemente  le  fun- 
zioni-?-V.J^ — '4,  ^^-^-T~  ^  hanno  un  punto  di  indetermina- 
a?2  (1  +  x^)    xl  (1  -|-  x^) 

zione  per  Xj  =  1,  x^  =  0.  In  realtà,  essendo  queste  due  funzioni 
uguali  rispettivamente  du  ~^- — ^,  — -— !| -,  esse  hanno  per  a;i:=l, 

1  +  0:2'  x.ii^x^y 

X2  =  0  rispettivamente  un  punto  di  regolarità,  e  un  polo. 

Se  una  funzione  /'  delle  re,,  x<^  si  comporta  come  funzione 
razionale  in  ogni  punto  di  un  campo  perfetto  R^  si  suol  dire  che 
la  /'  si  comporta  come  una  funzione  razionale  in  R.  Ricordo  che 
R  si  dice  perfetto  (§  17,  pag.  114),  se  ogni  punto  limite  di  R 
appartiene  a  R. 

Definizioni,  e  considerazioni  perfettamente  analoghe  si  pos- 
sono svolgere  per  le  funzioni  di  w  >  2  variabili. 

Ricorderò  ora  alcuni  teoremi,  che  si  estendono  essi  pure  facil- 
mente alle  funzioni  di  w  ^  2  variabili. 

Lemma  I.  —  Se  una  funzione  u  di  2  variabili  x^  x<.  si  comporta 
come  una  funzione  razionale  in  un  punto  A  («,  ==  a,),  in  un  intorno 
abbastanza  piccolo  di  A  non  può  esistere  alcun  punto  di  indeter- 
minazione^ oltre  eventualmente  al  punto  A.  Se  A  non  è  un  punto  di 
indeterminazione,  il  teorema  è  evidente;  infatti  in  un  intorno 
abbastanza   piccolo    di  ^    si   ha    «  ==  —i ,  dove  almeno  una  delle 
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serie  P„  P..  è  differente  da  zero  nel  punto  A^  e  quindi  anche  in 
un  intorno  abbastanza  piccolo  di  A.  Supponiamo  invece  che  sia 
Pi  =  Pa  =  ^>  nel  punto  A,  ossia  che  A  sia  un  punto  di  indeter- 
minazione. 

L'  equazione  P,  =  0  per  un  noto  teorema  di  Weierstrass  (*) 
si  scomporrà  in  un  intorno  di  A  in  una  o  più  equazioni,  in  nu- 
mero finito, 

ciascuna  delle  quali  definirà  x^  —  «^  come  funzione  algebroide 
di  Xi  —  a,;  la  ^i  sarà  cioè  un  polinomio  nella  X2  —  a^,  i  cui 
coefficienti  sono  funzioni  analitiche  regolari  di  Xi  —  ai  in  un 
intorno  di  A.  E  precisamente  sarà 

P  —  „(i)  „(i)         »,(i)  n 

^  i — Fi  Pi    •  •  •  •  JPft,  Vi  7 

dove  Q,  è  una  serie  di  potenze  (positive)  delle  x^  —  a,,  x^  —  ag 
non  nulla  per  Xi  =  a,..  In  modo  analogo  si  troverà 

P,  =:=  pf'  p^->  ....p^^^  Q,         (Q2  =1=  0  per  0),  =  a,). 

Alcuni   dei  fattori  p'^^^  possono   essere    uguali    ad    alcuni    dei 

fattori  p^'^\  In  tal  caso  questi  fattori  comuni  si  possono  soppri- 

p 
mere  senz'altro,  senza    che  muti  il  quoziente    ^J  .  E   noi    potre- 

mo  quindi  ammettere  che  ogni  fattore  p'^'  sia  distinto  da  tutti 
i  fattori  p^-'>.  La  curva  definita  annullando  uno  dei  fattori  p^^^ 
può  avere  in  un  intorno  di  A  soltanto  un  numero  finito  di  punti 
comuni  con  la  curva,  che  si  definisce  annullando  uno  dei  fat- 
tori p^^\  Infatti  due  equazioni  p^^^  =.0,  p'-'^^  =  0  possono  essere 
soddisfatte  simultaneamente  soltanto  per  quei  valori  della  a:,, 
che  annullano  il  risultante  di  ^^*^,j?^^^;  il  quale  risultante  è  una 
serie  ordinata  secondo  le  potenze  non  negative  di  (x^  —  a,),  con- 
vergente per  (j?,  —  a,)  abbastanza  piccolo,  e  non  è  identicamente 


(*)  Bianchi,  Lezioni  sulln  teoria  delle  fvnsioni  di  variabile  complessa 
delle  funzioni  ellittiche,  pag.  200. 

Se  per  caso  Pj  o  P^  fosse  identicanieute  nulla  per  .q  =  aj,  si  farebbe 
una  tale  trasformazione  lineare  di  variabili  che  questo  più  non  avvenga. 
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nullo,  perchè  per  ipotesi  le  equazioni  p^'^^  =  0,  p^-^  =  0  sono  di- 
stinte e  irriducibili.  Esso  quindi  in  un  intorno  del  punto  Xi  =  «i 
ha  al  più  un  numero  iinito  di  zeri.  Quindi  le  curve  Pi  =  0,  P,  =  0 
hanno  in  un  intorno  a  di  ^  solo  un  numero  finito  di  punti 
comuni  ;  e  quindi,  se  a  è  abbastanza  piccolo,  A  sarà  l' unico  punto 
di  indeterminazione,  che  esista  in  a.  Quindi,  se  u  si  comporta 
come  funzione  razionale  in  un  campo  perfetto  P,  nessun  punto 
di  P  potrà  essere  punto  limite  di  infiniti  punti  di  indetermina- 
zione; e  quindi  in  P  esiste  al  più  un  numero  finito  di  plinti  di 
indeterminazione  (*). 

Lemma  II.  —  Se  in  un  punto  A  (Xi  =  a,)  due  funzioni  /*„  f^  delle 
Xij  X2  si  comportano  come  funzioni  razionali  delle  Xf,  e  se  in  ogni 
intorno  di  A  esistono  infiniti  punti  distinti,  in  cui  è  soddisfatto  il 
sistema  di  equazioni  /*i  =  «i,  f^  =  a^^  allora  dal  punto  A  esce  una 
curva  analitica^  lungo  la  quale  è  sempre  f^  z=z  a^,  ^2  =  a^' 

■  In  un  intorno  di  A  si  può  porre  per  ipotesi  /"j  ^  ?!/',  =  ^ 
dove  le  cp  sono  serie  ordinate  secondo  le  potenze  non  negative 
di  a?i  —  ai,  X2  —  «2'  1^6  nostre  equazioni  equivalgono  alle 

Cpi  fli  Cp2  =  0  CP3    —   «2  '^4  =  0. 

Per  il  teorema  di  Weierstrass  citato  più  sopra  la  prima  di 
queste  equazioni  si  decompone  in  un  numero  finito  h^  di  equa- 
zioni algebriche  nella  x.^  —  a.^: 

Pi      ^}    i^2       U,    .  .   .  .  ,  Pf,^  U. 

La  seconda  si  scomporrà  pure  in  un  numero  finito  h^  di  equa- 
zioni algebriche  nella  x^  —  oi.^'. 

Pi  ^1    Fi  «J,      .     .     .     .;    Pn^        V^, 

dove  dunque  le  p  sono  polinomii  nella  x.,  —  a.^,  i  cui  coefficienti  sono 


(*)  Se  si  trattasse  di  una  funzione  di  n  variabili,  esisterebbe  al  più 
un  numero  finito  di  varietà  a  non  più  che  w  —  2  dimensioni,  i  cui  punti 
sono  punti  di  indeterminazione. 
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serie  ordinate  secondo  le  potenze  non  negative  di  (ic,  —  aj  (*j. 
Se  da  A  non  esce  alcuna  curva,  lungo  /",  —  «<  =  0,  ossia  se 
ognuno  dei  polinomii  ^^'^  è  distinto  da  ognuno  dei  polinomii  p^*\ 
allora  le  nostre  due  equazioni  possono  essere  soddisfatte  sol- 
tanto per  un  numero  finito  di  sistemi  di  valori  per  le  Xi,  x^. 
(Cfr.  la  dimostrazione  del  Lemma  I). 

Lemma  III.  —  Se  la  funzione  u  delle  x^^  x^  si  comporta  ìiella 
regione  perfetta  R  come  una  funzione  razionale,  V  equazione  w  =  0 
è  soddisfatta  al  più,  nei  punti  di  un  numero  finito  di  curve  di  R. 

Infatti,  se  ^  è  un  punto  di  7?,  in  un  intorno  a  di  -4  {Xi  =  o.^) 
si  può  porre  m  =  5Pl  ^  dove  le  '^  sono  serie  di  potenze  non  ne- 
gative  delle  Xi  —  a,..  I  punti  di  a,  in  cui  u  =  0,  soddisfano  alla 
(p,  =  0;  e,  per  il  citato  teorema  di  Weierstrass,  questa  equazione 
si  scompone  al  più  in  a  in  un  numero  finito  di  equazioni  alge- 
briche nella  x.^  —  a,.  In  a  penetra  quindi  al  più  un  numero 
finito  di  curve,  lungo  cui  w  =  0. 

Nessun  punto  A  di  R  può  essere  quindi  punto  limite  di 
curve,  ove  w  =  0;  donde  segue  il  teorema  enunciato. 

Lemma  IV.  —  Se  m„  u^  si  comportano  nella  regione  perfetta  R 
come  funzioni  razionali,  esistono  in  R  al  piti  un  numero  finito  di 
punti  isolati,  e  di  curve,  ove  u^  =  m^  =  0  (*  *). 

Infatti  dal  II  lemma  segue  tosto  che  i  punti  isolati  di  R,  in 
cui  Ui  =  U2=^0  non  possono  avere  alcun  punto  limite  A,  e  quindi 
sono  in  numero  finito.  Dal  lemma  III  segue  poi  che  le  curve 
di  ii!,  lungo  cui  w,  =  m.  ==  0  sono  pure  in  numero  finito. 

e.  d.  d. 


{*)  Almeno  ci  possiamo  sempn-  ridmrr  a  <|iiesto  caso  con  una  tiasfor- 
mazione  lineare  sulle  x^,  x^  (cfr.  In  nota  a  pag.  339). 

(**)  Un  teorema  analogo  vale  per  i  sistemi  di  eciuazioui  u^  =  Uj  = 
.  .  .  .  =  w„  =  0,  dove  le  w<  sono  funzioni  di  n  varial)ili,  che  si  comportano 
come  funzioni  razionali  dei  punti  di  7?.  Si  dimostra  cioè  che  queste  equji- 
zioni  possono  essere  in  7?  soddisfatte  soltanto  in  un  unmero  finito  di  va- 
rietà analitiche  a  non  più  «li   n  —  \  dimensioni. 
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Notiamo  di  più  che,  se  Mi  =-  u.,  =  0  lungo  una  certa  curva  C, 

fi  7J  il    ìi 

allora  lungo  questa  curva  si  ha  *'  d  x -]-  '  dx.^  =  0  (i=l,2), 
cosicché  lungo  questa  curva  il  lacobiano  di  u^,  u^  è  nullo.  E  no- 
tiamo cke,  se  m„  Wg  si  comportano  in  R  come  funzioni  razionali, 
altrettanto  avviene  del  loro  lacobiano. 

Siano  Wi ,  u.j  due  funzioni  indipendenti  delle  variabili  Xi ,  x.j,, 
che  in  ogni  punto  del  campo  perfetto  E  si  comportano  come 
funzioni  razionali,  e  sono  regolari  (non  hanno  cioè  né  punti  di 
infinito,  né  punti  di  indeterminazione).  Siano  a„  a.^  due  costanti 
tali  che  in  E  le  equazioni  Ui  —  «1  =  Mg  —  a^  ^=  0  siano  soddi- 
sfatte soltanto  in  punti  isolati;  questi  punti,  per  i  nostri  lemmi, 
saranno  in  numero  finito.  È  noto  che,  se  E'  è  la  regione  imma- 
gine di  R  nello  spazio,  in  cui  sono  coordinate  non  omogenee  la 
parte  reale,  e  il  coefficiente  della  parte  immaginaria  delle  x,,  x.,, 
il  numero  h  si  può  esprimere  sotto  forma  di  un  integrale  esteso 

al  contorno  di  R,  il  cui  integrando  é  una    espressione   del  tipo 

P 
f^\-~, '  2^m  j  dove  P  é  una   funzione    razionale    delle  u,-  —  a,. 

[2j     I   M,-  tti   :      j 

e  delle  loro  derivate,  m  é  una  costante  (*).  Questo  integrale,  che 


{*)  La  teoria  dell'  integrale  logaritmico  di  Caucliy  per  le  funzioni  ana- 
litiche di  una  sola  variabile  è  stata  generalizzata  da  Kronecker  (cfr.  Picauij, 
Tratte  (VAnalyse,  2. a  ed.  T.  I,  pag.  ]  36,  e  T.  II,  pag.  205)  ai  sistemi  di  */  equa- 
zioni /,  =  /g  =  ....  =/„  --=  0  di  n  incognite  ^, ,  q^,  ....,  q„  reali.  Sia  S 
lo  spazio,  ove  le  x  sono  coordinate  cartesiane,  e  sia  li'  una  regione  di 
questo  spazio,  ove  le  /"  sono  funzioni  regolari;  se  il  lacobiano  delle  /  ri- 
spetto alle  X  ha  in  E'  sempre  nno  stesso  segno,  e  se  i  i)unti  A  di  R'  che 
soddisfano  alle  nostre  equazioni  sono  in  ninnerò  finito  e  sono  interni  a  E , 
il  loro  numero  è  dato  da  un  integrale  esteso  al  contorno  di  R',  il  cui 
integrando  è  una  frazione  che  ha  per  numeratore  una  espressione  razionale 
nelle  /(  e  nelle  loro  derivate,  e  jier  denominatore  una  potenza  di  2ìj  ./","•  Que- 
sto teorema  vale,  se  il  lacobiano  delle  /',•  rispetto  alle  a:,-  è  dift'erente  da  zero 
nei  punti  A;  lui  punto  ^1,  in  cui  questo  lacobiano  fosse  nullo,  si  deve 
contare  tante  volte,  quanta  è  la  sua  moltiplicità  (cfr.  più  avanti  nel  testo). 
Ora  uno  zero  comune  alle  «,  —  a^  =  f\  -L  //;,  »„  —  "^/a  -\-  »/»  (se  «j,  u^ 
sono  funzioni  analiticlie  delle  x,  =  ^|  -^  /  ^o,  x.,  =  ^a  H  '  ^4)  individua  un 
sistema  di  valori  per  le  ^,  che  annulla  le  funzioni  ,t\,  fo^,  f.^,  J\.  E  il  laco- 
biano delle  fi  ris^jetto  alle  ^j  non  è  mai  negativo,  perchè  è  uguale  al  prodotto 

1     1     T  1    •  •    3(%  «1>   ^"   "")  -ITI-  ■  •  •  •  i. 

del  lacobiano  ^->^-^  -J-'  -  -  -~—^~  per  il  lacobiano  immaginano  coniugato. 
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noi  indicheremo  con  I(K,  ai,a.i)  è  l'integrale  di  Kronecker,  ed  è 
per  la  teoria  delle  funzioni  analitiche  di  due  variabili  l'analogo 
dell'integrale  logaritmico  di  Cauchy  per  le  funzioni  analitiche 
di  una  sola  variabile.  L' integrale  di  Cauchy  serve  a  trovare  il 
numero  degli  infinitesimi  di  una  funzione  analitica  di  una  sola 
variabile:  l'integrale  di  Kronecker  a  trovare  il  numero  degli 
zeri  comuni  a  due  funzioni  Ui  —  a,,  u.^  —  a^.  Per  l' esatta  intel- 
ligenza del  teorema  di  Kronecker  si  noti  che,  come  un  punto  A^ 
in  cui  una  funzione  u  di  una  sola  variabile  x  si  annulli,  può 
contare  per  più  infinitesimi,  ossia  essere  un  infinitesimo  multiplo 

(per  il  che  deve  essere   ,     =  0),  così  un  punto  A,  in  cui  si  annul- 

lino  due  funzioni  u^  —  a„  u.^  —  a^  di  due  variabili  a?,,  a?,,,  può  con- 
tare per  più  infinitesimi,  ossia  essere,  come  si  suol  dire,  un  infi- 
nitesimo multiplo  (aftinché   questo   avvenga,  è  necessario  che  il 

Ci    (ti       7/    ^ 

lacobiano  ^  ^-^*'-  J    «ia  nullo  nel  punto  A).  E,  se  -^  è  un  infini- 
d  (a;,  X',) 

tesimo  delle  due  funzioni  w,  —  «,,  u^  —  a«,  si  potrà  definire  la 
moltiplicità  (il  carattere,  l'ordine)  dell'infinitesimo  A  come  il 
valore  n  dell'  integrale  /  (X,  «,,  a.^)  relativo  a  un  intorno  X  sufii- 
cientemente  piccolo  del  punto  A.  Se  noi  facciamo  variare  di 
pochissimo  le  a,,  aa,  il  nostro  integrale,  che  è  una  funzione  con- 
tinua delle  tf„  Am,  e  che  è  un  numero  intero,  dovrà  conservare  lo 
stesso  valore  n.  Nell'intorno  À  esistono  quindi  n  punti  (in  ge- 
nerale a  due  a  due  distinti  (*))  ove  le  m„  u^  assumono  dei  valori 
6„  òjj,  abbastanza  poco  differenti  da  a,,  a^.  Si  trova  cosi  che  esi- 
ste una  perfetta  analogia  tra  la  attuale  definizione,  e  la  defini- 
zione che  si  dà  dell'  ordine,  o  moltiplicità  di  un  infinitesimo  per 
le  funzioni  di  una  sola  variabile.  E  si  ha  proprio  che  I(R,at,a,j) 
è  il  numero  degli    infinitesimi   comuni  alle  w,  —  «,,  n.^  —  a^  nv\ 


(*i  Poicliè  il  lacobiano  delle  i/,,  «2  i^'^"  ^  identicamente  nnllo,  esso 
saia  difìerente  da  zero  in  un  punto  jjcnerico  lì  di  X.  Quindi,  se  in  B  si 
ha  Vi  -=r.  hi  ('■  ■■=  1,  2),  il  punto  />  è  un  iniìiiitesinio  acmjylire  per  la  coppia 
(li   fiiuzioui   ",  —  ftj,   «2  —  ^^2- 
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campo  i?,  quando  ognuno  di  essi  si  computi  tante  volte,  quanta 

è  la  sua  moltiplicità. 

Premessi  questi  lemmi,  noi  vogliamo  enunciare  i  teoremi  di 
Weierstrass. 

Sia  G  un  gruppo  discontinuo  su  n  variabili  .-r, ,  x.,^  . . .  .,  x„ 
che  possegga  una  rete  N  di  campi  fondamentali.  E  sia  Kq  un 
campo  di  questa  rete.  Supponiamo  di  essere  in  uno  dei  casi,  in 
cui  si  è  dimostrata  la  convergenza  delle  serie  B.  In  tali  casi  noi 
sappiamo  che  si  possono  costruire  n  funzioni  uniformi,  inva- 
rianti per  G.  Se  K  non  ha  alcun  punto  comune  con  le  varietà 
limiti  della  regione  occupata  da  iV,  allora  noi  sappiamo  che 
ognuna  di  queste  n  funzioni  ,s'i  comporta  ìielV  intorno  di  ogni  punto 
di  K  come  una  funzione  razionale  delle  x. 

Ciò  non  avviene  invece  più,  se  K  ha  qualche  punto  A  comune 
con  le  varietà  limiti  di  N.  Se  ciò  avviene,  si  può  però  in  qualche 
caso  dimostrare  che  per  ogni  punto  A  di  K  si  possono  trovare 
n  funzioni  y^,  y.^,  . .  . .,  y^  tali  che 

1.  Le  il  funzioni  ?/,,  y.>^  .  .  .  . ,  y„  si  annullano  nel  punto  A. 

2.  Se  a  è  quella  porzione  di  un  intorno  di  A,  che  è  interna  a 
K,  e  se  in  un  punto  di  (x.  è  yi=^  \  (i  =  1,  2,  .  .  . .,  w),  esiste  in  ce 
al  più,  un  numero  limitato  di  punti,  in  cui  y^  =  A,. 

3.  Le  funzioni,  invarianti  per  G,  da  noi  costruite,  si  comportano 
nel  punto  A  come  funzioni  razionali  delle  yi. 

L'  esistenza  di  tali  variabili  y  per  ogni  punto  A  Ai  Kh  stata 
dimostrata  finora  soltanto  in  casi  particolari,  p.  es.  nel  caso  stu- 
diato nei  precedenti  paragrafi  di  n  =  1.  In  tal  caso  infatti  si 
può  assumere  come  variabile  y^  la  variabile  principale  corrispon- 
dente al  punto  A  (*). 


(*)  Pei'  n  \^-  1  il  teorema  si  può  estcìulere  t'iiciliiiente  ai  gruppi 
fuclisiaui  misti,  di  cui  diede  il  primo  esempio  Blumkxthal  {Math.  Ann. 
Tomo  56,  pag.  509).  Per  qualch'e  gruppo  iperfuelisiauo  il  teorema  iu  di- 
scorso è  stato  dato  da  Picaud  [Ada  Mnihem.  Tomo  5). 
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Le  seguenti  considerazioni  si  applicano  soltanto  a  quei  gruppi 
(r,  tali  che  per  ogni  punto  di  K  si  possano  trovare  le  corrispon- 
denti variabili  y^  in  guisa  da  soddisfare  alle  condizioni  suaccen- 
nate. E  ricordiamo  che  esse  valgono  quindi  in  particolare  se  K 
non  ha  punti  comuni  col  contorno  di  N  (nel  qual  caso  si  può 
per  ogni  punto  ^  di  ^  supporre  y,  ==  a:<),  ciò  che  avviene  p.  es. 
se  siamo  in  uno  dei  casi,  in  cui  si  è  dimostrata  la  convergenza 
delle  serie  ^  di  Poincaré.  Ciò  avviene  anche  per  i  gruppi  G  del 
§  42  (pag.  292),  generati  da  2  w  traslazioni  indipendenti;  per  essi 
appunto  Weierstrass  ha  dato  per  la  prima  volta  i  teoremi,  di 
cui  qui  ci  occuperemo. 

Noi  anzi  supporremo  nel  seguito  che  le  ?/,  corrispondenti  a 
un  punto  ^  di  ir  siano  tali  che  in  quella  parte  di  un  intorno 
di  yl,  che  è  interna  a  K",  non  esistano  due  punti  distinti,  in  cui 
ciascuna  delle  y  riprenda  lo  stesso  valore;  il  caso  più  generale 
si  studia  con  gli  stessi  metodi,  e  con  poche  modificazioni. 

Dalle  nostre  ipotesi  segue,  in  virtù  dei  lemmi  precedenti  che, 
se  w„  u^_,  .  .  .  .,  u„  sono  n  funzioni  indipendenti  invarianti  per  G 
costruite  mediante  serie  6,  allora  in  un  intorno  di  un  punto  ^1 
di  K  non  possono  esistere  infiniti  punti  isolati,  in  cui  le  m,  rice- 
vono un  sistema  di  valori  rt„  a^j  •  •  •  •?  «»  dati  ad  arbitrio.  Noi 
potremmo  anzi  nelle  seguenti  considerazioni  imporre  questa  con- 
dizione al  nostro  gruppo  G^  anziché  ammettere  per  ogni  punto 
di  K  l'esistenza  delle  citate  variabili  y. 

Noi  diremo  che  una  funzione  invariante  per  G,  che  in  ogni 
punto  di  K  si  comporta  come  una  funzione  razionale  delle  corri- 
spondenti variabili  y,  è  una  funzione  razionale  di  K.  Queste  fun- 
zioni sono  per  w  >  1  le  analoghe  delle  funzioni  fuchsiane  e 
kleiniane,  corrispondenti  a  gruppi  G  su  una  sola  variabile.  Noi 
sappiamo  già  che: 

1.  Esistono  n  funzioni  razionali  di  K  indipendenti  (§  41,  pag.  288). 
E  noi  dimostreremo: 

2.  Tra  n  -[-  1  funzioni  razionali  di  K  pnKKd  sniipre  almeno 
una  relazione  algebrica. 
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3.  Si  possono  (in  infiniti  modi)  trovare  n  -]^  1  funzioni  u^,  u^, 
.  .  . .,  u„^i  razionali  di  -ST,  legate  da  una  sola  relazione  algebrica 

g  (Mi,  u„ ,  w„+i)  =  0 

tali  che  tutte  e  sole  le  funzioni  razionali  di  K  sono  esjyrimihili 
come  funzioni  razionai  delle  Mi,  u.^,  . . . .,  e*„+i. 

Anzi  di  più: 

T  punti  di  K  sono  in  corrispondenza  analitica  biunivoca  e  con- 
tiìiua  coi  punti  della  varietà  algebrica  g  =0,  quando  naturalmente 
non  si  considerino  come  distinti  punti  del  contorno  di  K  tra  di 
loro  equivalenti.  Le  funzioni  uniformi  invarianti  per  G  sono  tutte 
e  sole  le  funzioni  uniformai  su  questa  varietà  algebrica:  e  tra  esse 
le  funzioni  razionali  di  K  sono  tutte  e  sole  le  funzioni  razionali 
su  questa  varietà  algebrica. 

Restano  cosi  estesi  a  gruppi  assai  più  ampii  le  relazioni  tro- 
vate tra  i  gruppi  fuclisiani  e  kleiniani,  e  le  curve  algebriche  (su- 
perficie Riemanniane)  :  esse  potranno  forse  essere  il  punto  di 
partenza  per  ulteriori  sviluppi  della  teoria,  e  in  particolare  per 
la  generalizzazione  ad  n  >  1  dei  risultati  fondamentali,  che  nel 
capitolo  seguente  troveremo  nel  caso  w  =  1. 

Per  fissare  le  idee  e  per  semplicità  ci  limiteremo  al  caso  di 
w  =  2.  Il  caso .  generale  si  studia  con  metodi  affatto  simili  (*). 

Osserveremo  anzitutto  che  alle  funzioni  razionali  di  K  si 
estendono  facilmente  i  lemmi  dimostrati  sopra  per  le  funzioni,  che 
si  comportano  come  funzioni  razionali  in  un  campo  perfetto  R. 


(*)  Il  caso  di  n  qualunqxie  è  stato  studiato  da  Poincaké  {Ada  Ma- 
them.  voi.  26,  pag.43  e  seg.)  e  da  Blumenthal  { 31  ath.  Ani),  tomo  58,  pag.  497 
e  seg.),  dove  il  lettore  troverà  numerose  citazioni  bibliografiche.  L'unica 
differenza  tra  il  caso  qui  studiato,  e  il  caso  di  w  >-  2  sta  in  ciò,  che 
mentre  noi  incontreremo  soltanto  o  equazioni,  o  coppie  di  equazioni  in 
due  incognite,  nel  caso  di  n  qualunque  si  possono  trovare  sistemi  di  m 
equazioni  in  n  ^  rn  incognite.  La  teoria  di  questi  sistemi  è  svolta  in 
Blumenthal  (loc.  cit.  tomi  57  e'  58),  e  porta  a  risultati  affatto  simili  a 
quelli,  che  noi  incontreremo. 
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Le  dimostrazioni  continuano  a  valere  inalterate,  purché  nella 
considerazione  di  un  intorno  di  un  punto  di  K  allo  variabili 
a?!,  x-i  si  sostituiscano  le  variabili  ^j,  y.,. 

Siano  ora  w,,  u.,  due  funzioni  razionali  di  K.  Consideriamo  il 
sistema  di  equazioni 

Ui  —  rti  =  Mg  —  a-2  =  0        (ai  =  a2  =  cost.). 

E  sia  p  un  piano,  ove  ^«,,  u.^  sono  variabili  coordinate.  A  ogni 
punto  (a,,  a.,)  di  p  corrisponderà  una  coppia  di  equazioni,  e  vice- 
versa. Noi  ci  chiediamo  : 

A  quali  punti  di  p  corrisponde  una  coppia  di  equazioni  con 
infinite  soluzioni  entro  il  poligono  Kf 

Per  quanto  abbiamo  detto,  ciò  può  soltanto  avvenire,  se  le 
due  equazioni  sono  soddisfatte  lungo  una  stessa  curva,  lungo  la 
quale  dovrà  anche  essere  nullo  il  lacobiano  1  delle  ^^,,  u.^.  Ma, 
se  noi  supponiamo  che  le  m,,  u.^  siano  indipendenti,  ossia  che  A 
non  sia  identicamente  nullo,  l'equazione  A  =  0  definisce  per  i 
lemmi  precedenti  al  più  un  numero  finito  di  curve  di  K.  Esiste 
dunque  in  K  al  più  un  numero  finito  di  curve,  lungo  le  quali 
può  avvenire  che  m,,  u.j  conservino  rispettivamente  uno  stesso 
valore  rr,,  a,.  I punti  di  jì,  cui  corrisponde  una  coppia  di  equazioni 
avente  infinite  soluzioni  in  K,  sono  dunque  in  numero  finito.  Noi 
li  chiameremo  i  punti  singolari  di  p. 

Così  pure  i  punti  di  indeterminazione,  che  «,  ha  in  A'  sono 
in  numero  finito  ;  siano  à}\  rt^.'\  .  .  .  . ,  a'f^''  (w,  =  intero  finito)  i 
valori  che  «2  assume  in  essi;  le  equazioni  u^  =  ép  (i  =  1,2,....,  m) 
definiscono  certe  curve  y  in  P-  Altre  curve  y?  in  numero  finito, 
si  determinano,  considerando  i  punti  singolari  di  Ug  in  p.  Se 
a^/^  (i  =  1,  2,  ....,  Wj,:  m.^  intero  finito)  sono  i  valori,  assunti  in 
essi  da  ^f,,  le  nuove  curve  y  considerate  sono  le  curve  ««,  =  rt',". 
Noi  indicheremo  tutte  queste  curve  complessivamente  con  y,,  y^,, 
....,  y;-,,  e  le  diremo  le  curve  singolari  di  p. 

Affinchè  queste  ultime  considerazioni  siano  legittime,  si  deve 
supporre   che   le  «,,  «^  non   abbiano    punti   di    indeterminazione 
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comuni.  Noi  dobbiamo  quindi  ora  completare  il  nostro  studio, 
per  il  caso  che  le  u^,  u.^  abbiano  qualche  punto  di  indetermina- 
zione comune. 

Sia  A  un  tale  punto.  In  un  intorno  di  A  sarà 

dove  le  9  sono  serie  ordinate  secondo  le  potenze  delle  corri- 
spondenti variabili  ?/i,  ^2,  le  quali  si  annullano  nel  punto  A, 
ossia  per  y^  =  0,  1/2  ^^  ^'  ^^  equazioni  u^  =  «i,  u^  =  a^  equival- 
gono in  un  intorno  a  sufficientemente  piccolo  di  A  rispettiva- 
mente a  due  equazioni  algebriche  in  y^^  i  cui  coefficienti  sono 
funzioni  analitiche  regolari  di  3/1,  a^  e  di  ?/i,  a^  (*).  Se  noi  elimi- 
niamo 1/2  tra  queste  due  equazioni  otterremo  una  risultante 
R  (^/l,  «1,  a^)  =  0,  dove  li  è  in  un  intorno  di  y^  =  0  una  funzione 
analitica  regolare  di  ?/i,  fl^i,  a^j,  la  quale  deve  essere  identicamente 
nulla  per  y^  =  0,  in  quanto  che  per  y^  =  0,  y^  =  0  sono  identi- 
camente soddisfatte  le  '^^  —  «1  ^2  "^  "f'3  ~"  ^2  ^4.  ^^  0*  ^^  ^  avrà 
dunque  un  fattore  y}  (X  :^  1).  Poniamo  -^  =  R {yi.,ai^a^, K'{ai^a^  = 

=  ij?'  (0,  «1,  «2).  L' annullarsi  di  R"  ci  dà  la  condizione  necessaria 
e  sufficiente,  affinchè  in  ogni  intorno  del  punto  A  le  Wj,  Ma  acqui- 
stino dei  valori  vicini  a  piacere  rispettivamente  alle  «1,  a,;  cosic- 
ché R"  è  una  funzione  effettiva  delle  ai,«2«  Se  6,,&2  sono  invece  un 
sistema  di  valori  delle  «i,  «2,  che  non  soddisfa  alla  R"  =  0,  esiste 
un  intorno  abbastanza  piccolo  di  A^  in  cui  la  \u^  —  61 1  -|-  |  Mg  —  h^ 
ha  un  limite  inferiore  diverso  da  zero.  Ciò  che  noi  esprimeremo 
dicendo  che  la  R"  {a^,  a^)  =  0  definisce  i  valori  «i,  a^  assunti 
dalle  Ui,  U2  nel  punto  A.  Al  nostro  punto  A  corrisponde  dunque 
un  certo  numero  finito  di  curve  in  p,  definite  dalla  R"  (Ui,  u^)  =  0. 
Se  u^  —  c(i  =  Wj,  —  a^^O  h  un  sistema  di  equazioni,  corrispondente 


(*)  Ciò  è  conseguenza  di  un  teorema  di  Weierstrass  già  citato  (pag.  339), 
almeno  quando  si  faccia  una  conveniente  trasformazione  lineare  di  coor- 
dinate 2/1?  2/2- 
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a  un  punto  di  p^  non  posto  su  una  di  queste  curve,  i  punti  di 
if,  in  cui  tale  sistema  è  soddisfatto,  sono  certamente  a  distanza 
non  infinitesima  da  A.  Altrettanto  si  può  ripetere  per  gli  altri 
punti  di  indeterminazione  (certamente  in  numero  finito)  comuni 
alle  M,,  u... 

In  conclusione  anche  i  punti  di  indeterminazione  comuni  alle 
w„  Ui  definiscono  soltanto  un  numero  finito  di  curve  singolari  v 
su  p.  Ed  è  ben  evidente  che  queste  curve  singolari  formano  un 
insieme  di  punti,  che  non  è  denso  in  alcuna  regione  di  p. 

Se  noi  prendiamo  in  p  un  punto  regolare,  cioè  un  punto  non 
singolare,  e  non  posto  su  alcuna  curva  singolare,  la  coppia  di 
equazioni  corrispondente  avrà  un  numero  finito  di  soluzioni,  cor- 
rispondenti a  punti  di  X,  che  non  sono  punti  di  indetermina- 
zione né  per  »^i,  né  per  u.^.  Ora  il  piano  p  è  il  piano  di  due 
variabili  complesse  w, ,  m,:  esso  si  può  quindi  rappresentare  in 
uno  spazio  P  di  punti  reali,  a  quattro  dimensioni  reali;  i  punti 
non  regolari  di  p  avranno  in  P  per  immagine  dei  punti  isolati  A 
in  numero  finito,  e  delle  moltiplicità  F,  pure  in  numero  finito,  a 
due  dimensioni  reali,  immagine  delle  curve  y.  I  punti  regolari 
di  p  avranno  per  immagine  punti  regolari  di  P:  punti  cioè  non 
posti  sulle  r,  e  distinti  dai  punti  A.  Potremo  quindi  passare  da 
ogni  plinto  regolare  di  P  a  ogni  altro  punto  regolare  di  P  con 
una  curva  continua,  tutta  formata  di  punti  regolari  di  P;  da  un 
punto  7Ì0ÌI  regolare  B  di  P  potremo  passare  a  ogni  punto  rego- 
lare di  P  con  una  curva  continua,  tutta  formata  di  punti  rego- 
lari, eccetto  l'estremo  B. 

Vogliamo  ora  dimostrare  un  lemma  fondamentale. 

Se  il  sistema  di  equazioni  w,  :=  a,,  Mg  =  «2  è  soddisfatto  in  r  punti 
isolati  Li,  L.,,...di  K  (*),  che  non  sono  di  indeterminazione  per  alcuna 


(*)  Qnesti  punti  possono  essere  in  parte  sovrapposti  ;  e  precisamente 
in  un  punto,  che  sia  un  infìnitesinu)  di  ordine  X  per  la  coppia  di  fun- 
zioni »,  — «, ,  Ho  — fio,  si  devono  immaginare  sovrapposti  À  punti  f.. 
(Cfr.  a  pag.  343). 
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delle  M„  ^«a,  efiiste  un  intorno  a  del  punto  («,^  a^)  di  P  tale  che,  se 
(hi,  \)  è  un  punto  di  {ce),  il  siMema  di  equazioni  «,  :—  h^,  ti.,  ^=  h.^ 
è  soddisfatto  almeno  in  r  punti  isolati  di  A',  che  noti  sono  punti 
di  indeterminazione  per  le  u^,  Wj,. 

Siano  L,,  L.,, ,  Lp  p  punti  distinti,  scelti  tra  i  punti  Li^L.,^ 

.  .  .  .,  L^  e  tali  che  ognuno  dei  punti  L,-  (i  <  r)  coincida  con  uno 
e  uno  solo  dei  punti  Lj  (j  <  p).  Sarà  p  =  r,  soltanto  se  tutti  i 
punti  L  sono  distinti,  ossia  se  ogni  punto  L,  è  uno  zero  sem- 
plice per  la  coppia  di  funzioni  m,  —  a,,  u.^  —  «9.  I  punti  L,  si 
possono  supporre  tutti  interni  a  A'  :  a  questo  caso  ci  possiamo 
infatti  generalmente  ridurre  con  un  cambiamento  lecito  del  cam- 
po  K  (*).  Noi  potremo    costruire  per  Lj  un  intorno  Aj  (j  ==  1^  2, 

,  q),  interno  a   K,  tale    che  Xj  non   contenga    alcun    punto, 

ove  Ui  od  w^  sono  indeterminate  o  infinite,  e  che  in  nessun 
punto  di  Xj  distinto  da  Lj  sia  u^  —  «i  =  %  —  a.^  =  0.  L' inte- 
grale /  (Xj,  a,,  a.^)  di  Kronecker  relativo  ad  u,  —  a^,  u.^  —  a^  ed 
all'  intorno  X^.  sarà  uguale  alla  moltiplicità  del  corrispondente 
punto  Lj  per  il  sistema  di  equazioni  Ui  —  ai  =  u.,  —  a.,  =  0. 


(*)  Unico  caso  eccezionale  sarebbe  quello,  che  uno  dei  punti  Lj  {j  <p), 
p.  es.  L, ,  fosse  lanciato  fisso  da  una  qualche  trasformazione  del  nostro  gruppo. 
Se  7/1  giacesse  sulla  varietà  limite  della  rete  di  campi  K,  allora  per  stu- 
diare gli  zeri,  e  la  moltiplicità  degli  zeri  delle  funzioni  n^  —  a^,  u^  —  a^ 
nel  punto  /-j,  si  dovrebbe  riferirci  all'intorno  dell'origine  nello  spazio 
in  cui  sono  coordinate»  non  omogenee  le  corrispondenti  variabili  y,  in 
modo  analogo  a  quanto  facemmo  a  pag.  310  e  seg.  per  i  gruppi  fuchsiani  e 
kleiniani.  Se  L^  fosse  interno  alla  rete  di  campi  K,  esso  sarebbe  lasciato 
fisso  da  un  sottogruppo  di  ordine  finito  h.  I  punti  di  un  intorno  X  di  L^ 
si  distribuirebbero  in  sistemi  di  //,  intinti,  tra  loro  equivalenti.  Se  è  in  uno 
di  questi  punti  it^  =  b^,  u^  =  />,,  altrettanto  avverrà  negli  h  —  1  punti 
equivalenti.  Il  UTimero  dei  punti  di  X,  ove  le  Wj,  Wg  assumono  un  sistema 
bi,  /'2  di  valori,  abbastanza  poco  differenti  da  a^,  (i^,  è  dunque  un  nuiltiplo 
hk  dell'intero  //.  Ma,  poiché  punti  equivalenti  rispetto  a  G  non  si  con- 
siderano come  distinti,  dobbiamo  dire  che  «1  =  b^,  u^  =  b^  in  soli  k  punti 
di  un  intorno  di  L^.  E  converremo  di  dire  che  //j  è  un  infinitesimo  di 
moltiplicità  k  per  »,  —  a^,  ii„  -  a^.  Con  questa  convenzione,  affatto  ana- 
loga a  quella  fatta  a  pag.  306  per  i  gruppi  su  lina  sola  variabile,  la  nostra 
dimostrazione  continua  a  essere  applicabile  anche  a  un  talp  punto  L^. 
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Ora,  l' integrale  I  (X,  òj,  6,,)  di  Kroiiecker  relativo  a  uno  stesso 
di  questi  intorni,  e  alle  due  funzioni  w,  —  fe„  u^  —  h^  sarà  natu- 
ralmente una  funzione  continua  di  6,,6a  nel  punto  6,  =  a„  h^  =  a^. 
Potremo  perciò  costruire  un  intorno  a  cosi  piccolo  del  punto 
(a,,  a.)  in  P,  tale  che  per  ogni  punto  (6„  6.^)  di  a  il  citato  inte- 
grale /  (X,  6i,  62)  differisca  da  /  (X,  a,,  a^  per  meno  di  | .  E  poiché 
questo  integrale  deve  essere  sempre  uguale  a  un  numero  intero, 
sarà  /(X,  &i,  6.J  =  /(X,  a„  a^).  Quindi  il  sistema  di  equazioni  ^«l  —  ò,  = 
=  ^2  —  62  ""^  0  sarà  in  ciascuno  degli  intorni  considerati  soddi- 
sfatto tante  volte,  quante  voite  è  soddisfatto  il  sistema  di  equa- 
zioni ^«^  —  «i  =  ^*2  —  «2  =  0-  ciò  che  dimostra  il  nostro  asserto. 

Ora,  se  («j,  a.2)  è  un  punto  regolare  di  P,  il  sistema  di  equa- 
zioni Mj  —  «1  =  W2  —  «2  =  0  è,  come  sappiamo,  soddisfatto  sol- 
tanto in  un  numero  finito  m  (a,,  a^)  (che  per  ora  non  possiamo 
dire  che  sia  differente  da  zero)  di  punti  di  K.,  in  ciascuno  dei 
quali  poi  le  u^,  Wo  non  sono  indeterminate.  Di  più  i  punti  rego- 
lari di  P  formano,  come  sappiamo,  un  tutto  connesso:  da  uno 
si  può  passare  a  ogni  altro  lungo  una  linea  l  formata  tutta  di 
punti  regolari.  Quando  un  punto  di  P  descrive  Z,  allora,  per 
quanto  abbiamo  detto,  nessun  punto  di  7^,  in  cui  sia  soddisfatto 
il  corrispondente  sistema  di  equazioni  u^  —  «i  =  %  —  «g  =  ^7 
può  avvicinarsi  indefinitamente  a  un  punto  di  indeterminazione 
per  le  «,,  m^  o  a  un  punto,  ove  una  delle  u  diventa  infinita.  Noi 
potremo  dunque  escludere  da  K  con  intorni  sufficientemente 
piccoli  tutti  questi  punti,  in  modo  che  la  coppia  di  equazioni 
corrispondente  a  un  punto  di  l  non  sia  soddisfatta  in  alcun 
punto  della  regione  esclusa.  Il  numero  m  (a„  a^  è  dunque  anche 
il  numero  dei  punti  della  regione  residua,  in  cui  sono  soddisfatte 
contemporaneamente  le  w,  —  ^i  =  ?*2  —  a^--=0\  quando  si  descrive 
l  esso  non  può  mai  diventare  infinito,  perchè  l  è  una  linea  di 
punti  regolari.  Con  un  metodo  analogo  al  precedente  se  ne  de- 
duce che  m  (a,,  a^  varia  con  continuità,  quando  ci  si  muove 
lungo  l.  E,  poiché  7n  è  un  intero,  esso  sarà  dunque  costante. 
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Se  ne  conclude  che  m  («i,  «,)  =  m  {bi,  b.,)  se  {a^,  a^)  e  (61,  63) 
sono  rispettivamente  le  coordinate  degli  estremi  di  l.  E,  poiché 
questi  estremi  sono;  come  vedemmo,  punti  regolari  qualunque 
di  P,  ne  deduciamo  : 

Esiste  un  intero  ni  tale  che  ogni  sistema  di  equazioni  u^  —  «,  = 
=  Mg  ■ —  '^2=0,  corrispondente  a  un  punto  regolare  di  P^  è  soddi- 
sfatto in  soli  m  punti  isolati  di  un  campo  fondamentale  A.',  nes- 
suno dei  quali  è  di  indeterminazione  per  una  delle  u,  mentre  ogni 
altro  sistema  di  equazioni  u^  —  ai^  u^  —  <^2  ^^  ^;  corrispondente 
a  un  punto  non  regolare  di  P,  può*  essere  soddisfatto  al  più  in  m 
punti  isolati  di  K,  in  cui  le  u^  non  sono  indeterminate  (oltre  even- 
tualmente a  qualche  altro  punto,  in  cui  una  delle  u  sia  indeter- 
minata, oppure  oltre  a  qualche  linea  di  K). 

Ciò  si  può  anche  enunciare  rapidamente  dicendo  che  la  cor- 
rispondenza tra  K  e  p  è  una  corrispondenza  1  m  m. 

.  Il  teorema  ora  dimostrato  vale,  e  si  dimostra  in  modo  affatto 
analogo  anche  per  altri  tipi  di  equazioni. 

Sieno  Mi,  w,,  ^2,  v.^  funzioni  razionali  di  Ti.  Se  la  coppia  di 
equazioni  u^  —  a,  «i  =  0,  Uo  —  a^  «2  =  0  è,  almeno  per  un  sistema 
di  valori  delle  «„  a^,  soddisfatta  soltanto  in  un  numero  finito  di 
punti  isolati,  allora  esiste  un  intero  m  tale  che  per  valori  ge- 
nerici delle  «1,  «2  il  precedente  sistema  di  equazioni  è  soddisfatto 
in  soli  m  punti  isolati  di  K^  nessuno  dei  quali  è  per  le  t^,-,  «,•  un 
punto  singolare  (un  polo,  o  un  punto  di  indeterminazione);  men- 
tre per  ogni  altro  sistema  di  valori  delle  a^  a,  il  precedente  si- 
stema è  soddisfatto  in  non  più  di  m  punti  isolati  di  £",  ove  le 
M,-,  Vi  sono  regolari,  oltre  eventualmente  a  qualche  curva  di  ^,  o 
a  qualche   punto,  in  cui  le  m,-,  Vì  non  sono  regolari  (*).  Il   teore- 


(*)  Questo  teorema  sì  dimostra  in  modo  analogo  al  precedente.  Si  co- 
mincia ad  osservare  che  i  punti  isolati  di  j>,  a  cui  corrisponde  un  sistema  di 
equazioni,  che  ammette  in  K  infinite  soluzioni,  sono  in  un  mero  y?wj<o,  perchè 
una  curva  di  K  lungo  la  quale  è  soddisfatto  il  nostro  sistema  di  equa- 
zioni, deve  coincidere  con  una- delle  curve,  lungo  cui  v,  =  0,  oppure  con 
una  delle  curve,  lungo  cui  è  vf^  =  0,  oppure  con  una  curva,  che  soddisfa 
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ma  precedente  è  suscettibile  di  una  ulteriore   estenflione.  Siano 
n^^  u,. ,  «r  ^  *'i5  v-:i j  ^,  delle  funzioni  razionali  di  A':  poniamo 

ri 

Q  =  2  a.  w,  -|-  a, , ,  :  11  =  ^  %  r,  -{-  ^. , , .         (a,  ^  =  cost.). 

Esiste  un  iììfero  ni,  taU  che  per  nalori  generici  delle  costanti 
a,  p  il  sistema  di  equazioni  Q  ^=r  0,  R  ==  0  è  soddisfatto  in  soli  m 
punti  isolati  di  K,  in  ciascuno  dei  quali  le  u,,  »,  sono  regolari  (ne 
infinite,  ne  indeterminate),  mentre  per  valori  speciali  delle  a,  ^  il 
precedente  sistema  di  equazioni  non  è  soddisfatto  in  più  di  m 
punti  isolati  di  K,  ove  le  tii,  w,  siano  regolari  (oltre  eventualmente 
a  qualche  curva  di  -K",  o  a  qualche  punto,  ove  almeno  una  delle 
w„  Vi  è  singolare,  ossia  è  infinita,  o  indeterminata). 

In  altre  parole,  se  C  è  una  curva  analitica,  lungo  la  quale  sia 
Q  =  0,  e  se  R  si  annulla  in  più  di  m  punti  di  (7,  in  cui  le  m,,  v^ 
sono  regolari,  allora  R  è  nullo  lungo  tutta  la  curva  C. 


all'equazione  ottenuta  annullando  il  lacobiano  delle     -  ,   -.  Le  quali  cur- 

ve  sono  in  numero  finito.  Si  dimostra  poi,  come  nel  caso  precedente,  che 
se  il  sistema  delle  nostre  equazioni  è  per  un  punto  («,,  a^)  di  p  soddi- 
sfatto soltanto  in  h  puuti  isolati  di  K,  ove  le  «,  ,  Vi  sono  regolari,  allora 
il  sistema  di  equazioni  corrispondente  a  un  intorno  del  punto  («j,  a^)  di 
p  è  soddisfatto  almeno  in  h  punti  isolati  di  K,  in  cui  le  «,-  ,  i\  sono  rego- 
lari. Per  un  sistema  di  valori  delle  Oj,  n^  scelto  in  modo  qualunque,  la 
nostra  coppia  di  e(i nazioni  è  soddisfatta  in  punti,  ove  è  soddisfatto  almeno 
uno  dei  seguenti  sistemi  di  eciuazioni  : 

—  rt,  =    --«2  =  0;  «,  =t,,  =    «  — «2  =  0; 

11, 
«2  =  t'a  ^       —  "1  =  0?  **i  =  "2  =  V,  =  t?g  =  0. 

Ai  primi  tre  di  questi  sistemi  possiamo  applicare  le  dimostrazioni 
preced<'uti  ;  1'  ultimo  sistema  ò  soddisfatto  per  ipotesi  soltanto  in  un  nu- 
mero finito  di  i)unti  isolati.  La  legittimità  di  «luesto  procedimento  è  do- 
vuta a  ci*"»  che  noi  nell'  «enunciato  del  nostro  teoreuia  non  ci  occupiamo 
dei  punti,  in  cui  una  delle  »»,  ,  r,  ,  p.  es.  una  delle  i\,  ì\  diventa  intiuita 
o  iudeterminata. 

ss 
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Che  infatti  per  ogni  sistema  di  valori  delle  ai,Pj(i  =  l,2,...,r) 
(j  =  1,  2,  ...,s)  esista  un  tale  intero  m  indipendente  dalle  a,_^j,  ^,_^i, 
segue  dal  primo  teorema  da  noi  dimostrato.  Glie  poi  tale  intero 
sia  indipendente  dalle  altre  costanti  a,  p,  p.  es.  dalle  a^  ^^,  segue 
dal  lemma,  che  ne  abbiamo  dedotto  più  sopra,  appena  si  noti 
che  le  equazioni  Q  =  0,  i?  =  0  si  possono  scrivere  nella  forma 

z^  —  «1  u\  ""=  0  ^2  —  «2  ^2  =^  0, 

quando  si  ponga 

r  > 

«1  =  —  a, ,  a.,  ^  —  Pi ,  ?t?i  ^  Wj ,  w^_  =  Ui . 

Dal  precedente  teorema  segue  tosto  un  altro  teorema  per- 
fettamente analogo  per  i  sistemi  di  equazioni 

P  =  0  S„  =  0 

quando  con  P,  S,,  si  indichino  rispettivamente  un  polinomio  di 
primo  grado  nelle  u^jU.^,  ......  Ur  e  un  polinomio  di   h"^''"'°   grado 

nelle  stesse  «,-.  Infatti  S,,  è  un  polinomio  di  primo  grado  delle 
funzioni  ?/f i  nf^ ....  w?»- ,  ove  sia  a,  -|-  a.^  -J- -[-  a^  <  /t.  Il  cor- 
rispondente intero  m  dipenderà  soltanto  da  h  ;  se  |x  è  il  valore 
di  m  per  ^  =  1,  allora,  poiché  tra  i  polinomii  S^  esistono  i 
polinomii,  che  sono  prodotto  di  h  polinomii  generici  di  primo 
grado  nelle  ^<,■  (tali  che  il  corrispondente  sistema  di  equazioni 
P  =  S,,  =  0  sia  soddisfatto  in  un  numero  fiìiito  di  punti,  tutti 
regolari  per  le  u),  sarà  m.  =  [x  h. 

Siano  ora  ?*,,  «o,  u  tre  funzioni  razionali  di  K:  due  almeno 
delle  quali  siano  indipendenti. 

Noi  vogliamo  dimostrare  che  esse  sono  legate  da  una  rela- 
zione algebrica.  Sia  S  uno  spazio,  in  cui  le  tt,  u^,  u.^  sono  coordi- 
nate cartesiane  ortogonali.  A  ogni  punto  di  K  corrisponderà  in  S 
un  punto  di  una  certa  varietà  V  a  due  dimensioni.  Una  equa- 
zione lineare  nelle  w  rappjesenterà  in  2  un  piano;  una  equa- 
zione S,,  =  0,  di  grado  h  nelle  w,  rappresenterà  in  S  una  superficie 
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algebrica  di  ordine  h.  Per  il  teorema  precedente,  esisteranno  in 
generale  n  h  punti  di  K^  a  cui  corrispondono  in  ]!l  punti  della  F, 
appartenenti  alla  *S',,  =  0,  e  a  un  piano  prefissato.  In  particolare 
se  a,  ^  sono  due  piani  generici  in  S,  esiste  in  K  un  numero 
costante  |i  di  punti,  a  cui  in  S  corrispondono  punti  posti  sulla 
F,  e  sulla  retta  di  intersezione  dei  due  piani  a,  ^.  Già  da  questi 
fatti  si  intuisce  che  la  Fsarà  una  superficie  algebrica  (di  ordine  {i, 
se  a  un  punto  generico  di  F  corrisponde  un  solo  punto  di  K.).  Ciò, 

che  sarà  confermato  dalle  deduzioni  seguenti.  Siano  P,,  P^, ,  P, 

q  polinomii  lineari  generici  nelle  ?*,  u^,  u.^,  dove  q  è  un  intero 
per  ora  indeterminato.  Se  Q  ==  U  è  un  polinomio  generico  lineare 
nelle  u,Ui,u.i^  allora  ognuno  dei  sistemi  di  equazioni  Pf=Q=0  sarà 
soddisfatto  in  (x  punti  isolati,  in  ciascuno  dei  quali  le  m,w,,  Mj  sono 
regolari;  e  i  q[i  punti  cosi  ottenuti  si  possono  tutti  supporre 
distinti.  Ora  un'equazione  P,.  =  0  determina  in  K  un  certo  nu- 
mero finito  Qi  di  curve;  e  poiché  l'insieme  dei  polinomii  di 
primo  grado  nelle  ti,  u^,  u,  è  un  insieme  continuo,  mentre  l'insieme 
degli  interi  gr^  è  numerabile,  esisteranno  infiniti  polinomii  di  pri- 
mo grado  nelle  ?«,?«,,  ^*o,  per  i  quali  l'intero  gì  ha  uno  stesso  valore. 
Per  quanto  sia  grande  q^  potremo  dunque  scegliere  i  polinomii 
P  in  guisa  che  i  numeri  gr,  restino  inferiori  a  una  stessa  co- 
stante y.  Sia  h  un  intero  qualsiasi:  scegliamo  su  ciascuna  delle 
gt  curve  definite  dalla  P,  =  0  {i  =  1, 2,  ...</)  ^|a  -f-  1  punti,  che  non 
siano  singolari  per  alcune  delle  i«,w„M2.  Avremo  cosi  fissato  comples- 
sivamente  (/i  |x  -(-  1)  ?  9i  <  V  (^  {1  -^  1)  q  punti  A  in  K.  Ora  un 

polinomio  S^  di  ^*»''"°  grado  nelle  if^tiy^u.^  dipende  da  (     ^  '  )  = 

=  .  coeihcienti.  Poniamo   q  =:  h  -i-  i.   Se  h 

è  abbastanza  grande,  allora  evidentemente  (  T  )>v  {hyi.-\-l)q: 
e  potremo  cosi  determinare  i  coefficienti  di  S^  in  modo  che  sia 
Sh  =  0  in  tutti  i  punti  A,  precedentemente  fissati  in  K.  Quindi 
ognuna  delle  curve,  per  cui  una  delle  P,  è  nulla,  ha  almeno 
h[i  -j-  1  punti  regolari  comuni  alla  8^  =  0,  e  giace  quindi  in- 
tieramente in  /S»  =  0.  I  punti,  ove  P<  =  Q  =  0  giacoiono   dun- 
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que,  qualunque  sia  ?,  sulla  6',,  =  0.  La  S,^  =  0  ha  quindi  con 
Q  =  0  almeno  (h  -\-  1)  \i  punti  comuni,  e  quindi  le  equazioni 
S^--=0,  Q  =  0  sono  soddisfatte  lungo  una  stessa  curva.  Altret- 
tanto avviene  se  a  Q  sostituiamo  un  polinomio  Q\  i  cui  coef- 
ficienti differiscano  di  abbastanza  poco  dai  coefficienti  omologhi 
di  Q;  e  quindi  la  S^  ■=  0  è  soddisfatta  in  co^  punti  di  K^  onde 
segue  che  S^  è  in  K  identicamente  nulla  (*). 


(*)  Credo  opportuno,  per  essere  più  completo,  dare  un  cenno  del  modo 
con  cui  questa  ultima  parte  della  dimostrazione  si  estenda  al  caso  di 
«  >-  2,  tanto  più  che  la  bella  dimostrazione  del  Blumenthal  non  è  forse 
per  II  >-  2  immune  da  qualche  dubbio.  Supponiamo  p.  es.  n  =  S.  Al  teo- 
rema sopra  dimostrato  per  il  sistema  di  equazioni  F  -z  S^  ~-  0  corrisponde, 
nel  caso  »»  =  3,  un  teorema  i)erfettamente  analogo  per  i  sistemi  di  equa- 
zioni Pj  =  Pg  =  Sj,  =  0,  qviando  le  Pj,  Pg  siano  polinomii  di  primo  grado 
ed  Sn  un  polinomio  di  grado  h  di  un  certo  numero  r  di  funzioni  razionali 
di  K.  Siano  v^,  u^,  u^,  u  quattro  funzioni  razionali  di  K,  di  cui  le  prime 
tre  indipendenti.  Consideriamo  g  +  1  polinomii  Pj,  Pg, ,  J^q  ,  Q  gene- 
rici di  primo  grado  nelle  u,  essendo  q  un  intero  per   ora   indeterminato. 

Ognvmo  dei  ^ sistemi  di  equazioni  P,-  z=:  P^  =  Q  =r_:  0  {i  t  ;  )  sarà 

verificato  in  jji  punti  di  K,  che  noi  potremo  supporre  essere  tutti  punti  di 

regolarità  per  le  ?<5  e  i  [A  ^-^-^-^r punti  così  definiti  si  potranno   supporre 

tutti  distinti  tra  di  loro.  Poniamo  q  z=.  h  {\x  -\-  1)  -f-  1.  Come  sopra,  si 
vedrà  che,  se  li  è  abbastanza  grande,  esiste  un  ijolinomio  iiJ^  di  grado  /t 
nelle  m,  tale  che  sia  5^  -.=  0  lungo  tutte  le  curve,  lungo  cui  è  soddisfatto 

uno  dei  — ^^~ sistemi  di  equazioni  Pj  -_  P,  --  0.   Il  ijolinomio  8^,  non 

il 

sarà  divisibile  jjer  almeno  q  —  h  dei  polinomii  P,  p.  es.  per  P^,  P^,  ...., 
Pg_ft .  Ognuno  dei  sistemi  di  equazioni  P,-  =  Pj  z=z  8^=10  (i  t  /;  i,  j  =  1,  2, 
....,</)  sarà  soddisfatto  almeno  in  uno  dei  punti  ove  Pi  =i  Q  —  Pj  ~=  0. 
Quindi  il  sistema  di  equazioni  P,  --  Q  ._  8,,  m  0  sarà  soddisfatto  in  almeno 
q  —  1  =  /t  ([i  +  1  '  ---  /*  {X  punti  regolari.  Questo  sistema  di  equazioni 
sarà  dunque  soddisfatto  lungo  una  curva  di  K.  Assumiamo  in  uno  sjìazio 
euclideo  "HÙ  le  u  a  coordinate  cartesiane.  Ai  punti  di  K  corrisponderà 
in  S  una  ipersuperficie  V.  Gli  iperpiani  P,  :—  0,  ^  —  0  e  la  ipersu- 
perficie 8,1  =  0  avranno  almeno  una  curva  (7,-  comune  con  la  varietà  V. 
Siccome  per  i  r=  1,2,  ....,  q  —  h,  8^  non  è  divisibile  per  Pj  ,  le  ciu've 
6'.,  O2,  ....,  6*,_7,  sai'auno  curvte  algebriche.  (Si  noti  che  8n  non  può  con- 
tenere  il  piano  P,  ^=  Qz::zQ,  perchè  Q  è  y enerico).  Sia   ora  §,  un   altro 
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Le  funzioni  it„  n.^^  u  sono  dunque  legate  da  una  relazione  al- 
gebrica. 

Siano  ora  m„  u..  due  qualsiasi  funzioni  razionali  di  A';  e  sia  p, 
il  numero  dei  punti  isolati,  regolari,  in  cui  le  w,,  u^  assumono 
un  sistema  generico  di  valori  a,,  a,,.  Sia  u  un'altra  funzione  ra- 
zionale di  K,  ed  S  ^=  0  V  equazione  algebrica  irriducibile,  a  cui 
soddisfano  le  m„  m^,  u.  Il  grado  h  di  S  nella  u  non  potrà  essere 
maggiore  di  |i,  poiché  a  un  dato  sistema  generico  di  valori  delle 
^t,,  Wa  corrispondono  non  più  di  \i  valori  distinti  per  la  u.  Esi- 
stono anzi  delle  funzioni  u  razionali  di  K,  per  cui  il  grado  della 
corrispondente  equazione  S  =  0  nella  u  è  proprio  \ì;  col  metodo 
del  §  41  si  dimostra  infatti  facilmente  l'esistenza  di  una  fun- 
zione «,  razionale  di  A",  che  assume  valori  distinti  nei  |Ji  punti 
di  A',  in  cui  le  m,,  u^  assumono  rispettivamente  dei  valori  a,,  a.^, 
scelti  in  modo  generico.  Ma  anche  prescindendo  da  ciò,  dimo- 
streremo che,  se  la  ti  è  scelta  in  modo  che  il  grado  del  polino- 
mio S  nella  u  abbia  il  valore  m  più  grande  possibile  (m  <  |x), 
allora  ogni  altra  funzione  w  razionale  del  campo  K  è  esprimibile 
come  funzione  razionale  delle  m,  w,,  u^.  Infatti,  se  p  è  un  qualsiasi 
parametro,  la  funzione  <o,  =  w  -f-  p  ic  soddisfa  a  una  equazione 
f  (Wi,  p,  M,,  u.,)  — :  0,  algebrica  nelle  u  t  ?  f^,  '*n  **2*  Derivando 
rispetto  a  p  otteniamo 


polinomio  lineare  generico  delle  u  ;  l' iperpismo  ^,  itr  0  di  2j  avn\  ahneno 
un  punto  generico  comune  con  ognuna  delle  curve  (7,,  Cj,  ....,  (\-t,.  Esi- 
steranno quindi  in  K  almeno  q  —  /*  punti,  ove  Q  ^  Q,  =  Sa  =:  0.  Ora 
g  —  -  A  ^  /t  [i  -|-  1  >  A  [1.  Quindi  esisterà  in  K  almeno  una  curva,  ove  sono 
milli  t^nto  ò\  ,  quanto  una  coppia  di  polinomii  lineari  Q,  Q^,  scelti  in  modo 
generico.  0,  ciò  eh'  è  lo  stesso,  ogni  piano  a  2  dimensioni  di  S  ha  al- 
meno una  curva  comune  con  la  ipersuperficie  V,  e  la  ^\  :=  0.  Ciò  è  sol- 
tanto possibile,  se  la  V  appartiene  alla  S^  ■=  0,  ossia  se  S,,  è  identicamente 
nullo  in  K. 
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Ora  per  p  ^  0  è  (;^0  +  0,  perchM'e.aa.ione   tra    le 

Uj  Ui,  U.2,  algebrica  di  grado  m  nella  u,  è  irriducibile.  Quindi  si  ha  : 

'A 


idi 

La  quale  forinola  dimostra  il  nostro  teorema. 

I  teoremi  di  Weierstrass,  enunciati  al  principio  del  paragrafo, 
sono  così  completamente  dimostrati. 

In  particolare  ne  seguirà  che  ogni  funzione  razionale  di  K  è 
razionalmente  esprimibile  mediante  serie  6. 

E  poi  ben  evidente  che,  per  i  gruppi  iperfuchsiani  puri  o 
misti,  i  quali  posseggono  un  campo  fondamentale  senza  vertici 
a  distanza  infinita  nella  metrica  corrispondente,  tanto  le  serie  ^, 
che  le  serie  6  (di  cui  noi  abbiamo  già  dimostrato  la  convergenza), 
e  le  loro  derivate  rappresentano  funzioni  analitiche  senza  sin- 
golarità essenziali  a  distanza  finita.  Cosicché,  se  una  funzione  /' 
delle  x^  invariante  per  G,  è  esprimibile  razionalmente  per  mezzo 
di  funzioni  ^,  di  funzioni  9  e  delle  loro  derivate,  allora  essa  è 
una  funzione  razionale  del  campo  e  quindi  è  razionalmente  espri- 
mibile come  funzione  delle  «,  «i,  u... 

§  48.  —  Le  funzioni  zeta  -  automorfe  e  le  equazioni  differenziali 
corrispondenti. 

Sia  G  un  gruppo  su  n  variabili  x^  per  cui  valgano  i  teoremi 
di  Weierstrass.  Sia  T  un  gruppo  isomorfo  di  trasformazioni  li- 
neari intere  omogenee  su  m  variabili.  Le  serie  ^  di  grado  abba- 
stanza alto,  costruite  per  i  gruppi  G,  T,  siano  convergenti  asso- 
lutamente e  uniformemente  nell'intorno  di  un  punto  generico. 
Tutte  queste  ipotesi  sono  soddisfatte,  come  sappiamo,  se  per 
esempio  G  h  fuchsiano,  oppure  un  gruppo  iperfuchsiano  puro 
0  misto,  che  possiede  un  óampo  fondamentale  senza  vertici  a 
distanza  infinita    nella    metrica    corrispondente.   Allo    studio    di 
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questi  casi  noi  ci  limiteremo  quindi  senz' altro.  IndicluTemo  con 
2„  z^,  .. ..,  2„^.i  n  4-  1  funzioni  uniformi  delle  x,  invarianti  per  G, 
senza  singolarità  essenziali  a  distanza  finita,  tali  che  ogni  altra 
funzione  siffatta  sia  funzione  razionale  delle  Zi.  Le  2,  saranno 
legate  da  una  relazione  algebrica 

(I)  giZi.z., — ,2„.,,^-(). 

Ogni  funzione  invariante  per  (r,  che  si  espi  iiii;i  razionalmente 
mediante  serie  ^,  serie  6,  e  derivate  di  serie  ?  o  H,  sarà  una  fun- 
zione razionale  delle  2,. 

Supponiamo  di  aver  costruito  m  funzioni  uniformi  y,,^.,  ...,y„, 
le  quali,  quando  le  x  subiscono  una  trasformazione  di  G.  subi- 
scono le  trasformazioni  di  T.  Noi  potremo  supporre  le  y,  linear- 
mente indipendenti;  se  cosi  non  fosse^  e  p.  es.  le  ya+iiy,i+ii ,ym 

fossero    combinazioni   lineari   delle    funzioni  jjii  y>i ,  ly-/;  ^l^^' 

studio  delle  y^  .  .  .  .  y„  sostituiremmo  lo  studio  delle  //i  ....  y„. 
Poiché  le  2i,  .  . . . ,  2„  sono  invarianti  per  (r,  allora,  considerando 

le  y^  come  funzioni  delle  2,,  . . . . ,  z„,  troviamo  che  le    .^~  (h=  1,2, 

e  Zi 

....,  in)  formano  ancora  per  ogni  valore  di  i  (i  =  1,2, ,  u)  un 

sistema  di  m  funzioni,  tali  che,  quando  le  x  subiscono  una  trasfor- 
mazione di  G,  subiscono  la  corrispondente  trasformazione  di  T.  Al- 
trettanto  avverrà  quindi  anche  delle  . — ^  ,  ^     '/^  , n,"* 

O  Zf  O  Zh      0  ZfO  Z^  '    tì  Zi  V  z^ 

per  ogni  sistema  di  valori  delle  i,  h  compresi  tra  1  ed  n.  In  ge- 
nerale le  m  funzioni   l^,,  definite  dalle 

(II)     F,  =  S.,.. ..«.,. ^;.^' ;.';■■"  "^^  {h^k,^...^K^q) 

'  -     -    1  -'      " dz\i d^- ...•  ^4» 

/subiscono,  quando  le  x  subiscono  una  trasformazione  di  G,  la  cor- 
rispondente trasformazione  di  T,  se  le  a  sono  funzioni  uniformi 
invarianti  per  il  gruppo  G,  e  q  è  un  intero  positivo  arbitrario. 
Ricordo  che,  conformemente  a  notazioni  universalmente  usate, 
si  può  porre 

y'"  dz\èzl....dzl'    dx,"  dz\dzl.,.7dz:'  ''*''' 
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Se  di  più  le  y  sono  state  costruite  mediante  serie  ^  o  0,  e  se 

le  a  sono  funzioni  razionali  delle  2,,  z.^^ ,  2„_,.i,  le  T^-  non  avranno 

singolarità  essenziali  a  distanza  finita. 

Dimostriamo    ora  viceversa:  Se   le  y^-,  iji, -,  ij^  sono,  come 

supponemmo,  linearmente  indipendeìiti,  si  può  trovare  un  intero  q 
così  grande,  che  ogni  sistema  dì  funzioni  Vi  tiniforuìi  delle  x,  le 
quali  subiscono,  quando  le  x  sono  sottoposte  a  una  trasformazione 
di  G,  la  corrispondente  trasformazione  di  T,  sia  sempre  esprimi- 
bile sotto  la  forma  (II),  dove  le  oc  sono  fmìzioni  uniformi  delle  x, 
invarianti  per  G  [o,  in  altre  parole,  sono  funzioni  uniformi  delle 
w  i"  1  variabili  z^,z.,, ,  2„^,  legate  dalla  relazione  (I)]. 

Questi  due  teoremi  riconducono  (se  F  è  un  gruppo  lineare 
intero)  il  problema  {A)  al  problema  più,  semplice  (B),  appena  sia 
noto  uno  solo  dei  sistemi  di  funzioni  yi,  i/ìì  .  .  •  .,  //,„• 

Per  dimostrarli,  si  osservi  che  se  1-e  '?/,•  sono  linearmente  indi- 
pendenti, si  possono  trovare  m,  sistemi  di  n  numeri  interi  ^'i,,  A%„ 
.  .  .  .,  Jc,„  {s  =  1,  2,  .  .  .  .,  m)  tali  che  sia  diiìerente  da  zero  il  deter- 
minante delle  f},,  (r,  s  =  1,  2,  .  .  .  .,  m),  dove  si  è  posto 

/ì*^i.  +  *■.>,  +  •■••  +  fc„.  il 
^"""  dz'iu  sz';^7...:d'z'^'    ^'^' 


(*)   Questo  teorema  è  evidentemente  vero  i)er  m  =  1  ;   basterà  dunque 
dimostrarlo  i)er   w  =  t,   (juando  lo  si  ammetta  vero  per  m  =  t —  1.  Poiché 

le    y^, ,  i/i   sono   linearmente  indiiiendenti,  altrettanto   avverrà  delle 

y^,  1/2,  ... .,  i/t-i-  E,  poiché  il  nostro  teorema  si  ammette  vero  per  m  =  t  —  1, 
esisteranno  t  —  1  sistemi  di  n  numeri  /*,  „  h^^,  . . . . ,  h„,  {s  =  1,2,  ....,t  —  1) 
tale  che  sia  differente  da  zero  il  determinante  delle 

Ci  basterà  dimostrare  che,  se  il  determinante  delle  f],.,  {r,s  =  1,2,  — ,  t) 
fosse  nullo,  comunque  fossero  scelti  gli  interi  k,  allora  le  //  sarebbero  li- 
nearmente dipendenti.  Infatti  in  tal  caso  le  infinite  equazioni  lineari  (nelle 
t  —  1  incognite  (Xp  ) 

B,  „       „  _  y  a  ^'''"■-  '""  ^r^  -  ^''  ''"'  ^■■■■^'"  ^'  =  0 
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Preso  ora  un  sistema  qualunque  di  funzioni  F^,  soddisfacenti 
alle  condizioni  del  precedente  enunciato,  scriviamo  le 

(II)'  r,  =  2^-V         (?=1,2,  ....,r«). 

(T  =  l 

Otterremo  cosi  un  sistema  di  m  equazioni  lineari  indipen- 
denti nelle  m  incognite  p,,  p.,  .  .  .  .,  P„..  Risolviamo  queste  equa- 
zioni rispetto  alle  p  (ciò  che  è  possibile  in  uno  e  in  un  solo 
modo,  perchè  per  ipotesi  il  deterip inante  j  rj^g  =|=  0).  Noi  otter- 
remo le  P,  scritte  sotto  forma  di  quoziente  di  due  determinanti. 
I  termini  della  a""""*  colonna  (a  =  1,  2,  .  .  . . ,  m)  di  ciascuno  di 
questi  due  determinanti  sono  funzioni  uniformi  delle  .t,  le  quali, 
quando  le  x  subiscono  una  trasformazione  T  di  G^  subiscono  la 
corrispondente  trasformazione  lineare  x  di  F.  Ciascuno  di  questi 
due  determinanti  resta  dunque  moltiplicato  per  uno  stesso  fat- 
tore costante  (il  determinante  di  t),  quando  le  x  subiscono  una 
trasformazione  di  (}.  Il  loro  quoziente  P^  è  dunque  una  funzione 
uniforme  delle  x,  invariante  per  G.  Ed  è  ben  chiaro  (quindi  che, 


che  si  ottengono  dando  alle  h  valori  positivi  o  nulli  qualunque,  sarebbero 
tutte  combinazioni  lineari  di  quelle  t  —  1  equazioni  particolari,  che  si 
ottengono  ponendo  /<<  =  hi,  (s  =  1,  2,  ....,  t  —  1).  Queste  t  —  1  equa- 
zioni nelle  a  hanno  per  ipotesi  un  determinante  non  nullo  j  e  ne  possiamo 
(juindi  trarre  le  Xo .  L«  oc/j  »  così  determinate,  soddisferanno  a  tutte  le  equa- 
zioni />'==  0.  Ricordando  questo  fatto,  e  derivando  la  ^^  *  ^  ==  0  ri- 
spetto  a  S(  ,  troveremo  : 

Queste  t  —  1  equazioni   lineari   omogenee  nelle   .    ^  hanno   un    de- 

d  a 
tenniuantc  non   nullo;  siirà  quindi   ^    "  =  0,  e  quindi  ap=  cost.  Ma,  per 

«—1 
/»,  =  0,  la  5.    .       »   =  0  diventji  i/*  =  T!  %  Vp  (y.p  =  cost.).  E  quindi  le  y 

p  =  l 

non  sarebbero  linearmente  indipendenti. 

e.  d.  d. 
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se  g  è  il  più  grande  dei  numeri  Tc^^  -\-  k^^  -{-....  -\-  h„^^  (<j  =  1,  2, 
.  .  .  .,  mj,  le  (II)'  non  sono  che  un  caso  particolare  delle  (II), , ove 
le  a  si  suppongano  funzioni  uniformi  delle  x^  invarianti  per  il 
gruppo  G. 

Supponiamo  che  le  y,  non  abbiano  singolarità  essenziali  a 
distanza  finita,  che  p.  es.  esse  siano  state  costruite  mediante  se- 
rie ^  e  0. 

Se  omelie  le  Vi  sono  state  ottenute  mediante  serie  ^  e  0,  allora^ 
per  quanto  dicemmo,  le  p,  e  quindi  anche  le  a  si  possono  supporre 
razionali  nelle  z^^z^, ,  z„.^i  e  quindi  algebriche  nelle  2,,  2^} ;  ^n- 

Le  funzioni  V  definite  dalle  (II)  si  diranno  funzioni  zeta- 
automorfe  razionali  o  trascendenti  secondo  che  le  a  sono,  o  non 
sono  contemporaneamente  funzioni  algebriche  delle  2^,  .  .  .  . ,  2„. 
Le  serie  §  e  9  conducono  soltanto  a  funzioni  zeta-automorfe  ra- 
zionali. 

Studiamo  ora  un  caso  particolare.  Sia 


+  0  +  (' 


»=i+n+r  +  v....+("+;^-' 


•  In -{-li  — 1\      n(n-\-l)  ....{n-\-li  —  1)  ,  .,  a  ^^     a     • 

dove         '  ==  — ^ — ' — - — ,  — e  il  numero  delle  deri- 

\        h        I  h 

vate  di  ordine  h  di  una  funzione  di  n  variabili  (numero  delle 
combinazioni  con  ripetizione  di  n  oggetti  ad  h  ad  h)  e  supponiamo 
che  gli  m  sistemi  di  valori  A;,(j,  Zr^j, ....,  lc„^  siano  precisamente  tutti 
i  sistemi  di  n  interi  non  negativi  Jc^k.j,  ....,  k„  per  cui  Jc^  -[- /tg  + 
....  ìc„  ^  k.  Da  quanto  abbiamo  detto  risulta  che  ogni  sistema 
di  funzioni  Vi  uniformi  delle  x,  le  quali,  quando  le  w  subiscono 
le  trasformazioni  di  G^  subiscono  le  trasformazioni  di  T,  è  dato  da: 

0k^  4  ....  r  fc„  y_ 

dove  le  a  sono  funzioni  invarianti  per  Gj  e  gli  interi  k  percor- 
rono tutti  i  sistemi  di  valori,  per  cui  ky  -\-  .  . .  .  -\-  k„  <  k.  Se  in 

S^^'Vi 
particolare    poniamo    Vi  =   .  y,,  *^  ^,7      ~s^\  ;  dove  le  s  sono  m- 
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teri  non  negativi  qualunque  la  cui  somma  è  uguale  a  fc  -{-  1»  ® 
se  indichiamo  con  oé-'i -■ 'n^  le  funzioni  a  corrispondenti,  troviamo 
infine  : 

Si  possono  trovare  delle  funzioni  af^i  k'i'.'.'.'.'k"''  (*'i-|-"-"h*»*"'^""l~  1> 
^'i  i~  ^5?  "h  •  •  •  •  +  ^"»  ^  ^O  uniformi  delle  x,  invarianti  per  G,  tali 
che  le  equazioni: 


(IH)        ;),^,.^^  .>,.„  =  2    «i-'^-- 


(dove  la  sommatoria  del  secondo  membro  è  estesa  a  tutti  quei 
sistemi  di  valori  non  negativi  delle  Te,  per  cui  fc^  -f  •—  t  ^n  :^  ^) 
valgono  per  y  ==■•  y,  ii  =  1,  2,  ....,  w),  e  per  tutti  i  sistemi  di  va- 
lori delle  .Vp  s.,^ ,  s„,  tali  che  Si  -j-  -^^  + -}-  .9,,  =  fc  -j-  1. 

Se  le  funzioni  xfi  sono  state  ottenute  mediante  serie  ^  e  B^  le  a. 
sono  funzioni  razionali  di  2,  ....  z„j^i  e  quindi  funzioni  algebriche 
di  z,  .  . . .  z„.  Le  1/  sono  dunque  in  tal  caso  un  sistema  di  integrali 
del  sistema  di  equazioni  (III)  lineari  alle  derivate  parziali  a  coef- 
ficienti algebrici^  che  esprimono  le  {Te  -\-  l)'*'""  derivate  della  fun- 
zione incognita  y  in  funzione  lineare  della  y  stessa  e  delle  sue 
derivate  prime,  seconde,  ....  fc"'™*.  L' integrale   più  generale  del 

sistema  (III)  non  può  dunque    contenere    più   di  1  -j-  |    1  -f  .... 

-|-  (         -  \  =  m  costanti  arbitrarie. 

Dunque:  V  integrale  piti  generale  del  sistema  (III)  è 

m 

y  =  Aj  Ci  yt  (e-  =  cost.). 

i-  1 

//  sistema  (III)  di  equazioni  lineari  alle  derivate  parziaìi  a 
coefficienti  algebrici  gode  dunque  della  seguente  proprietà: 

Teorema  I.  —  Tanto  le  variabili  z^^  z.,^  . . . .,  2,,,  quanto  ogni 
integrale  y  delle  (III)  sono  funzioni  uniformi  di  u  variabili  Xi,  x^, 
, .  . . ,  x„]  e  precisamente  sono  funzioni  automorfe  e  zeta-automorfe, 
di  cui  noi  conosciamo  la  natura  analitica  e  che  quindi  possiamo 
considerare  come  note. 
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In  altre  parole,  mentre  il  problema  dell'  integrazione  del  sistema 
(III)  richiede  lo  studio  di  una  funzione  y  polidroma  delle  variabili 
Zi,  Z.2,  . . .  . ,  2„;  la  teoria,  delle  funzioni  automorfe  riconduce  questa 
determinazione  alla  teoria  di  funzioni  uniformi  già  note,  e  quindi 
in  sostanza  dà  un  mezzo  per  integrare  le  (III). 

Essa  ci  insegna  infatti  che  si  possono  trovare  w  variabili 
ausiliarie  Xi  .  .  .  .  x„,  di  cui  tanto  le  z  che  le  y  sono  funzioni  uni- 
formi (automorfe  e  zeta-automorfe). 

Un  fatto  analogo  si  presenta  per  l'equazione  algebrica,  già 
citata 

(I).  ,g{zi,z,, — ,0„,  2„,,)  =  o. 

Teorema  II.  —  La  2„+,,  considerata  come  funzione  delle  Zi,...,z„, 
determinata  da  (I)  è  una  funzione  non  uniforme.  La  nostra  teoria 
ci  dà  un  mezzo  per  risolvere  l' equazione  algebrica  (I)  per  mezzo 
di  trascendenti  uniformi  ben  note  (automorfe),  in  quanto  che  ci 
insegna  l'  esistenza  di  n  variabili  Xi,x.,;  . .  ..,  x„,  tali  che  le  z  più 
generali  soddisfacenti  alla  (I)  si  ottengono,  ponendo  le  z  uguali 
a  certe  funzioni  uniformi  note  (automorfe)  delle  x. 

Questo  è  un  fatto  simile  a  quanto  avviene  per  le  curve  al- 
gebriche f  {x,  y)  =  0  di  genere  0  o  1.  La  teoria  delle  funzioni 
algebriche  ci  dice  che  nel  primo  caso  le  x,y  sono  funzioni  ra- 
zionali di  un  conveniente  parametro  t,  e  che  nel  secondo  caso 
le  X,  y  sono  funzioni  uniformi  (ellittiche)  dell'  integrale  abeliano 
di  prima  specie,  relativo  alla  curva  f  (x,  y).=  0,  (Cfr.  §  46, 
pag.  321). 

Sia 

2  Clih  ^h  +  eli 
^'i  =  -|-— -  - ,—         {i,h  =  l,%  ... .,  n)  {a,  b  =  cost.) 

h 

una  trasformazione  generica  T  di  G.  Moltiplicando  le  a,  b  per 
una  stessa  costante  (ciò  che  non  muta  la  T)  possiamo  far  si  che 
il  lacobiano  della  T  sia  uguale  (§  40,  pag.  283)  a 

'       1 
feft  a?A  +  & 
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Consideriamo  ora  le  solite  n  funzioni  uniformi  indipendenti 

<  •  /-,  •      T        d  (z,  z., . . . .  z  )    ., 

Zi,  z.,, ,  2„  invarianti    per  G;   e    ne   sia   L  =      --'    -  "''     il 

d  (u/'i .x'J 

lacobiano  rispetto  alle  x.  Se  noi  alle  x  facciamo  subire  la  tras- 
formazione  2'  di  G,  L  si  trasforma  in 

L'  =  j/"^; ••••  ^;|  =  ^  ^,  '  ^     r,  =  L  l^hx,-}-bY'\ 

d{x,....x„)  d{x,....x„)  \  ft    "   "  '     ; 

d{x,....  x\) 

Le  n  -\-  1  funzioni 

Fo^J/'L,        Y,  =  x'y'L  (^=r  1,2,  ....,  w) 

sono  chiaramente  linearmente  indipendenti,  perchè  da  una  rela- 

n 

zione  ^  X,-  Yf  ^r^  0  (À,.  z:^  cost.),  si  trae 

n 
1  =  1 

e  quindi  (poiché  le  jc  sono  variabili  indipèndenti) 

Ora,  quando  le  x  subiscono  la  trasformazione  T  di  G,  le  Y, 
subiscono  la  trasformazione 

r,  =  z(bY,  ^ib,Y,\ 
h=i 

Y\  =  e  (a,  Y,  +  ^  a,,  Y,),  (^  =  1,  2,  .  . . .,  n) 

dove  con  e  ho  indicato  una  radice  {n  -f-  !)'■''""'■  dell'unità. 

Questa  trasformazione  non  è  che  la  T  scritta  sotto  forma 
omogenea,  e  genera,  al  variare  di  7',  un  gruppo  T  di  trasforma- 
zioni lineari  intere  omogenee.  Notiamo  che  le  F  possono  anche 
non  essere  uniformi:  in  quanto  che,  dalla  definizione,  che  ne 
abbiamo  data,  risulta  soltanto  che  esse  sono  determinate  a  meno 

di  un  fattore,  radice  {n  -ì-  l)*"»'""  dell'unità.  Ora  «  -j-  1  =  1  -}-|     j; 

e    noi    possiamo    applicare    le    precedenti   considerazioni,  ove   si 
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faccia  Ti  =  1  (*).  Si  vede  facilmente  che  la  eventuale  polidromia 
delle  F,  cui  abbiamo  teste  accennato,  non  infirma  i  risultati  da 
noi  ottenuti;  e  si  trova  cosi  che  le  Y  soddisfano  a  un  sistema 
di  equazioni 

(IV)        ^^^_  =  t  al'"  Il  +  «"■'  y         (^,  «  -  1,  2,  .... ,  n) 

dove  le  a^,"^  sono  funzioni  algebriche  delle  Zy  .  .  .  .  z„.  Il  sistema 
(IV)  non  è  che  un  caso  particolare  del  sistema  (III)  ;  e  per  esso 
potremmo  sostanzialmente  ripetere  le  osservazioni  fatte  più  sopra: 
il  fatto  nuovo,  che  si  presenta,  è  questo  che  le  variabili  ic,  delle 

n 

quali  tanto  le  z  che  l'integrale  generale    ^=^2^^  F,.  (e,- =  cost.) 

0 

sono  funzioni  uniformi,  o  a  un  numero  finito  di  valori  (uno  dei 
quali  si  deduce  da  un  altro,  moltiplicando  questo  per  una  radice 
in  -\-  l)""'"»  dell'  unità)  non  sono  che  i  quozienti  di  n  integrali 
indipendenti  F,,  .  .  .  .,  F„  a  un  [n  +  l)*»'™»  Yq,  da  quelli  pure  li- 
nearmente indipendente. 

Teorema  III.  —  Le  variabili  z, ,  z.,,  .  . , .,  z„  sono  dunque  fun- 
zioni automorfe  dei  rapporti  di  n  -\-  1  integrali  linearmente  indi- 
pendenti del  sistema  delle  (IV). 

Resta  così  dimostrato  come  esista  un'intima  connessione  tra 
la  teoria  delle  funzioni  automorfe  e  zeta-automorfe  e  la  teoria  di 
certi  sistemi  (III)  e  (IV)  di  equazioni  lineari  alle  derivate  parziali 
a  coefficienti  algebrici. 

Noi  siamo  giunti  anche  a  un  ulteriore  risultato. 

Se  ?/,,  ?/2,  .  .  .  .,  i/„  sono  m  funzioni  linearmente  indipendenti 
delle  a?,  le  quali  subiscono,  quando  le  x  sono  trasformate  con 
una  trasformazione  di  >S,  la  corrispondente  trasformazione  di  F, 
noi  abbiamo  nelle  (II)  un  sistema  di  equazioni,  che  permette  di 
trovare  il  più  generale  sistema  di  funzioni  V  cogredienti  alle  y, 
e  di  risolvere  quindi  nel  modo  più  generale  per  i  nostri  gruppi 
il  problema  fondamentale  {A). 


(*)  Il  calcolo  eflfettivo  dimostra  nel  modo  più  semplice,  che  il  deter- 
minante /delle  Yij,  {i,  h  =  0,  1, n)   [dove  si  è  posto  I',o=  ^i  j  ^r/,  = 

f)  Y^ 
= '-  per  h  ;^  0]  è  uguale  a  L,  ed  è  quindi  differente  da  zero. 
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Capitolo  Dodicesimo.  —  Applicazioni  alle  funzioni  polidrome. 

§  49.  —  Il  problema  fondamentale. 

Sia  W  una  funzione  polidroma  di  n  variabili  2,,  2,,  . . . . ,  2„. 
E  possibile  determinare  n  variabili  ausiliarie  a*, ,  a;,, . . . .,  £c„,  ed 
un  gruppo  G  pr.  dis.  su  di  esse,  in  modo  che  le  z  riescano  funzioni 
uniformi  automorfe  razionali  delle  ce  in  un  campo  fondamentale 
di  G,  e  la   W  riesca  una  funzione  uniforme  delle  xf 

Per  i  risultati  del  §  48  (pag.  366)  al  precedente  enunciato  si 
potrebbe  dare  un'altra  forma,  osservando  che  la  ricerca  delle 
variabili  x  equivale  perfettamente  alla  ricerca  del  corrispondente 
sistema  (IV)  di  equazioni  differenziali  lineari  a  coefficienti  alge- 
brici nelle  z. 

Questo  problema  è  il  cosidetto  problema  della  uniformizza- 
zione  delle  funzioni  polidrome.  Cercheremo  dapprima  di  giustifi- 
carlo con  qualche  considerazione  intuitiva,  restando  nel  caso  più 
semplice  di  w  =  l.  E  supponiamo  che  z  sia  una  funzione  fuchsiana 
o  kleiniana  della  x,  invariante  per  un  certo  gruppo  G  pr.  dis. 
La  X,  considerata  come  funzione  di  z,  sarà  una  funzione  poli- 
droma a  un  numero  finito,  o  infinito  di  valori,  secondo  che  G 
contiene  un  numero  finito,  o  infinito  di  trasformazioni.  Se  quei 
giri  sul  piano  della  2,  che  lasciano  invariata  la  07,  lasciano  inva- 
riata anche  PF,  allora  la  W  sarà  una  funzione  uniforme  della  x. 
La  nostra  questione  è  appunto  quella  di  costruire,  per  ogni  data 
funzione  W^  una  variabile  ic,  e  un  gruppo  G  in  modo  da  soddi- 
sfare alla  condizione  enunciata. 

Questo  problema  è  uno  dei  più  importanti,  che  offra  l'ana- 
lisi moderna.  È  facile  infatti  riconoscere  la  grande  utilità,  che 
la  risoluzione  di  esso  avrebbe  in  svariate  questioni  d'analisi. 
Esso  servirebbe  sopratutto  a  riportare  lo  studio  della  funzione 
polidroma  W  allo  studio  di  funzioni  uniformi.  Se  per  esempio 
W  fosse   una   funzione  algebrica  delle   z,  e   G  fosse   il  gruppo 
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di  trasformazioni  sulle  a*,  che  lasciano  invariante  la  TF,  allora 
W  sarebbe  invariante  per  un  sottogruppo  G'  di  indice  finito 
del  gruppo  G:  le  H^,  2,,  2.,  ....,  2:„  sarebbero  funzioni  automorfe 
razionali  delle  Xi,  x..,  . .  .  .,  x„.  Si  sarebbe  così  dimostrato  che 
le  coordinate  W,  Zi,  z,^  ....,z„  della  più  generale  ipersuperficie 
algebrica  si  possono  esprimere  come  funzioni  uniformi  automorfe 
razionali  di  n  variabili  ausiliarie  d?,  ossia  mediante  serie  9.  E 
sarebbe  perciò  risoluto  il  problema  di  risolvere  la  più  generale 
equazione  algebrica  in  w  -|-  1  variabili  mediante  trascendenti 
uniformi,  completamente  conosciute.  Si  sarebbero  in  sostanza 
estese  a  equazioni  algebriche  qualsiasi  i  risultati  ottenuti  al 
§  48  per  la  equazione  (I)  (pag.  364).  —  Similmente,  se  W  fosse 
un  integrale  generico  di  un  sistema  S  di  equazioni  lineari  alle 
derivate  parziali,  il  cui  integrale  generale  dipende  da  un  numero 
finito  m  di  costanti  arbitrarie,  e  i  cui  coefficienti  sono  funzioni 
algebriche  delle  z,  e  se  TFi,  TF,, ,  W^  sono  un  sistema  di  in- 
tegrali indipendenti  di  S,  W  sarebbe  una  combinazione  lineare 
delle  Wi.  Queste,  considerate  come  funzioni  delle  x,  sarebbero 
evidentemente  funzioni,  le  quali  subiscono  soltanto  trasforma- 
zioni lineari,  quando  le  x  subiscono  una  trasformazione  di  G. 
Dunque  le  W  sarebbero  funzioni  zeta-automorfe,  razionali  o  tra- 
scendenti, delle  X  (§  48,  pag.  362).  Sarebbero  così  estesi  a  sistemi  S 
generali  le  proprietà,  trovate  al  §  48  per  i  sistemi  (III)  (pag.  363)  ; 
i  più  generali  sistemi  S  si  potrebbero  considerare  integrati  (al- 
meno nel  senso  moderno  di  tale  parola)  in  quanto  che  la  ricerca 
dei  loro  integrali  sarebbe  ridotta  alla  ricerca  di  speciali  fun- 
zioni uniformi,  e  in  molti  casi  sarebbe  anzi  esaurita  mediante  le 
trascendenti  ^  e  9,  che  noi  dobbiamo  considerare  come  funzioni 
completamente  note. 

Possiamo  approfondire  meglio  con  un  esempio  queste  propo- 
sizioni nel  caso  che  sia  w  =  1.  Supponiamo  cioè  di  avere  una 
equazione  diiFerenziale 

y''^+pAz)f'-''  +  ....+p,(z)y^O 
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dove  le  /?,  sono  p.  es.  funzioni  razionali  di  una  variabile  z.  È 
ben  noto  che  i  punti  singolari  (*)  di  un  integrale  ;/  della  nostra 
equazione  non  possono  essere  distinti  dai  punti,  ove  una  delle 
Pi  diventa  infinita.  Siano  z  =  ttj  {j  =  1,2,  .  .  .  .,  r)  i  punti  sin- 
golari delle  2)^:  e  supponiamo  di  aver  trovato  una  variabile  au- 
siliaria X,  tale  che: 

1.  La  2  sia  una  funzione  fuchsiana  della  ;r,  esistente  soltanto 
entro  il  solito  cerchio  limite  C 

2.  Se  G  è  il  gruppo  fuchsiano,  che  trasforma  in  se  stessa  la 
funzione  z  (rr),  un  suo  campo  fondamentale  K  possegga  r  cicli 
di  vertici  non  accidentali,  tutti  posti  su  0,  e  in  cui  la  funzione 
z  (x)  assume  rispettivamente  i  valori  «i,  a.^,  .  , .  .,  a^. 

Allora  evidentemente  un  integrale  y  della  nostra  equazione 
differenziale,  pensato  come  funzione  della  ir,  è  una  funzione  uni- 
forme e  regolare  della  x  entro  C;  ed  esso  si  potrà  calcolare  entro 
C,  ossia  per  un  qualsiasi  valore  della  2,  mediante  uno  sviluppo 
in  serie  di  Taylor,  ordinato  secondo  le  potenze  positive  della  ic, 
e  valido  in  tutto  il  campo,  che  si  deve  considerare.  Lo  studio 
degli  integrali  della  nostra  equazione  differenziale  è  cosi  ricon- 
dotto allo  studio  di  una  funzione  della  variabile  ausiliaria  x  uni- 
forme e  senza  singolarità  in  tutto  il  campo,  che  si  deve  studiare; 
e  questa  funzione  si  potrà  anzi  in  molti  casi  esprimere  anche 
mediante  serie  ^  e  9  di  Poincaré. 

Purtroppo  però  il  precedente  problema  è  stato  studiato  nel 
solo  caso  di  w  =  1;  e  a-  questo  noi  ci  limiteremo  di  qui  in  poi. 


(*)  Punti  singolari  di  una  funzione  y  {s)  sono  i  punti  a  =  a,  in  un 
intorno  dei  quali  la  funzione  non  è  sviluppabile  in  serie  di  Taylor-Cauchy, 
ossia  in  serie  ordinata  secondo  le  potenze  positive  di  {z  —  a).  Ed  è  ben 
noto  dai  primi  teoremi  sulle  equazioni  differenzi.ali  lineari  (cfr.  per  es. 
ScHLKSiN(iEiì,  Handhuch  der  lineo ren  Differentiahjleichuiujen.  Tomo  I,  pag. 
21)  che  un  integrale  qualsiasi  della  nostra  equazione  differenziale  è  svi- 
luppabile in  serie  di  Taylor-Cauchy  nell'intorno  di  un  punto,  ove  le  Pi 
sono  regolari. 

u 
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Vedremo  che  per  h  =  1  si  può  sempre  in  infiniti  modi  trovare 
la  variabile  x^  ausiliaria.  Per  rendere  il  problema  determinato 
si  possono  prefissare  a  priori  proprietà,  di  cui  deve  godere  la 
funzione  uniforme  automorfa  z^  della  x^.  Noi  vedremo  p.  es.  che 
si  può  imporre  la  condizione  che  il  gruppo  delle  trasformazioni 
lineari,  che  lasciano  invariata  la  2,  (a",),  sia  o  un  gruppo  discon- 
tinuo finito,  o  un  gruppo  di  movimenti  euclidei,  o  un  gruppo 
fuchsiano:  in  una  parola  che  tale  gruppo  sia  un  gruppo  di  mo- 
vimenti in  un  piano  a  curvatura  costante,  ellittico,  euclideo,  o 
iperbolico.  Vedremo  però  che  neanche  queste  nuove  condizioni 
bastano  a  rendere  il  nostro  problema  suscettibile  di  non  più  che 
una  risoluzione. 

Comincieremo  col  supporre  che  la  funzione  W  della  z  (sop- 
primo gli  indici,  perchè  inutili,  essendo  n  =  1)  abbia  un  nu- 
mero finito  di  punti   di   diramazione  2  =  «,,  z  =  a.,., ,  z='a^. 

La  W  ritornerà  al  primitivo  valore,  se  la  z  compie  un  giro  at- 
torno a  un  punto  distinto  dai  punti  a^^  a.,, ,  «_  :  essa  non  ri- 
torna allo  stesso  valore,  se  la  z  compie  un  giro  attorno  a  uno 
dei  punti  a. 

Sia  Jc,,  il  più  piccolo  intero,  tale  che  la  W  ritorni  al  valore 
iniziale,  quando  la  z  compie  k^  giri  attorno  al  punto  a^.  Se  la  W 
non  ritorna  mai  al  valore  iniziale,  per  quanti  giri  la  z  compia 
attorno  al  punto  rt,„  porremo  Jc,,  =  co.  Indicheremo  con  z^=aj^i, 
0  =  «T  ^2 ,....,  2  =  rt-4,^  altri  V  punti  arbitrarii  (v  :>:.  0)  del  piano 
complesso  della  z;  e  sceglieremo  degli  interi  positivi  A,,  (i  =  1,2, 
.  .  .  . ,  x  -j-  v)  finiti  o  infiniti,  tali  che  sia 

Xft  =  oo         oppure         X„  =  V;,  Jcj,  per  Ti  =  1,  2,  , .. . ,  t  (*), 

dove  V;ì  sono  interi  positivi.  Supponiamo  per  un  momento  che 
la  z  sia  funzione  di  una  variabile  x,  invariante  per  un  gruppo 
fuchsiano  G  di  genere  zero,  ed  esistente  all'interno  del  cerchio 
limite  0,  tale  che  : 


(*)  Se  T  =  2,  è  chiaramente  ]c^=^k^•,  noi  supporremo  anche  v,  =  Vj 
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1.  Se  K  è  un  poligono  fondo  mentale  per  G,  la  funzione  z  as- 
sume ciascuno  dei  valori  «,  (/  =  1,2,  , . .. ,  t  -[-  v)  ***  """  *'■  "*'  *^^^ 
ciclo  di  vertici  non  accidentali  di  K;  viceversa  in  ogni  vertice  non 
accidentale  di  K  la  z  assuma  uno  dei  valori  ai. 

2.  Un  vertice^  in  cui  la  z  assume  il  valore  a.,  sia  lasciato  fìsso 
da  un  sottogruppo  ciclico  di  G  di  ordine  X,. 

(Se  X,-  =  oj,  questo  vertice  dovrà  giacere  sul  cerchio  limite  C). 

In  tal  caso  la  W,  considerata  come  funzione  della  x,  esisterà 
entro  il  cerchio  C,  e  vi  sarà  una  funzione  uniforme  della  x.  In- 
fatti un  giro  chiuso  della  x  attorno  a  un  punto  qualunque  A 
interno  al  cerchio  C  equivale  a  un  giro  chiuso  della  z  attorno 
a  un  punto  del  suo  piano,  distinto  dai  punti  a,  se  A  non  è  la- 
sciato fisso  da  alcuna  trasformazione  di  (?,  oppure  equivale  a  X» 
giri  della  z  attorno  al  punto  2  =  a^,  se  ^  è  un  punto  equiva- 
lente a  un  vertice  di  £",  immagine  del  punto  z  =  a,,.  Un  giro 
chiuso  della  x  attorno  a  un  qualsiasi  punto  interno  a  C  lascia 
perciò  invariata  la  funzione  W:  e  quindi  la  W  è  monodroma 
entro  C.  A  un  risultato  perfettamente  analogo  giungiamo,  se  G 
è  un  gruppo  di  movimenti  in  una  metrica  ellittica  (e  se  la  z 
esiste  per  tutti  i  valori  della  x\  oppure  se  (r  è  un  gruppo  di 
movimenti  euclidei  (e  la  z  esiste  per  tutti  i  valori  della  x,  ec- 
cetto che  per  x  =  x?)  e  possiede  un  campo  fondamentale,  che 
gode  delle  due  proprietà  enunciate  più  sopra.  Quindi  in  questo 
caso  il  problema  da  noi  posto  più  sopra  è  senz'altro  risoluto. 
Appunto  perciò  per  risolvere  il  nostro  problema  noi  possiamo 
limitarci  a  dimostrare  il  seguente  importantissimo  teorema. 

Se  sono  dati  i  punti  a,,  a.,, . . . .,  ap  (p  =  t  -f  v),  e  i  numeri  in- 
teri positivi^  finiti  0  infiniti,  Xi,  X.^,  . . . . ,  Xp,  esiste  una  variabile  x, 
definita  a  meno  di  una  trasformazione  lineare,  tale  che  la  z  risulti 
invariante  per  le  trasformazioni  di  un  gruppo  G  di  trasforma- 
zioni lineari  sulla  variàbile  x,  il  quale  sia  sul  piano  della  varia- 
bile X  un  gruppo  di  movimenti  in  una  metrica  o  ellittica,  o  iper- 
bolica, 0  euclidea,  e  sia  tale  che  un  campo  fondamentale  K  di  G 
goda  delle  due  proprietà  enunciate  più  sopra. 


372  Capitolo  Dodicesimo  —  §§  49-50. 

Questo  teorema,  che  noi  dimostreremo  seguendo  sostanzial- 
mente un  metodo  dovuto  a  Poincaré,  e  completato  da  Koebe,  è 
stato  affrontato  anche  per  altre  vie.  L' una  dovuta  a  Klein  e 
Poincaré  non  è  ancora  completa  nel  caso  generale.  Essa  si  riduce, 
nella  intima  essenza,  a  un  computo  di  costanti  e  ha  preso  il 
nome  di  metodo  di  continuità.  Il  Fricke  l'ha  resa  rigorosa  in 
molti  casi  particolari.  Un'altra  via,  indicata  da  Schwarz,  e  ap- 
profondita da  Poincaré  e  Picard  in  molte  memorie  del  Journal 
de  Mathématiques  dal  1890  al  1898,  riconduce  il  nostro  studio 
a  certi  teoremi  di  esistenza  per  l'equazione  -.^ — ^  4-  ^ — -  =:^  e" ,  ed 
è  ancora  di  una  grande  complicazione.  Un'  altra  via  infine  è 
stata  seguita  in  casi  particolari  dallo  Schlesinger,  che  determinò 
la  variabile  x  come  limite  di  una  funzione  algebrica  della  z. 

Un  altro  modo  di  risolvere  il  nostro  problema  fondamentale, 
imponendo  altre  condizioni  al  gruppo  G,  è  stato  pure  studiato 
dal  Koebe  nelle  Gottinger  Nachrichten  (1907)  (*)  e  negli  Jahresbe- 
richte  der  d.  M.  Vereinigung  (1907)  con  metodi  analoghi  ai  se- 
guenti. Il  Koebe  in  questi  lavori  si  riferisce  a  gruppi,  che  pos- 
seggono una  sola  rete  di  campi  fondamentali. 

§  50.  —  Trasformazione  del  problema. 

Il  gruppo  G  deve  essere,  per  quanto  abbiamo  detto  al  §  49, 
un  gruppo  di  movimenti  in  una  metrica  a  curvatura  costante. 
Noi  vogliamo  vedere  come  si  possa  riconoscere  a  priori  se  que- 
sta metrica  è  ellittica,  euclidea,  o  iperbolica. 

Sia  K  un  campo  fondamentale  normale  del  nostro  gruppo; 
se  noi  consideriamo  come  identici  punti  del  contorno  di  £",  equi- 
valenti rispetto  a  G,  i  punti  di  K  saranno  in  corrispondenza 
biunivoca  coi  punti  del  piano  p  della  variabile  z.  I  cicli  di  ver- 
tici non  accidentali  corrispondono  ai  p  punti  a^ a^;  essi  sono 

quindi    in   numero    di  p,   e    la    somma    degli   angoli    di   K  nello 

2  7C 

^esimo  fj^  =  1,  2, ,  p)  di  questi  cicli  è  uguale  a  -,--  . 

Ai 


(*)  Zur  Uniformisierimg  der  algebraischen  Kurven.  Gòtlinger  Nachri- 
chten, 1907.   Heft.  4. 
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Vi  sarà  poi  un  certo  numero  a  di  cicli  di  vertici  accidentali; 

la  somma  degli  angoli  di  K  in  uno  di  questi  cicli  è  2  7t.  Quindi 

(p    \  \ 
a  -j-  2jf  V    )  • 

Sia  2  h  il  numero  dei  lati  di  K.  A  ognuna  delle  h  coppie  di  lati 
equivalenti  di  K  corrisponderà  in  p  una  unica  linea  Z<  {i  =  1, 2, 
. . . . ,  ^).  A  ognuno  dei  p  +  a  cicli  di  vertici  di  K  corrisponde 
in  p  un  punto  5,  estremo  di  una  o  più  delle  linee  Z„  e  viceversa. 
Se  noi  tagliamo  p  lungo  le  linee  Z,-,  il  piano  p  sarà  l'immagine 
di  K,  quando  si  considerino  come  distinti  punti  equivalenti  del 
contorno  di  K.  Il  piano  p^  tagliato  lungo  le  Ti  linee  Zj,  i  cui 
estremi  sono  i  p  -|-  a  punti  B^  sarà  dunque  semplicemente  con- 
nesso, e  un  punto  mobile  potrà  descrivere  con  continuità,  e  senza 
salti,  l'insieme  delle  linee  Z,-  (immagine  del  contorno  di  K).  Sarà 
quindi  p  -|-  a  =  ^  +  1?  come  si  vede  facilmente  col  metodo  di  in- 
duzione completa.  Chiameremo  eccesso  angolare  di  K  la  differenza 

^-27i(Zi— l)  =  27r(cr-f  i^-p-a  +  2)  =  2u(i.^^^  -?  +  2). 
Esso  sarà  positivo,  nullo,  o  negativo  contemporaneamente  a 
2-|-2my~  —  l)'  0^^  è  ben  noto  dai  teoremi  della  geometria 
elementare  sulla  somma  degli  angoli  di  un  poligono  geodetico 
del  piano  ellittico,  iperbolico,  ed  euclideo  (cfr.  §  36,  pag.  241  e 
245)  che  tale  differenza  è  nei  tre  casi  rispettivamente  positiva, 
negativa  o  nulla.  Dunque  il  gruppo  G^  che  noi  vogliamo  co- 
struire, sarà  un  gruppo  di  movimenti 

nel  piano  euclideo  se         5  S  (  1  —  1    )  ^^  I7 

nel  piano  ellittico  se  é  S  (l—  >    \  <ii^ 

nel  piano"  iperbolico  se       2  S  (l  —  -    )  ^  J- 

E,  se  noi  ricordiamo  i  teoremi  dei  §§  84  e  86  troviamo 
che  nei  tre  casi  esiste  appunto  almeno  un  gruppo  T  di  movi- 
menti in  un  piano  a  euclideo,  ellittico,  0  iperbolico,  un  cui 
campo    fondamentale   H  ha  p    cicli    di    vertici  non   accidentali, 
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tali  che  la  somma  degli  angoli  del  campo  nello  i'^'"""  (i  =  1,  2, 
. . . . ,  p)  di  questi  cicli  sia  uguale  a  -^-  .  Pieghiamo  H  in  guisa 
che  punti  corrispondeiiti  del  suo  contorno  vengano  a  coincidere  : 
otterremo  una  superficie  chiusa  S  di  genere  zero,  che  potremo 
porre  in  corrispondenza  biunivoca  e  continua  coi  punti  del  piano 
j?,  in  guisa  che  ai  cicli  di  vertici  non  accidentali  di  H  corri- 
spondano rispettivamente  i  punti  z  '=^  a^,  z  =  a^^  .  .  .  .j  z  -^^  ttp. 
A  ogni  coppia  di  lati  equivalenti  di  H  verrà  cosi  a  corrispon- 
dere una  linea  in  p  :  tagliando  p  lungo  queste  linee,  otterremo 
un  piano  p\  che  sarà  in  corrispondenza  bimiivoca  continua  col 
poligono  i/,  e  sarà  quindi  semplicemente  connesso.  Sul  piano  p 
cosi  tagliato  la  W  sarà  monodroma.  La  rete  dei  campi  fonda- 
mentali di  r  sia  formata  di  /i  -j-  1  poligoni  H,  IIi^  11^,  .  .  .  .,  H„ 
(sarà  h  =  oo,  se  V  non  è  un  gruppo  di  movimenti  ellittici).  Con- 
sideriamo altri  h  piani  p\,  p'i,  ....,^',,,  identici  a  p,  e  che  noi 
potremo  porre  in  corrispondenza  biunivoca  continua  rispettiva- 
mente con  i/i,  i^a,  ....,  //ft,  in  modo  analogo  a  quello  seguito 
per  il  piano  p  e  il  poligono  H.  Osserviamo  che  i  poligoni  //,.  for- 
mano un'  unica  rete,  che  due  poligoni  adiacenti  hanno  un-  lato  co- 
mune, e  che  da  un  poligono  si  può  passare  a  ogni  altro,  attraver- 
sando un  numero  finito  di  poligoni  a  2  a  2  adiacenti.  Se  ii/,-,  //,■ 
sono  due  poligoni  aventi  un  lato  comune,  noi  congiungeremo  i 
due  piani  corrispondenti  p\iP'i-,  saldandoli  lungo  quel  pezzo  dei 
loro  contorni,  che  è  immagine  di  questo  lato  comune.  Otteniamo 
così  una  superficie  Riemanniana  F  ài  li  ^  \  fogli.  Ed  evidente- 
mente la  W  sarà  una  funzione  uniforme  su  F.  I  punti  di  F  saranno 
in  corrispondenza  biunivoca  continua  coi  punti  della  rete  di  po- 
ligoni H. 

Caso  I.  —  Tè  un  gruppo  di  movimenti  ellittici;  in  tal  caso 
la  superficie  i^  è  a  un  numero  finito  di  fogli. 

Caso  II.  —  T  è  un  gruppo  di  movimenti  euclidei  o  iperbolici; 
in  tal  caso  F  ha  infiniti  fogli  corrispondenti  agli  infiniti  poli- 
goni i7,  che  ricoprono  un  piano  a  euclideo  o  iperbolico. 

Diremo  regolari  quei  punti  della  F^  in  cui  non  si  diramano 
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infiniti  fogli  della  F,  e  quei  pezzi  F'  della  F,  tali  che  in  un  punto 
interno  a  F',  o  posto  sul  contorno  di  F'  non  si  diramino  infiniti 
fogli  della  F.  In  a  descriveremo  dei  cerchi  concentrici  di  raggio 
indefinitamente  crescente.  A  essi  corrisponderanno  in  F  dei  cam- 
mini chiusi  Ci,  Ci,  ....  tali  che  la  regione  interna  a  C\  è  pure 
interna  a  C,^j  (j  ">  0).  Poiché  poi  in  nessun  vertice  a  distanza 
finita  della  rete  di  poligoni  H  concorrono  infiniti  poligoni  della 
rete  stessa,  i  punti  di  diramazione  della  superficie  F,  intemi  a 
una  delle  linee  C,-,  sono  tutti  di  ordine  finito  e  sono  punti  rego- 
lari per  F.  Viceversa  ogni  punto  regolare  di  F  è  interno  a  uno 
almeno  dei  cammini  6',,  e  quindi  anche  ai  cammini  successivi. 

Supponiamo  ora  di  aver  risoluto  il  problema  propostoci,  e 
di  aver  trovato  la  variabile  ausiliare  x  cercata.  La  z  sarà  inva- 
riante per  un  certo  gruppo  G  di  trasformazioni  lineari  sulla  x, 
e  ogni  foglio  di  F  sarà  in  corrispondenza  biunivoca  coi  punti 
di  un  campo  fondamentale  di  G.  Ma,  poiché  z  è  per  ipotesi  fun- 
zione analitica  di  x,  questa  corrispondenza  sarà  conforme.  Avremo 
cosi  una  rappresentazione  biunivoca  e  conforme  di  F  sulla  rete 
dei  campi  fondamentali  di  G. 

Questa  rete  riempirà  tutto  il  piano  complesso  (se  G  é  un 
gruppo  di  movimenti  del  piano  ellittico),  oppure  tutto  il  piano 
complesso,  eccettuato  il  punto  .v  =  e  j  (se  G  è  un  gruppo  di 
movimenti  euclidei),  oppure  riempirà  tutta  l'area  interna  a  un 
certo  cerchio  (se  6^  é  un  gruppo  fuchsiano). 

Viceversa  esista  una  rappre^ientazione  conforme  biunivoca  tra 
i  punti  di  F,  e  i  punti  di  una  regione  R  del  piano  complesso 
di  una  variabile  x:  la  B  sia  formata  di  tutti  i  punti  di  questo 
piano,  oppure  di  tutti  i  punti  di  questo  piano  eccettuato  il  punto 
X  =  c>o^  oppure  dei  punti  di  questo  piano,  che  sono  interni  a  un 
certo  cerchio.  Se  ^  è  un'altra  variabile,  che  gode  di  questa  pro- 
prietà, q  sarà  una  funzione  lineare  della  x.  Ciò  è  ben  evidente, 
se  R  è  formato  di  tutti  i  punti  del  piano  della  a:  le  rappresen- 
tazioni biunivoche  conformi  di  tutto  un  piano  complesso  su  un 
altro    piano    complesso    sono    definite,   ponendo    la    variabile    di 
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un  piano  uguale  a  una  funzione  lineare  della  variabile  del- 
l'altro piano.  Ciò  si  dimostra  in  modo  analogo,  se  R  è  formato 
di  tutti  i  punti  del  piano  della  x,  eccettuato  il  punto  x  =  oo. 
Più  delicata  invece  è  la  dimostrazione  se  E  è  la  regione  interna 
a  un  cercliio  del  piano  della  variabile  x.  Sia  R'  la  regione  cir- 
colare corrispondente  del  piano  della  variabile  ^.  Noi  potremo 
supporre,  senza  diminuire  la  generalità,  che  R  ed  R'  siano  cerchi 
di  raggio  uguale  a  uno,  col  centro  nell'  origine  dei  rispettivi 
piani,  e  che  per  x  =^  1,  sia  ^  =  1.  A  questo  caso  ci  possiamo 
infatti  ridurre,  operando  convenienti  trasformazioni  lineari  sulle 
X,  E,,  Io  dico  che  nelle  nostre  ipotesi  è  proprio  x  =  ^.  Notiamo 
che  tra  R  ed  R'  esiste  una  rappresentazione  conforme  biunivoca; 
e  il  nostro  teorema  sarebbe  evidente,  se  noi  sapessimo  che  que- 
sta rappresentazione  è  regolare  anche  sul  contorno  di  R,  R'. 
Siccome  però  questo  non  è  noto  a  priori^  ricorreremo  a  un  ar- 
tificio, dovuto  a  Poincaré.  Sia  Ry  un  cerchio  concentrico  &  R  di 

raggio  r  <^  1  ;  la  funzione  log  mod       è  armonica  e  regolare   in 

oc 

Ri;  essa,  sul  contorno,  e  quindi  anche  all'interno  di  ijfj,  è  minore 
di    log  mod  — .  Passando  al  limite  per  r  =  1,  i^i  =  i?,  troviamo 

E  y  . 

che  nei  punti  interni  a  i^  la  funzione  log  mod  —   è    minore    di 

oc 

log  mod  —  ,  per  quanto  sia  vicino  r  all'  unità.  Questa  funzione 
sarà  dunque  in  R  nulla  o  negativa.  Altrettanto  si  dimostra  per 
log  mod  -^  ;  sarà  quindi 


log  mod  ^  =  0 


X  1  n  •  •      1  1     X 


Se  0  è    l' argomento    di  >  ,  le  funzioni  log  mod  =  0,  e    0 

saranno    armoniche    coniugate.  Perciò    Q  =  cost.  E,  poiché    per 

X  =  1  è  ^  =  1,  sarà  8  =:  0.  E  quindi  x  =  ^. 

e.  d.  d. 

Da  questo  teorema  possiamo  dedurre  una  prima  conseguenza 
fondamentale.  Agli  Ti  -\-  1  fogli  della  F  corrisponderanno  Zi  -}-  1 
pezzi  della   regione  i?,  che    indicheremo  con  K^^  K.,^  ....  Sia  Pi 
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quel  foglio  di  F,  che  è  immagine  di  A',.  Poiché  la  F  si  comporta 
ugualmente  nei  suoi  fogli,  esisterà  naturalmente  una  rappresen- 
tazione conforme  di  F  su  li  in  guisa  che  il  foglio  pi  sia  rappre- 
sentato in  uno  qualsiasi  dei  pezzi  A',  p.  es.  in  A',.  Esisterà  dunque 
una  trasformazione  conforme  di  R  in  sé  stessa,  che  fa  corrispon- 
dere a  K^  un  altro  qualsiasi  dei  pezzi  AT,.  Essa,  per  il  teorema 
precedente,  sarà  definita  da  una  trasformazione  lineare  sulla  x. 
Esisterà  dunque  un  gruppo  G  di  trasformazioni  lineari  sulle  x^ 
che  trasforma  in  se  stessa  la  rete  dei  campi  A^,  e  anzi  li  per- 
muta in  modo  transitivo.  Punti  corrispondenti  dei  campi  A)  cor- 
rispondono a  punti  sovrapposti  dei  fogli  della  i^;  e  la  2  è  dunque 
una  funzione  invariante  per  G^  che  assume  ogni  suo  valore  una 
e  una  sola  volta  in  ognuna  delle  regioni  A',  (campi  fondamentali 
di  G).  Se  R  coincide  con  tutto  il  piano  complesso  della  z,  la 
superficie  F  dovrà  necessariamente  avere  un  numero  finito  di 
fogli,  le  regioni  Ai  saranno  in  numero  finito,  G  sarà  un  gruppo 
discontinuo  finito,  e  quindi  un  gruppo  di  movimenti  in  una  me- 
trica ellittica. 

Se  R  coincide  con  tutto  il  piano  complesso,  eccettuato  il 
punto  X  =  càj,  il  gruppo  G  potrà  avere  questo  solo  punto  coitìe 
punto  singolare.  Nessuna  trasformazione  di  G  gotrà  dunque  es- 
sere iperbolica,  o  lossodromica;  e  quindi  G  sarà  un  gruppo  di 
movimenti  euclidei. 

Infine,  se  R  coincide  con  la  regione  interna  a  un  certo  cer- 
chio 0,  le  trasformazioni  di  G  saranno  movimenti  in  un  piano 
iperbolico,  rappresentato  conformemente  entro  questo  cerchio. 

E  noi  sappiamo  a  priori^  per  quanto  abbiamo  detto  al  prin- 
cipio del  paragrafo,  quale  di  questi  tre  casi  può  avvenire. 

In  conclusione  dunque  se  noi  riusciamo  a  dimostrare  che  F 
è  rappresentabile  conformemente  su  una  delle  regioni  /?,  sopra 
citate,  del  piano  di  una  variabile  complessa  a:,  noi  avremo  riso- 
luto completamente  il  nostro  problema^  e  avremo  anche  dimostrato 
che  la  X  è  determinata  a  meno  di  una  trasformazione  lineare. 

È  intanto  ben  evidente,  come  abbiamo  già  detto,  che  affinchè 
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R  sia  tutto  il  piano  complesso  di  una  variabile  x^  la  F  deve 
essere  formata  di  un  numero  finito  di  fogli.  E  viceversa,  se  que- 
sto avviene,  i  ben  noti  teoremi  di  esistenza  su  una  superficie 
Riemanniana  ci  assicurano  che  F  si  può  rappresentare  confor- 
memente su  tutto  il  piano  complesso  di  una  variabile  x. 

Ci  resta  dunque  da  esaminare  il  caso  che  F  sia  composto  di 
infiniti  fogli  ;  e  noi  dimostreremo  nel  seguente  paragrafo  che  in 
tal  caso  7^',  o  si  può  rappresentare  conformemente  in  tutto  il 
piano  complesso  di  una  variabile  a*,  a  cui  si  tolga  il  punto 
X  =  co,  oppure  ohe  F  si  può  rappresentare  conformemente  in 
un'area  circolare.  Noi  dimostreremo  cioè  che  F  si  può  rappre- 
sentare conformemente  su  un  cerchio  euclideo^  di  raggio  finito,  o 
infinitamente  grande. 

§  51.  —  Dimostrazione  del  precedente  teorema. 

Comincieremo  col  richiamare  alcune  proprietà  fondamentali 
delle  rappresentazioni  conformi.  Se  z  è  una  funzione  della  va- 
riabile complessa  2,  la  corrispondenza,  che  ne  vien  definita  tra 
i  piani  71,  tt'  delle  due  variabili  complesse  2,  z\  è  una  corrispon- 
denza conforme.  A  un  punto  0  di  Te  corrisponda  il  punto  0'  di  ti'; 

se  a  è  il  valore    di  U^     !  nel  punto  0,  allora  il  rapporto  delle  lun- 

ghezze  di  due  archi  corrispondenti  Z,  l',  di  cui  il  primo  esca  da  0  e 
sia  posto  in  t:,  tende  ad  a,  quando  l  tende  a  zero,  o,  più  brevemen- 
te, se  OAh  un  archetto  infinitesimo  uscente  da  0,  e  0' A  l'archetto 

0'  A'  ^ 
corrispondente  in  ti',  il  rapporto   ^  .     è  uguale  ad  a.  Il  numero 

a  si  dirà  il  rapporto  d' ingrandimento   nel   punto   0  della  nostra 

rappresentazione  conforme. 

Sia  S  un  dominio  semplicemente   connesso  di  tc,   contenente 

l'origine  0  all'interno,  e  ne  sia  cj  il  contorno.  Sia  u  la  funzione 

di  Green  relativa  a  S  e  al  punto  0.  Noi  la  indicheremo  u  (S,  0). 

La  u  sarà  una  funzione  armonica,  nulla  su  a,  che  nel  punto   0 

diventa  infinita  come  log  mod      ,  ossia  come  log  -  ,  quando  con 

z  r 
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r  si  indichino  le  distanze  da  0.  Se  »  è  la  funzione  armonica 
coniugata  di  m,  e  poniamo 

l'area  S  sarà  rappresentata  conformemente  e  biunivocamente 
nel  cerchio  di  t:',  che  ha  l'origine  0'  per  centro,  e  ha  un  raggio 
uguale  all'unità.  Il  punto  0'  sarà  il  punto  immagine  di  0.  Tro- 

dz  i 
viamo    il    valore  di      ,       nel  punto  0.  Per  ipotesi  è,  in   un  in- 
ct  z 

torno  di  0, 

u  =  log  -   -\-  e  -{-  tv^ 

dove  e  è  una  costante,  w  è  una  funzione  armonica  e  regolare 
in  S,  nulla  nel  punto   0.  Si  ha  pure 

dove  0  è  l'anomalia  dei  raggi  uscenti  da  0,  te,  è  una  funzione 
monodroma  e  regolare  in  S,  che  noi  supporremo  nulla  nel  punto  O. 
Questa  ipotesi  è  lecita,  perchè  la  ic,  è  determinata  a  meno  di 
una  costante  additiva.  Quindi: 

z  =  ze'"  e-^'"  '  ^"0 

e  perciò  il  valore  di  '  -=-     nel  punto   0  è  uguale  a  e'". 

Noi  chiameremo  e  la  costante  di  Koehe  relativa  al   campo  S 
e  al  punto   0;  e  la  indicheremo  con  e  (S,  O).  Ponendo 


3=    ^- («  +  io;  +  e  ^^ 


z  e 


allora  al  campo  S  corrisponderà  nel  piano  -"  della  z"  un  cerchio 
di  raggio  e',  col  centro  nell'  origine  O'',  immagine  del  punto  0. 
Il  rapporto  di  ingrandimento  nel  punto  0  sarà  uguale  all'unità. 
La  costante  di  Koebe  relativa  a  un  campo  S,  e  a  un  punto 
interno  0  sia  uguale  a  e.  Sia  S^  il  campo  trasformato  di  S 
mediante  l'omotetia,  che  ha  il  punto  0  per  centro,  e  h  per  rap- 
porto di  omotetia.  Si  trova  immediatamente  che  la  costante  di 
Koebe,  relativa  a  ^i  ed  a  0,  è  uguale  a.  e  ^  log  h. 
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La  funzione  di  Green  relativa  a  un  campo  S,  e  a  un  punto 
interno  0  è  positiva  entro  S.  Se  Sé  un  campo  interno  a  un 
campo  S,,  la  differenza  u  (S,,  0)  —  u  (2,  0)  è  una  funzione  ar- 
monica regolare  in  S^  positiva  al  contorno,  e  quindi  anche  al- 
l'interno di  S.  In  particolare  è  positiva  la  differenza  e  (Sj,  0)  — 
-  e  (S,  0). 

Teorema  di  Koebe.  —  /S'è  S  è  un  campo  semplicemente  con- 
nesso di  TU,  tutto  posto  a  distanza  fiìiita.,  e  contenente  V origine  0 
all'  interno^  esiste  un  numero  non  ìiullo  K  tale  che  il  cerchio  di 
centro  0  e  di  raggio  K  è  interno  a  tutti  i  campi  S  di  u,  che  con- 
tengono 0  e  che  sono  rappresentabili  conformemente  su  S,  in  guisa 
che  il  punto  0  corrisponda  a  sé  stesso  in  questa  rappresentazione^ 
e  che  il  rapporto  di  iìigrandimeìito  nel  punto  0  sia  uguale  al- 
l' unità. 

Le  ipotesi  di  questo  teorema  si  possono  anche  esprimere  di- 
cendo che  i  campi  S,  S'  contengono  tutti  all'  interno  il  punto  0, 
e  che  le  costanti  di  Koebe  e  (S,  0),  e  (S ,  0)  relative  a  uno  di 
questi  campi  e  al  punto  0  sono  tutte  uguali.  Basterà  dimostrare 
che  in  queste  ipotesi  la  minima  distanza  da  0  a  un  punto  del 
contorno  di  uno  di  questi  campi  non  è  infinitesima.  Basterà 
anche  dimostrare  che: 

Se  Hi  è  un  campo  semplicemente  connesso  di  ti,  tutto  a  distanza 
finita^  contenente  il  punto  0  alV  interno,  se  a  ne  è  il  contorno,  e  se 
Y  è  la  minima  distanza  da  0  a  un  punto  di  a,  allora  la  costante 
di  Koebe  e  relativa  a  H  ed  a  0  è  minore  della  somma  A  -|-  log  y 
(A  =  cost.  indipendente  da  S  e  da  y). 

Infatti,  dimostrato  questo  teorema,  ne  risulterà  dimostrato  che 
al  diminuire  indefinito  della  minima  distanza  da  0  a  un  punto 
del  contorno  di  2,  la  costante  di  Koebe  e  (S,  0)  non  può  con- 
servare uno  stesso  valore,  ma  deve  tendere  a  —  cxj. 

Dimostriamo  dunque  quest'  ultima  proposizione.  Se  trasfor- 
miamo S  con  una  omotetia  di  centro  0,  e  di  rapporto     ,  S  sarà 

portato  in  un  campo  Si  tale  che  la  minima  distanza  da  O  a  un 
punto  di  Si  è  uguale  all'unità.  Sarà  e  (S,  0)  ;=  e  (S^  0)  -j-  log  y. 
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Basterà  duiiq^ue  dimostrare  l'esistenza  di  una  costante  A  tale 
che  e  (S„  0)  <  A.  Ora,  poiché  una  rotazione  di  S,  attorno  al 
punto  0  non  muta  la  relativa  costante  e  (S,,  0),  potremo  sup- 
porre che  il  contorno  di  S,  contenga  il  punto  z  =  i. 

Poniamo  z  =  ì.  -{-  \i^  e  fissiamo  in  S(  il  valore  della  t,  pre- 
fissando che  sia  ^  =  -j-  2  i  nel  punto  0  {z  '=  0).  Siccome,  mentre 
noi  ci  moviamo  in  S,,  non  possiamo  girare  attorno  al  punto 
2  =  1,  la  ^  sarà  determinata  univocamente  per  tutti  i  punti  di  Sj. 
Al  cerchio  di  raggio  |,  che  ha  per  centro  il  punto  0  nel  piano 
della  z,  corrispondono  nel  piano  t  della  variabile  t  due  regioni 
R^  R"^  poste  a  distanza  finita,  che  non  hanno  a  comune  alcun 
punto.  A  una  di  esse,  p.  es.  a  7?',  è  interno  il  punto  A{t  =  2  è), 
all'  altra  è  interno  il  punto  t=  —  2  i.  Quella  regione  S ,  che  è,  se- 
condo le  nostre  convenzioni,  immagine  di  S,  in  t,  conterrà  al- 
l' interno  tutta  la  regione  R  e  sarà  completamente  esterna  alla 
regione  R".  Il  rapporto  d'ingrandimento  nel  punto  0  per  la 
rappresentazione   conforme  di  Sj  su  S    è  uguale  a  i  ;t-ì         =^  1. 

Indicheremo  con  S  il  campo,  che  si  ottiene  da  t  sopprimendone 
il  campo  R".  Noi  potremo  rappresentare  conformemente  x  su  un 
altro  piano  t,,  in  guisa  che  S  abbia  per  immagine  un  campo  S  i 
tutto  posto  a  distanza  finita,  che  A  abbia  per  immagine  un  punto 
A'  in  guisa  che  il  rapporto  d'ingrandimento  sia  ivi  uguale  al- 
l'unità". Il  campo  S  avrà  in  t,  per  immagine  un  campo  S,  tutto 
interno  a  S  i,  e  contenente  al  suo  interno  il  punto  A'.  La  co- 
stante di  Koebe  relativa  a  S,  ed  a  0,  sarà  uguale  alla  costante 
e  (S ,  A\  ossia  alla  costante  di  Koebe  relativa  a  S ,  ed  a  ^',  la 
quale,  per  quanto  precede,  sarà  minore  della  costante  di  Koebe 

A,  relativa  al  punto  A'  e  a  S  ,. 

e.  d.  d. 

Sia  S  un  cerchio  di  raggio  e*  e  di  centro  0.  Le  aree  2j, 
rappresentabili  conformemente  su  S,  in  guisa  che  il  punto  O 
corrisponda  a  se  stesso,  e  il  rapporto  d' ingrandimento  sia  in  0 
uguale  all'  unità,  conterranno  dunque  all'  interno  un  cerchio  di 
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centro  0,  il  cui  raggio  non  nullo  sarà  una  funzione  di  ^,  che 
noi  indicheremo  con  d  (h).  Se  li  aumenta  di  una  costante  a,  evi- 
dentemente d  (Jk)  resta  moltiplicato  per  e^;  e  quindi: 

lim  e?  (A)  =  -|-  CX3. 

Se  w  è  la  funzione  di  Green  relativa  a  un  campo  S  di  tt,  e 
a  un  punto  interno  0,  e  v  è  la  funzione  armonica  coniugata 
(pag.  379),  h  è  una  costante  reale  qualsiasi,  e  è  la  costante  di 
Koebe,  la  funzione 

Z  =  C^  +  z  F  =  e-=  (e"  ^  '  "  ^-'■"  —  e-c«+'''+.-^)) 

diventa  nel  punto  0  infinita  come     -,  e  sul  contorno  di  S  di- 

z 

venta  puramente  immaginaria  e  oscilla  tra  2  i  e'"  e  —  2  i  e"".  Il 
campo  S  è  rappresentato  conformemente  sul  piano  di  Z,  tagliato 
lungo  un  segmento  dell'  asse  immaginario,  che  ha  il  punto  0 
come  punto  di  mezzo,  e  la  lunghezza  4  e~\  Al  punto  0  corri- 
sponde il  punto  oo  nel  piano  della  Z. 

/Se  S  e  S  sono  due  campi^  che  hanno  ambedue  alV  interno  il 
punto  0^1  e  se  la  minima  distanza  da  O  al  contorno  di  S,  o  di  2 
è  uguale  a  d^  allora  nel  campo  comune  «  S,  S   vale  la: 

se  con  U'  -}-i  V  indico  la  funzione,  costruita  per  il  campo  S  nello 
stesso  modo  con  cui  abbiamo  costruito  più  sopra  la  funzione 
U-\^iV  per  il  campo  S. 

Infatti  la  U  —  U'  è  una  funzione  armonica  regolare  nel  campo 

comune  a  S,  S.  Sia  Ri — j  la  parte  reale  di  -     .  Sul   contorno 

di  S  è 

1 


E  sul  contorno  di  S   vale  similmente  la 
U'  —  E 


d 


m- 


zì^d 
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(e'\  te'\    ... 

},  U' — 7?  Il  luuzioni  armoniche  rego- 
lari rispettivamente  in  2]  e  2j  ,  queste  due  disuguaglianze  saranno 
ancora  vere  l'una  in  S,  l'altra  in  S  ;  ed  entrambe  saranno  vere 
nell'area  comune  a  S  e  S,  donde  segue  il  teorema  del  testo. 

Ricorderemo  ora  due  teoremi  sulla  serie  di  funzioni  armo- 
niche (*). 

Teorema  di  Harnack.  —  Se  una  serie  di  funzioni  armoniche 
positive  regolari  in  un  area  S  converge  in  un  punto  0,  interno  a  S, 
essa  converge  uniformemente  in  ogni  regione  perfetta  S,  tutta  interna 
a  S.  Questo  teorema  vale  naturalmente  anche  per  le  successioni 
crescenti  di  funzioni  armoniche. 

Una  serie  di  funzioni  arm,oniche  regolari^  convergente  unifor- 
memente in  un'area,  S,  rappresenta  una  funzione  armonica. 

Se  una  successione  di  funzioni  armoniche  u^,  w^,  u^,  . . . .  con- 
verge uniformemente  in  un  campo  S  verso  una  funzione  u^  neces- 
sariamente  armonica^  e  se  x^  y  sono  coordinate   dei  punti   di  //, 

anche  la  successione  delle  '^   ',  o  delle   ^    '  converge  uniformemente 

ox  a  y 

verso  -.—  o   .—  ;  le  funzioni  armoniche  v,  coniuqate  delle  m„  nulle 
tìx       oy         ' 

in  un  punto  A  di  S,  tendono   in  S  uniformemente  alla  funzione 
armonica  v,  coniugata  di  u,  e  nulla  nel  punto  A. 

Teorema  di  Osgood.  —  Se  K,,  K.,.  A', .  .  . .  sono  infiniti  campi 
semplicemente  connessi  del  piano  tc  della  variabile  complessa  z, 
contenenti  tutti  alV  interno  V  origine  O,  e  ciascuno  dei  quali  è  interno 
a  tutti  i  successivi,  se  essi  sono  tutti  interni  a  uno  stesso  cerchio  H 
di  centro  0,  e  di  raggio  finito,  allora  la 

u  =  lim  u  (K„  0) 

esiste,  è  una  funzione  armonica,  che  diventa  infinita  come  log  —   in 
0,  e  si  annulla  sul  contorno  del  campo  K,  ricoperto  dalle  aree  ATj. 


(•)  Cfr.  Picard.   Tratte  iVAnalyse,  Tomo  IV,  pag.  59  (2.»  ed.). 
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Sia  y,-  il  contorno  di  A'^,  e  scegliamo  su  esso  ad  arbitrio  un 
punto  A{.  Sia  A  un  punto  limite  dell'insieme  dei  punti  J,.  Ogni 
intorno  di  ^4  è  attraversato  da  infiniti  dei  cammini  y,-;  il  punto 
A  è  quindi  esterno  ad  ogni  campo  Ki.  Siano  B^  C  due  punti 
esterni  ad  H;  e  sia  rispettivamente  2  =  a,  2  =  p,  ^  =  y  in  A^B^C. 
Sia  I{x)  una  funzione  di  una  variabile  x,  invariante  per  le  tras- 
formazioni del  gruppo  modulare  G.  Essa  assumerà  una  e  una 
sola  volta  ogni  suo  valore  entro  un  campo  fondamentale  A  di 
questo   gruppo.  (Cfr.  §  26,  pag.  161  e  §  45,  pag.  322). 

Con  una  opportuna  trasformazione  lineare  sulla  /  potremo 
fare  in  modo  che  sia  /=a,  /=  p,  /=y  nei  tre  cicli  di  vertici 
non  accidentali  di  A,  e  che  precisamente  sia  /=a  in  quel  ciclo 
di  vertici,  che  è  posto  a  distanza  infinita  nella  corrispondente 
metrica  di  Bólyai.  Potremo  poi,  con  una  trasformazione  lineare 
sulla  T,  fare  in  modo  che  il  campo  A,  e  i  campi  trasformati  riem- 
piano il  cerchio  mod  x  =  1,  che  il  campo  A  contenga  al  suo 
interno  il  punto  0'  (t==0),  e  che  per  t  =  0  sia  7=0.  Il  campo  A 
sarà  un  quadrangolo  (con  un  angolo  piatto);  un  suo  vertice  A' 
è  posto  sul  cerchio  mod  t=^l,  e  in  esso  I=^c(.^  gli  altri  suoi  vertici 
sono  entro  al  cerchio  precedente.  Un  secondo  vertice  B'  costi- 
tuisce da  solo  un  ciclo,  e  in  esso  è  p.  es.  /  =  P  ;  gli  altri  due 
vertici  C",  C"  costituiscono  insieme  un  altro  ciclo,  ed  in  essi  è 
/^y.  I  lati  B' C\  B' C"  sono  equivalenti.  Se  noi  poniamo  2  =  /(t), 
a  questi  due  lati  corrisponde  sul  piano  della  z  una  linea  Z,,  con- 
giungente i  punti  B^  C.  E  noi  potremo  sempre  operare  su  A  un 
tal  cambiamento  lecito  che  L  non  abbia  alcun  punto  comune 
con  K  {*).  Essendo  stato  posto  z  =  T  {x\  a  un  valore  qualunque 
di  z,  differente  da  a,  p,  y,  corrispondono  infiniti  valori  di  t,  tras- 
formati l'uno  dell'altro  mediante  le  trasformazioni  del  gruppo 
modulare.  Per  t  =  0  è  z  =0.  Dunque  uno  dei  valori  di  t  nel 
punto  0  è    il    valore  t  =  0.  Diamo  a  t  per  z  =  0  questo   valore 


(*)  Questa  condizione  ha  il  solo  scopo  di  rendere  più  intuitive  le  se- 
guenti considerazioni. 
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t  =  (.).  Sarà  così  fissato  univocamente  per  continuità  il  valore 
di  X  per  ogni  punto  dei  campi  A',  (tutti  esterni  ai  punti  A^  B,  C) 
e  quindi  anche  per  ogni  punto  del  campo  K.  I  punti  del  campo 
K  saranno  posti  cosi  in  corrispondenza  biunivoca  continua  coi 
punti  di  un  certo  campo  K'  del  piano  di  x,  tutti  interni  al  cer- 
chio mod  X  =  1,  e  a  due  a  due  non  equivalenti  rispetto  al  grup- 
po G.  Anzi,  poiché  K  non  ha  punti  comuni  con  L,  il  campo  K' 
non  avrà  punti  comuni  col  lato  B  C  di  A,  e  coi  lati  equivalenti 
degli  altri  campi  fondamentali.  Il  campo  K'  sarà  dunque  interno 
a  quella  regione  R  del  cerchio  mod  x  =  1,  che  è  ricoperta  da  A, 
e  da  quei  triangoli  equivalenti,  che  con  A  hanno  comune  il  ver- 
tice A. 

I    campi   Ki   avranno    per    immagine    sul    piano    della    x   dei 
campi   K'i,  interni  a   K'.  Ed  evidentemente 

Ora  log  mod  -  —  u  {K\^  O')  è  regolare  in  (7,  qualunque  sia  z, 
ed  è  positivo  in  K'i,  perchè  sul  contorno  di  K'i  è  evidentemente 

Quindi  in  Ki  è 


X  ;  <  1,  log  mod  ^  >  0,  u  {K\,  O)  =  0. 


log  mod  -  >  u  {Ki^  O). 
Di  più  si  ha  * 

u  (A:„  0)  <  u  (Ki  H,  O)  <  H  (H,  0). 

Per  il  teorema  di  Harnack  la  successione  crescente  delle 
u  (Ki^  0)  è  convergente  in  tutto  K  verso  una  funzione  armonica 
u  limite,  finita  in  tutto  K  (eccetto  che  nel  punto  0).  Dalle  ul- 
time disuguaglianze  si  trae 

log;  mod      ^  u  "^^  0. 

^  X 

Ma  ora,  quando  noi  ci  avviciniamo  al  punto  A  entro  K,  il 
punto  corrispondente  del  piano  di  x  si  avvicina  ad  A',  muoven- 
dosi entro  R;  il  valore  corrispondente  di  mod  x  tende  quindi  a  1, 
cosicché  log  mod  —  tende  a  zero. 

36 
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Quindi,  quando  noi  ci  avviciniamo  al  punto  A,  è 

lim  u  =^  0. 

La  u  tende  dunque  a  zero,  quando  ci  si  avvicina  a  un  punto 
qualsiasi  A  del  contorno  di  -ST,  come  appunto  si  voleva  dimostrare. 

Premessi  tutti  questi  lemmi,  possiamo  affrontare  la  nostra 
questione.  Siano  F^,  i^l,  F^ .  .  ,  .  quei  campi  della  jP,  che  sono  li- 
mitati rispettivamente  da  Ci,  C2,  .  .  .  .  Essi  saranno  a  un  numero 
finito  di  fogli,  semplicemente  connessi:  un  campo  Fi  è  interno 
ai  campi  Fi^,{j  ^  0)?  ogni  punto,  in  cui  non  si  diramano  infiniti 
fogli,  è  interno  ad  almeno  uno  dei  campi  Fi  e  quindi  anche  a 
tutti  i  campi  successivi.  Sia  0  un  punto,  non  di  diramazione, 
interno  a  F^.  Sia  m,-  la  funzione  di  Green  relativa  a  i^^  e  al 
punto  0]  e  Ci  la  relativa  costante  di  Koebe.  In  Fi  sarà  w,-^,-  ^  m,-, 
se  j  ^  0.  La  serie 

(a)  (m..^i  —  w,)  +  (m,+,  —  u,^;)A^ 

ha  dunque  per  termini  delle  funzioni  armoniche,  regolari  e  po- 
sltlve  in  Fi.  Nel  punto  0  questa  serie  si  riduce  alla  serie,  ancora 
a  termini  positivi^ 

(P)  .  (C.-+1  —  e.-)  -f  (e, +2  —  c,.^,,)  -j- 

Questa  serie  non  può  essere  indeterminata,  ma  converge  se 
e  =  lim  Ci  è  Unito,  diverge  se  e  =  lim  e,-  è  uguale  a  -|-  00. 

«  =  Xi  '  =  00 

Studiamo  il  primo  caso.  La  serie  (a)  converge  nel  punto  O; 
per  il  citato  teorema  di  Harnack,  essa  convergerà  uniforlnemente 
in  ogni  campo  interno  a  Fi  e  avrà  per  somma  una  funzione  u 
armonica.  In  altre  parole  in  ogni  regione  regolare  F'  di  F  le 
funzioni  w,-  tenderanno  uniformemente  a  una  funzione  armonica 
limite  M,  che  sarà  dappertutto  regolare,  eccetto  che  nel  punto  0, 
ove  diventerà  infinita  come  log  —  . 

Con  Vi  indichiamo  quella  funzione  armonica  coniugata  di  %,, 
che  in  un  intorno  del  punto  0  è  uguale  alla  somma  di  —  9  (Q  = 
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anomalia),  e  di  una  funzione  armonica  nulla  nel  ])uuto  0.  Le  y, 
tenderanno  uniformemente  in  ogni  regione  regolare  F'  di  /''  a 
una  funzione  v,  armonica  coniugata  della  u. 

Teorema.  —  La  funzione  x  =  e~  ^''  *  '"^  è  regolare  e  monodroma 
in  F,  e  vi  assume  una  e  una  sola  volta  ogni  valore,  minore  in 
modulo  di  1.  N^el  punto  0  si  ha  x  =  0;  la  F  ha  dunque  per  im- 
magine nel  piano  della  x  quel  cerchio  di  raggio  uguale  a  1,  che  ha 
per  centro  V  origine.  L'origine  corrisponde  al  punto  O;  un  punto 
qualunque  del  nostro  cerchio  è  immagine  di  uno  e  un  solo  punto 
di  F. 

Dimostrazione.  —  Osserviamo  che  u  diventa  singolare  soltanto 
nel  punto  0,  e  precisamente  vi  è  singolare  come  log  ;  la  v  è 
dunque  determinata  a  meno  di  multipli  di  2tc;  e  quindi  x  è 
monodroma  sulla  F. 

Posto  Xn  =  e''^""  ■  '""\  la  x„  esiste  in  F„  e  vi  è  non  maggiore  di  1 
in  modulo;  poiché  in  ogni  punto  regolare  di  jP  è  x  =  liiRXn, 
in  ogni  punto  regolare  di  F  sarà    |  a?  j  <  1. 

Io  dico  che  in  punti  distinti  di  i^  la  a?  assume  valori  distinti; 
se  ciò  infatti  non  fosse,  esisterebbero  due  punti  distinti  A,  B, 
in  cui  la  X  assume  lo  stesso  valore  a;  e  noi  potremmo  chiara- 
mente costruire  in  i'' un  campo  regolare i*^',  contenente  all'interno 
i  punti  A,  B,  e  sul  cui  contorno  a  fosse  x  ^  a.  Esisterebbe  una 
costante  positiva  non  nulla  w,  tale  che  su  a  sarebbe  \x  —  aj>2  w. 
E  noi  potremmo  trovare  un  intero  i  cosi  grande,  che  Xi  esisterebbe 
in  tutto  F',  e  che  in  F'  varrebbe  la    Xi  —  x \<im. 

Ora  '-^ —  =1-1 — ^ '- .  Quando  si  descrive  il  contorno  a, 

X  —  a  ^   X  —  a 

è  2   Xi  —  x\<C2m<'    X  —  a  ;,  e  quindi       '    '  <il'-    cosicché 

'^  '^  X  —  a  ^ 

j?  {  ^'  ~~  "  I  >  ^.  Al    cammino  a    corrisponderebbe   quindi    nel 

piano  della  variabile     '        -   un    cammino   chiuso,  che   non   con- 
X  —  a 

terrebbe  all'interno  l'origine.  Entro  F'  la      '  diventerebbe 

X       a 

dunque  nulla  tante  volte,  quante  diventa  infinita.  E  quindi  la  .t, 
assumerebbe  due  volte  il  valore  a  in  F':  ciò  che  è  assurdo. 
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Si  tratta  ora  di  dimostrare  che  la  x  riceve  in  F  ogni  valore, 
minore  in  modulo  di  1.  Osserviamo  che  alla  F  corrisponderà  sul 
piano  della  x  una  certa  area  H,  che  si  deve  dimostrare  coinci- 
dente col  cerchio,  che  ha  per  centro  il  punto  ^"  =:  0,  e  per  raggio 

l'unità.  Ai  cammini  Ci,  6^, corrisponderanno  delle  linee  chiuse 

Yi,  y^j ?  ciascuna  delle  quali  è  tutta   interna   alle    successive, 

e  racchiude  un'area  Hf.  Tutte  queste  aree  sono  per  ipotesi  in- 
terne al  cerchio  di  centro  0  e  di  raggio  uguale  a  1.  La  w,,  consi- 
derata quale  funzione  dei  punti  di  i^,  coincide  con  la  funzione  di 
Green  u  {Hi,  0).  Quindi,  per  il  teorema  di  Osgood,  la  u  ---  lirn  w(i7..,  0) 

diventa  infinitesima  se  il  punto,  in  cui  se  ne  calcola  il  valore 
tende  al  contorno  di  II.  Ne  verrà  che  sul  contorno  di  H  il  mod  oc 
assume  il  valore  1  ;  ossia  che  H  è  proprio  il  cerchio,  che  ha  per 
centro  il  punto  x  =  0,  e  per  raggio  1'  unità. 

Il   caso  che   esista  e  sia  finito  il  lim  e,-  è  dunque   esaurito,  e 

'■-co 
ci  rimane  dunque  da   studiare  il  solo  caso  che   lim  e,-  =  oo.  In 

tal  caso,  se  noi  rappresentiamo  conformemente  F^^.^  su  un  cer- 
chio L  in  guisa  che  al  punto  0  corrisponda  il  centro  0'  di  L, 
e  che  il  rapporto  d'ingrandimento  in  0  sia  uguale  all'unità,  il 
raggio  e'j  fv  di  questo  cerchio  tende  all'  infinito  con  j  -j-  v.  In 
questa  rappresentazione  a  Fj  corrisponderà  un  campo  Tf/\  che 
si  può  rappresentare  conformemente  su  un  cerchio  di  centro  0' 
e  di  raggio  e^j  ,  in  guisa  che  il  punto  0'  corrisponda  a  se  stesso, 
e  il  rapporto  d'ingrandimento  vi  sia  uguale  all'unità.  Per  il 
teorema  di  Koebe,  la  minima  distanza  da  0'  al  contorno  di  S^"^ 
sarà  dunque  maggiore  di  una  costante  d^,  che  tende  all'infinito 
con  j.  Posto  Uj  -\-  i  Vj  =  e'"}  (e"r"'}  —  e^^^+'V),  consideriamo  Uj  e 
Uj^^  come  funzioni  dei  punti  di  2;"^  e  di  Z  ;  troviamo  (pag.  382) 

2 

che    in   T.'j^^  (e    quindi    anche    in   Fj)   è    |  Uj^^  —  Uj\  <C  -^  ^  qua- 

lunque  sia  il  valore  di  v.  Poiché  lim  di  =  oo,  le  funzioni  Uf  ten- 
deranno  uniformemente  in  ogni  campo  Fj  a  un  limite   determi- 
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nato  e  finito,  che  sarà  una  funzione  U  armonica  sulla  F.  Le 
funzioni    F,  tenderanno  alla  funzione    V  armonica  coniugata. 

Se  TZj  è  il  piano  della  variabile  Uj-\-  iVj,  il  campo  Fj  ha  ku  Uj 
per  immagine  il  piano  tc>  stesso,  tagliato  lungo  il  segmento  Oj 
dell'asse  immaginario,  che  ha  l'origine  per  punto  di  mezzo,  e 
per  lunghezza  4  tc  e"  'j  .  In  Fj  la  Uj  +  i  Vj  assume  una  e  una  sola 
volta  ogni  valore,  che  non  appartenga  a  questo  segmento. 

Dimostreremo  ora  che  ^-f-iF  assume  in  i^ogni  valore  a,  che 
sia  differente  da  zero.  Supponiamo  dapprima  che  la  parte  reale  di 
a  (che  noi  indichiamo  con  R  (a))  sia  diiferente  da  zero.  E  sia  e 

una  costante  positiva  non  nulla  minore  di  R  (a).  Sia  J  un  intero 

2 
cosi  grande  che   _,  <C^,  e  che  in  Fj  sia  quindi  i  Uj^_^  —  Uj  <^  e  per 

ogni  valore  positivo  di  v.  Nel  piano  della  variabile  f/}^^  -|-  i  F,+v 
a  Fj^^  corrisponde  il  piano  stesso,  tagliato  lungo  il  segmento  Oj^^ 
e  a  Fj  corrisponde  un  campo  S^"^;  ma  poiché  |  Uj^^  —  Uj\<ÌB,  e 
poiché  sul  contorno  di  F,  è  £7)  =  0,  il  contorno  di  S^"^  sarà  tutto 
interno  alla  striscia  limitata  dalle  due  rette  Uj.^^-=  —  e,  Uj+^:=&. 
I  punti  di  i^j^vj  esterni  a  F.,  avranno  per  immagine  punti  in- 
terni a  questa  striscia;  e  quindi  il  punto  A,,  di  F,  in  cui  Uj_,.^-{-iVj^^ 
assume  il  valore  «,  è  interno  a  Fj;  e  se  ^  è  un  punto  di  F ,  che 
sia  punto  limite  dell'aggregato  di  punti  ^„  la  U-\-i  V  assume 
in  A  evidentemente  il  valore  a. 
Sia  ora  R  (a)  ^^^  0.  Poniamo 

dove  cp  è  una  costante  reale,  che  non  sia  multipla  di  tt.  Come 
sopra  si  dimostrerà  che  Fj  ha  per  immagine  sul  piano  della 
U'j  -\-  i  V'j  il  piano  stesso,  tagliato  lungo  il  solito  segmento  a^,  e 
che'  esiste    in    tutto  F  la   funzione  U'  -\-  i  V'  -■=  lim  (U)  -\-  i  V)). 

Come  sopra  si  dimostra  che  U'  -\-  i  V  assume  in  F  ogni  valore, 
che  non  sia  puramente  immaginario  :  ad  es.  il  valore  a  e'^.  Ma 
facilmente  (*)    si    trova  U  -\-  i  V  =  e"''  {If  -\-  i  V).  E,   poiché 


(*)  Si    r!c<)v;Ii    eli'.'    per    ipotesi    Um    e,  =  lim    u,  =  -[-  x  ,    i'    qiiiiuli 
Uni  e"'   e-^".  ''".^  =  O. 


390  Capitolo  Dodicesimo  —  §  5i. 

la  V  -\-  i  V  assume   il  valore  ft  e  ^  ''^,  la   ZJ  -j-  z  F  assumerà   il 

valore  a. 

Come  nel  caso  precedente  si  dimostra  poi  che  U  -\-  i  V  non 
può  assumere  in  F  due  volte  lo  stesso  valore. 

La  F  è  dunque  rappresentata  conformemente  e  hiunivocamente 
sul  piano  della  variadile  U-\-i  V,  a  cui  si  tolga  V  origine^  e  quindi 
sul  piano  della  variabile  -jj-j—^-jr-,  «  cui  si  tolgati  punto  all'infinito. 

Il  nostro  teorema  è  cosi  completamente  dimostrato. 
Osserviamo  che,  essendo  in  quest'  ultimo  caso 

lim  e,  =r-.  ^  o^,  lini  e-".-".-".  =  0, 
Z7,  +  i  K  =  e-"'  [e",+^—  e-(«.-'-V], 

U -\-.iV=\ìm{U,-\-iV,\ 
si  ha  che  il 

lim  e-^".^'V+^. 

«=Q0 

esiste,  ed  è  usruale  a  „ -,     .  r^'  Questo  ultimo  limite  esiste  dun- 

U  -\-  i  V 

que  tanto  se  e  è  finito,  quanto  se  e  è  infinito.  E  poiché  sul  piano  della 
variabile  e~^'^%+''''P+''.  la  regione  F,  è  rappresentata  conformemente 
su  un  cerchio,  in  guisa  che  il  punto  0  corrisponda  all'origine,  e 
il  rapporto  di  ingrandimento  in  0  sia  uguale  a  uno,  ne  deduciamo: 

Se  noi  rappresentiamo  conformemente  F,  su  U7i  cerchio  di  un 
piano  y.y  in  guisa  che  il  punto  0  corrisponda  all'origine^  e  il  rapporto 
d' ingrandimento  in  0  sia  uguale  a  1,  e  passiamo  poi  al  limite 
per  s  =  oo,  otteniamo  una  rappresentazione  conforme  e  biunivoca 
di  F  su  un  cerchio  del  piano  a,  di  centro  0  e  di  raggio  finito  o 
infinito. 

Osservazione  I.  —  Nello  studio  precedente  noi  siamo  partiti 
da  una  funzione  polidroma  W  di  una  variabile  z.  È  ben  evi- 
dente che  avremmo  potuto  nello  stesso  modo  considerare  un 
sistema  di  funzioni  polidrome  W''' della  z,  e  cercare  una  variabile 
ausiliaria  x,  di  cui  la  z  fosse  funzione  automorfa,  le  W  funzioni 
uniformi. 
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Osservazione  IL  —  Invece  di  parlare  di  una  funzione  poli- 
droraa  di  una  variabile  2,  avremmo  potuto  parlare  di  una  fun- 
zione W^  0  di  un  sistema  di  funzioni  polidrome  W  hu  una  super- 
ficie Riemanniana  S,  immagine  di  una  curva  algebrica  f{y,2)  =  0. 
Le  precedenti  considerazioni  si  possono  ripetere  per  questo  caso 
con  poche  modificazioni.  La  superficie  F  si  costruirebbe,  sovrap- 
ponendo l'una  all'altra  più  superficie  identiche  a  S^  anziché 
sovrapporre  semplicemente  dei  piani.  Si  troverebbe  ancora  una 
variabile  ausiliaria  .x,  di  cui  le  y,  z  sono  funzioni  automorfe,  la 
W  o  le  funzioni    W  sono  funzioni  uniformi. 

Osservazione  HI.  —  Noi  abbiamo  ammesso  che  la  funzione  W 
avesse  un  numero  finito  di  punti  di  diramazione  nel  piano  della  z. 
Se  i  punti  di  diramazione  fossero  in  numero  infinito,  noi  non 
potremmo  senz'  altro  applicare  i  procedimenti  precedenti  per 
costruire  la  superficie  Riemanniana  F.  Se  noi  però,  con  un  me- 
todo qualsiasi,  riuscissimo  a  costruire  una  superficie  F,  su  cui 
la  W  fosse  monodroma,  la  quale  si  potesse  considerare  come 
limite  di  infinite  regioni  F,  semplicemente  connesse,  e  a  un  nu- 
mero finito  di  fogli,  allora  i  metodi  e  le  conclusioni  precedenti 
sarebbero  senz'altro  applicabili. 

Noi  vogliamo  ora  indicare  un  caso  assai  generale,  in  cui  que- 
sto è  possibile.  Supponiamo  che  gli  infiniti  punti  di  diramazione 
della  W  {z  =  rtj,  2  =  «^j  •  •  •  •  •  )  abbiamo  un  uìilco  punto  limite 
z  ^=  a  (*),  e  che  i  corrispondenti  valori  delle  costanti  A,  sieno 
tutte  uguali  a  cxD  (*  *).  Entro  un  cerchio  C  di  un  piano  a  imma- 
giniamo rappresentata  conformemente  una  metrica  di  Bólyai. 
Scegliamo  su  C  infiniti  punti  A^  A^,  A^^  . . . . ,  che  si  seguano  nel 


(*)  Il  procedimento  seguente  vale  anche  se  questi  punti  linjiti  sono 
in  numero  finito,  e  anche  in  casi  più  generali. 

(**)  Il  caso  che  tutte  le  costanti  X,-  sono  uguali  a  00  è  specialmente 
importante  ;  in  quanto  che  se  i)er  esso  si  sa  trovare  la  variabile  ausilia- 
ria X,  le  funzioni  diramate  soltanto  nei  punti  s  =  Of  sono  iutle  funzioni 
uniformi  della  x. 
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verso  qui  indicato    e    tendano   a    un    punto  A    di  C.  Tiriamo  le 

geodetiche  A^  A^,  A.,  A3,  A^  J.,, e  riflettiamo   la   figura   cosi 

ottenuta  attorno  alla  geodetica  Ay  A.  Otteniamo  cosi  un  poli- 
gono H  con  infiniti  vertici,  che  può  servire  di  campo  fonda- 
mentale a  un  gruppo  fuchsiano  T.  Gli  stessi  metodi,  che  abbiamo 
usato  al  §  49,  servono  anche  nel  caso  attuale  a  costruire  la  su- 
perficie F. 


APPENDICE. 
FUNZIONI   MODULARI  E  ITERMODULARI 


La  teoria  delk^  funzioni  ellittiche  e  iperellittiche,  e  la  stessa 
teoria  delle  funzioni  fuchsiane  ci  danno  esempii  di  funzioni  au- 
tomorfe  e  cremoniane,  che  soltanto  in  parte  rientrano  nelle  teorie 
che  noi  abbiamo  svolto  fin  qui.  Queste  funzioni  si  possono  de- 
nominare funzioni  modulari  o  ip er modulari  :  un  tale  nome  è 
dovuto  a  ragioni  storiche,  e  trae  l'origine  dal  nome  di  modulo.) 
che  viene  dato  a  un  certo  p9,rametro  nella  teoria  delle  funzioni 
ellittiche  di  lacobi.  Le  funzioni  invarianti  per  il  gruppo  modu- 
lare offrono  il  primo  esempio  di  questa  categoria  di  funzióni. 

Dalla  teoria  delle  curve  algebriche  è  noto  che  ogni  curva  G 
di  genere  p  >  0  dipende  da  un  certo  numero  h  di  moduli  (^  =  1, 
se  2?  =  1,  ^  =  8^  —  3  se  p'^  V).  in  questo  senso,  che  se  noi 
non  riguardiamo  come  distinte  due  curve,  che  si  possono  porre 
in  corrispondenza  biunivoca  algebrica,  dette  curve,  considerate 
come  punti,  formano  un'unica  varietà  ad  h  dimensioni.  In  altre 
parole  si  possono  trovare  h  costanti  (funzioni  dei  coefficienti 
delle  equazioni  della  curva  C),  le  quali  rimangono  inaltériatè 
allora  e  allora  soltanto  che  alla  C  si  sostituisca  una  curva  C", 
i  cui  punti  sono  in  corri'^pondeiiza  biuni^'r)ca   algebrica  coi  punti 
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di  C.  Preciseremo  ancor  meglio  questo  concetto.  Se  p  =  1,  la 
curva  C  si  può  porre  in  corrispondenza  biunivoca  algebrica  coi 
punti  di  una  cubica  piana  C.  A  modulo  di  C  si  può  assumere  uno 
dei  birapporti  delle  quattro  tangenti,  che  si  possono  tirare  a  C 
da  un  punto  A  di  C;  il  quale,  come  è  noto,  non  dipenderà  da  A. 
Se  invece  ^  ^  1,  la  curva  C  si  potrà  ancora  porre  in  corrispon- 
denza biunivoca  algebrica  con  una  curva  piana  C";  siano  cpi  =  0 

{i  =  1,2, ,  p)  p  curve  aggiunte  generiche  di  C  (siano  cioè  le  9^ 

proporzionali  ai  differenziali  di  p  integrali  abeliani  generici  di 
prima  specie)  ;  e  sia  C"  la  curva  dello  spazio  a  p  —  1  dimensioni, 
in  cui  Zi  {i:=l,2, ,  p)  sono  coordinate  omogenee,  che  è  de- 
finita dalle  2,.  =  9,.  La  C"  sarà,  in  generale,  in  corrispondenza 
biunivoca  algebrica  con  C;  e  come  moduli  della  C  potremo  assu- 
mere gli  invarianti  proiettivi  di  C".  (Cfr.  più  specialmente  a 
pag.  395  e  396  per  i  casi  di  p  =  l,  p=2). 

I  moduli  cosi  trovati  si  diranno  moduli  algebrici^  in  quanto 
che  essi  sono  funzioni  algebriche  dei  coefficienti  delle  equazioni 

di  a 

Ricordati,  brevemente  questi  teoremi,  possiamo  dare  la  se- 
guente definizione  generale  : 

Si  dice  sistema  di  moduli  di  una  curva  di  genere  p,  un  sistema 
di  quantità  tali  che,  se  uno  stesso  sistema  corì^isponde  a  due  curve 
distinte  C,  C,  le  due  curve  sono  in  corrispondenza  biunivoca  alge- 
brica. I  moduli  algebrici,  più  sopra  definiti,  godono  anche  della 
proprietà  inversa:  che  cioè  due  curve  in  corrispondenza  biuni- 
voca algebrica  hanno  lo  stesso  sistema  di  moduli  algebrici. 

Sia  ora  data  una  curva  C  di  genere  p  ;  dato  un  sistema  nor- 
male di  tagli  che  ren^da  semplicemente  connessa  la  corrispon- 
dente superficie  riemanniana  F^  noi  potremo  definire  p  integrali 
abeliani  di  prima  specie  «1,^27  .  •  .  • ,  ip  normali  rispetto  al  dato 
sistema  di  tagli.  I  periodi  di  ij,.  (A^  =  1,  2,  .  .  .  .,  ^)  saranno  s^,,  e^,, 

,  Sfep,  £Cfci,  £Cfc,, ,  Xup,  dove  Sfc;,  =  0  per  /i  =}=  h,  un  =  1,  e  dove 

le  Xì,n  sono  costanti,  che  soddisfano  alle 

OC'uk  =  x^n         {h,k  r=  1,2,  ....,  p). 
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Di  più,  se  poniamo  ^7,^  =  x[i^  -\-  V  —  1  ^?kì  ^^  forma  S  y,  Vt  xf-'k^ 

i,k 

deve  essere  una  forma  definita  positiva  delle  y. 

Le  quantità  Xik  (in  virtù  delle  x,k  =  oCki)  si  riducono  a  -t^^^J^^ 
quantità  distinte.  E  dalla  teoria  delle  serie  9  è  noto  che  queste 
quantità  si  possono  assumere  come  un  sistema  di  moduli  per  la 

curva  corrispondente.  Ma,  siccome  ^  "^J" — -  >  3  ^  —  3  per 
|)  >  3,  tra  le  '^  ^-^ — -  quantità  Xn,  esistono  (se  j)  è  maggiore  di  3) 
£  (£  jzi}  _  3  ^  _[_  3  :=.  (j^  —  2)  (/>  — _3)  relazioni  distinte  (che 
Schottky  scrisse  in  modo  esplicito  nel  caso  di  ^  =  4)  (*). 

Le  -tJJilt — L  quantità   Xf^  (tra    cui  esistono  ^^  \^^      -- 

relazioni)  si  diranno  moduli  trascendenti.  Ora  consideriamo  i 
moduli  algebrici  sopra  definiti  come  funzioni  e];  dei  moduli  tra- 
scendenti Xik.  È  facile  trovare  un  gruppo  G  di  trasformazioni 
sulle  iTjfc,  che  trasforma  in  se  stesse  queste  funzioni  t{;.  Basta  os- 
servare che,  data  la  superficie  Riemanniana  F^  il  sistema  dei  tagli 
che  la  rende  semplicemente  connessa,  non  è  determinato,  ma  si 
può  scegliere  in  infiniti  modi.  Al  variare  di  questo  sistema  di 
tagli,  variano  anche  le  d^.^;  e  precisamente  le  Xi^  subiscono  le 
trasformazioni  di  un  gruppo  discontinuo  G.  Le  funzioni  ^,  che 
abbiamo  considerato  più  sopra,  sono  appunto  invarianti  per  G. 

Noi  vogliamo  esaminare,  a  titolo  di  esempio,  i  casi  special- 
mente notevoli  di  ^  =  1,  o  ^ì  =z  2. 

Genere  ^  ^^^  1.  Una  curva  di  genere  1  si  può  sempre  porre 
in  corrispondenza  biunivoca  algebrica  con  una  cubica 

y-  =  ^x^  -  g^x  —  g^ 

L'invariante  assoluto  z  = -^ — ^\„    ..  si  può   assumere    come 

gì  —  27  gì 

modulo  algebrico  di  questa  curva.  Un  integrale  abeliano  v  di 
prima  specie  abbia,  relativamente  a  un  certo  sistema  normale  di 
tagli,  i  periodi  to^Wg;  l'integrale  abeliano  normale  avrà  i  perio- 


(*)  ScHOTTKy.  Znt-  Tlieorie  <ìer  Abelschen  Fanctioueii  con  vier  V^ariabelu. 
C'rellcs  Juurnal  Bd.  102.  1888.  —  Uebcr  die  Modula  dvr  Thelti/uHvtioHen 
Ada  MatematUa,  Voi.  27.  1904. 
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questa,  che  posto  x  =  x^^^  H~  V —  1  ^'■'^7  1^  forma  x'^^^  y^  della 
variabile  y  sia  definita  positiva,  ossia  che  x'-'^  sia  positivo. 

Facciamo  variare  ora  il  sistema  normale  di  tagli  ;  i  periodi, 
che  V  avrà  rispetto  al  nuovo  sistema,  siano  w'j,  lù'^.  Dovrà  essere 
naturalmente 

w'i  --=  n^x  Wi  +>^i2  ^-ì   )  ,  •  •   +     -N 

(1)  ,  /  (Wji,  ^12,  /Ì2i5  ^-'2  numeri  interi). 

0)3  =  W21  w^  -|-  W22  Wg    \ 

Viceversa,  poiché  Wj,  W2  devono  pure  essere  combinazioni  li- 
neari a  coefficienti  costanti  delle  w'j,  (o'2,  sarà  n^^  n^^  —  n^.^  n^^  =  ib  -^* 
L'integrale  abeliano  normale  rispetto  al  nuovo  sistema  di  tagli 
avrà  i  periodi  1,  X"',  dove 

M  y  y  __  ^^2   __  ''*2i     I    '^22  •^' 

w\  Wji  -f-  W12  a;  ' 

Poiché  il  coefficiente  della  parte  immaginaria  di  «'  deve  essere 
positivo,  sarà  n.^^  Wj,  —  n^^  n^^  >  0,  e  quindi 

w,2  w,i  —  W21  w,2  =  1. 

Il  gruppo  G,  generato  dalla  (1)',  coincide  quindi  col  gruppo 
modulare,  che  noi  abbiamo  già  studiato  al  §  26  (pag.  161  e  seg.),  e 
per  cui  abbiamo  trovato  allora  un  campo  fondamentale.  L' inva- 
riante z  é  dunque  una  funzione,  trasformata  in  sé  stessa  dal  grup- 
po modulare.  Ciò  del  resto  si  può  anche  verificare  direttamente. 
Infatti  dalla  teoria  delle  funzioni  ellittiche  è  ben  noto  che  il 
rapporto    gì  :  gì    è    uguale,   a   meno    di    un    fattore    numerico,   a 

(S  ,-  ,  )    :  |S ^- I     dove  le  sommatorie  sono 

\     (mw^ -L  woj^)'*/       \   (mw^ -|- ?i  W2)v 

estese  a  tutti  i  sistemi  possibili  di  valori  interi  per  m,  w,  eccetto 
che  al  sistema  m  =  n  =  0.  Ed  è  ben  evidente  che  ambedue 
queste  sommatorie  sono  invarianti  per  una  trasformazione  (1), 
quando  w,i,  «j^,  n.,^^  n.,^   sono    interi   soddisfacenti   alla  n^^  11.^2  — 

—  ^12  ^21   =  1- 

Genere  p  ~--^  2.  Ogni  curva  C  di  genere  2  si  può  porre  in 
corrispondenza  biunivoca  algebrica  con  una  curva 

y^  Tr=z  x^  ~\-  «1  «*  -^  a^  x'^  -\-  a^  x/^  -\-  a^  X  -{-  a-, 
di  1,  a;  =    '  2  .    L' unica    condizione    a    cui    deve    soddisfare    ^    è 
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la  quale  possiede  tre  invarianti  assoluti  indipendenti  (funzioni 
razionali  delle  a)  2,,  z^,  23,  ohe  si  possono  riguardare  come  un 
sistema  di  moduli  algebrici  per  la  C.  Se  u  è  un  integrale  abe- 
liano  di  prima  specie,  e  se  w,,  w^,,  (d.^^  ^ù^  sono  i  suoi  periodi  ri- 
spetto a  un  sistema  normale  di  tagli,  noi  assumeremo  w,,a)2,  (O3,  o)^ 
come  coordinate  omogenee  in  uno  spazio  S  a  tre  dimensioni. 
Se  M,  V  sono  due  integrali  abeliani  indipendenti  di  prima  specie, 
se  (ài  e  o)'i  (i  -r=  1,  2,  3,  4)  sono  i  loro  periodi,  ogni  altro  integrale 
abeliano  io  di  prima  specie  è  del  tipo  ccu-\-^v  -\-j  (a,  p^  y=  cost.); 
i  periodi  w",.  (i  =  1,  2,  3,  4)  di  w  sono  uguali  quindi  ad  ao),  -[-  pw',.. 
Il  punto  di  S,  che  è  individuato  da  te  secondo  le  nostre  conven- 
zioni, avrà  per  coordinate  le  a  to,.  -|-  P  w',.  e  giacerà  quindi  sulla  retta 
r  che  congiunge  i  punti  individuati  rispettivamente  dagli  inte- 
grali u,  V.  Questa  retila  è  quindi  indipendente  dai  particolari  inte- 
grali u,v  considerati;  e  dipende  perciò  soltanto  dalla  curva  C 
e  dal  sistema  normale  di  tagli,  rispetto  al  quale  si  sono  calco- 
lati i  periodi.  Agli  integrali  abeliani  normali  di  prima  specie 
relativi  alla  nostra  curva  corrispondono  poi  quei  punti  di  S,  in 
cui  r  incontra  rispettivamente  i  piani  (o^  =^0,  Wj  :=  0, 

Il  dare  dunque  la  retta  r  individua  senza  ambiguità  i  moduli 
trascendenti  di  C:  e  per  studiare  come  un  cambiamento  del  si- 
stema normale  di  tagli  trasforma  i  moduli  trascendenti  di  C, 
basterà  studiare  come  esso  trasforma  la  retta  r. 

Osserviamo  ora  che  le  coordinate  Pliickeriane  ^,2,  ^,s,  ^3,4?  i^ss? 
PmìPì2  di  una  retta  di  S  sono  date  dalle  Pik  =  (^tWi'k —  ^à.  ^'o  ^ 
soddisfano  identicamente  alla 

Pi>  PS4   i-  Pl3P4'2    +  PuP2S  =  0. 

Per  la  relazione  che  lega  i  periodi  di  2  integrali  abeliani  di 
prima  specie,  una  retta  r  di  aS,  che  corrisponda  nel  modo  sopra 
esposto  a  una  qualsiasi  curva  di  genere  2,  soddisferà  ancora  alla: 

PiS  —  piu  =  0. 

Consideriamo  tutte  le  rette  di  S  che  soddisfano  a  questa 
equazione.  Se  noi  poniamo  yi=ipu;  y^  -^p^;  »/a=p,8=j»«;  y*=Pi*', 
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tjr,  =  — ^23,  e  assumiamo  le  y  a  coordinate  omogenee  in  uno  spa- 
zio S  a  quattro  dimensioni,  alle  nostre  rette  corrisponderanno 
quei  punti  di  S,  che  giacciono  sulla  quadrica 

Q  =  ì/i  y,±yl  —  Va  y,  =  0. 

k.  un  punto  (^/^)  di  S  corrisponde  in  aS'  la  retta  che  passa 
per  i  due  punti  di  /S,  le  cui  coordinate  sono  rispettivamen- 
te jl,  0,  —  ,   ^■'')  e  jO,  1,  ^'-  ,  ^j;  ossia  al  punto  (?/,)  di  S   corri- 

spondono    i    moduli    trascendenti   Xn-=-    ^  ;  a?,,  ^ '^®  :  £c.»  = '^* . 

^1.  .2/1      "        «/. 

A  un   cambiamento    del    sistema    di    tagli    corrisponderà   sui 

periodi  w,-  di  un  integrale  abeliano  u  di  prima  specie  una  tras- 
formazione 

4 

(o'i  =  2  w,-;,  W;,         (w.-ft  =  numeri  interi). 
ft=i 

E  come  sopra  riconosciamo  che  il  determinante  delle  w,-;ì  non 
può  essere  diiferente  da  +  1.  La  precedente  trasformazione  non 
può  dunque  mai  essere  infinitesima.  Se  noi  facciamo  variare  in 
tutti  i  modi  possibili  il  sistema  normale  di  tagli,  questa  trasfor- 
mazione genererà  dunque  in  S  un  gruppo  proiettivo  G  p.  d.  t.  i. 
Ora  una  proiettività  in  S  individua  evidentemente  una  trasfor- 
mazione lineare  intera  omogenea  sulle  Pij..  Al  gruppo  G  corri- 
sponderà dunque  un  gruppo  G',  p.  d.  t.  i.,  di  trasformazioni  lineari 
intere  omogenee  sulle  p^^^  le  quali  dovranno,  per  quanto  si  è 
detto,  trasformare  in  sé  stessa  l'equazione  p^^  —  p^^  =  0.  Il 
gruppo  G'  si  potrà  quindi  considerare  anche  come  un  gruppo 
proiettivo  nello  spazio  S,  che  trasformi  in  sé  stessa  la  quadrica 
Q  ^^  .Vi  //a  "h  yl  ""  Vi  y-o  =  Oj  Oj  ciò  che  é  lo  stesso,  la  quadrica 

o  —  (.Vi  +  y^f  1  ,/  ■  (2/4  —  «/s)'  _  (2/1  —  y^y  _  (y4  +  yù^  __  o 

Per  il  teorema  X  del  §  21  (pag.  131)  abbiamo  dunque  che: 
Il  gruppo  G'  opera  in  modo  pr.  dis.  sui  punti  complessi  della 
quadrica  Q  =  0  di  H. 

E,  poiché  i  punti  di  questa  quadrica  sono  in  corrispondenza 
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biunivoca  continua  coi  possibili  sistemi  di  moduli  trascendenti 
di  una  curva  di  genere  2,  possiamo  (§  18,  pag.  118)  enunciare 
il  precedente  risultato  anche  cosi: 

Il  gruppo  G  opera  in  modo  pr.  dis.  sui  valori  complessi  delle 
Xu,  i^i2}  ^22-  In  altre  parole  G  è  pr.  dis.  in  uno  spazio  R,  in  cui 
a;,,,  a?,2,  x^^  sono  coordinate  non  omogenee  (naturalmente  quando 
si  pensi  R  luogo  dei  suoi  punti  reali  e  complessi). 

Osservazione  I.  —  Il  gruppo  G,  pensato  come  gruppo  di  tras- 
formazioni in  R^  gode  di  una  proprietà  notevole.  Per  trovarla, 
si  noti   che    dalle  a7„  =  ^ ,  a:,2  =  ^-' ,  3722  =  —,  e   dalla   Q  =  0, 

2/1  2/1  y^ 

scende  che 

d  rr?2  —  dx,y  dx,.,  =  ~  {dy,  dy,  J^  dyl  —  dy,  dy,). 

yy 

Una  trasformazione  di  (?  è  una  trasformazione  lineare  intera  omo- 
genea sulle  y,  che,  trasformando  in  se  stessa  la  1/,  y.,  -^yl  — 1/42/5  =  0, 
moltiplicherà  per  un  fattore  finito  la  forma  dyydy.^  -f  dyl  — 
—  dVi  dyr,  e  quindi  anche  la  d  x\2  —  dx^  d  x.i^_ .  Il  gruppo  G  è 
dunque  un  gruppo  conforme  per  la  metrica  euclidea  indefinita, 
che  ha  la  forma  d  x'U  —  d  Xn  d  x^  come  elemento  lineare.  E  il 
nostro  risultato  h  quindi  un  caso  particolare  del  teorema  XI 
del  §  21. 

Osservazione  II.  —  La  propria  discontinuità  di  G  si  poteva 
anche  dedurre  dal  teorema  II  del  §  17,  ricordando  che  i  tre 
moduli  algebrici  z^,  z^,  z^,  considerati  come  funzioni  delle  ar,  sono 
invarianti  rispetto  al  gruppo  G.  Questo  metodo,  per  quanto  si 
possa  applicare  anche  al  caso  di  p  ^  2  (con  qualche  modifica- 
zione, se  j9  >  3)  ha  però  assai  minore  interesse  del  metodo  da 
noi  seguito.  Infatti  la  via  da  noi  scelta  ci  ha  dimostrato  che  il 
nostro  gruppo  è  soltanto  un  caso  particolare  di  un'intiera  classe 
di  gruppi:  i  gruppi  di  trasformazioni  conformi  in  una  metrica 
euclidea  indefinita;  i  quali  tutti  sono  pr.  dis.,  quando  sono  p.  d.  t. i. 
Teoremi  generali  di  esistenza  per  le  funzioni  invarianti  per  uno 
di  questi  gruppi  non  sono  però  ancora  conosciuti. 
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Accanto  alle  funzioni,  di  cui  qui  abbiamo  discorso,  ne  esi- 
stono, altre,  che  nella  teoria  dei  gruppi  fuclisiani  compiono  un 
ufficio  perfettamente  analogo  a  quello  che  le  precedenti  funzioni 
compiono  nella  teoria  degli  integrali  abeliani. 

Sia  G  un  gruppo  di  trasformazioni  lineari  su  una  variabile  x, 
che  sia  un  gruppo  di  movimenti  in  una  metrica  a  curvatura 
costante.  Se  G  è  fuchsiano,  esso  non  sia  pr.  dis.  sui  punti  del- 
l'assoluto  della  metrica  corrispondente.  Supporremo  G  di  genere 
finito  p  ^1.  Sia  n  il  numero  dei  cicli  di  vertici  non  accidentali  di 

2  7T      2  7r  2  TP 

un  campo  fondamentale   J{  di  G,      -  ,         , ,  -;-  le  somme  de- 

gli  angoli  di  K  in  ciascuno  di  questi  cicli.  Noi  diremo  con  Fricke 
che  G  ha  la  segnatura 

[p,  il]  ?.,,Zo, ,  /„).. 

Gruppi  simili  avranno  la  stessa  segnatura;  noi  non  li  riguar- 
deremo come  distinti.  Notiamo  però  che  un  gruppo  non  è  indi- 
viduato in  genei-ale  dalla  sua  segnatura:  esistono  infatti  gruppi 
non  simili,  che  hanno  la  stessa  segnatura. 

Un  gruppo  G  della  segnatura  sopra  scritta  possiede  general- 
mente un  campo  fondamentale  con  4:p  r  n  coppie  di  lati  equi- 
valenti (*).  Per  individuare  il  gruppo  basterà  dare  p.  es.  i  coefii- 
cienti  a  delle  4^  -j-  n  trasformazioni,  che  portano  un  lato  di  un 


(*)  Si  può  dimostrare  che  un  orui)])(>  ^  della  segnatura  su  scritta  ha 
genenilmei  te  un  campo  fondamentale  con  4  p  -|~  n  coppie  di  lati  equivalenti. 
Infatti  sia  F  la  superfìcie  Riemanniana  di  genere  ;>,  che  si  ottiene  pie- 
gando un  campo  fondamentale  di  (5,  in  guisa  che  punti  corrispondenti  del 
contorno  si  sovrappongano.  Rendiamo  F  semplicemente  connessa  col  solito 
sistema  di  3  p  tagli  «,  ó,  e.  Ogni  taglio  a  sarà  diviso  dai  corrispondenti 
tagli  b,  0  in  due  pezzi  «',  a" .  Congiungiamo  un  punto  di  uno  di  questi 
tagli,  p..  es.  il  punto  che  serve  di  origine  ai  tagli  e,  agli  n  punti  di  F, 
•immagine  dei  cicli  di  vertici  non  accidentali  di  K,  e  tagliamo  F  lungo 
questi  nuovi  n  tagli  d.  La  F,  tagliata  così  lungo  3  p  -|  h  tagli,  resterà  an- 
cora semplicemente  connessa,  e  sul  piano  della  x  avrà  appunto  per  im- 
magine un  poligono  F  con  '^ p  4-  v  coppie  di  lati  (in  generale  non  retti- 
linei) equivalenti,  immagine  rispettivamente  dei  tagli  a',  a",  b,  e,  il. 
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campo  fondamentale  nel  lato  equivalente,  e  che,  com'è  noto,  for- 
mano un  sistema  di  trasformazioni  generatrici  per  il  gruppo. 
Queste  quantità  a  non  saranno  tutte  indipendenti,  ma  dovranno 
naturalmente  soddisfare  a  condizioni,  che  noi  non  vogliamo  qui 
precisare.  Di  più,  poiché  gruppi  simili  non  si  considerano  come 
distinti,  noi  potremo  trasformare  G  con  una  tale  trasformazione 
lineare  che  tre  dei  coefficienti  a  abbiano  valori  prefissati. 

Notiamo  però  che,  mentre  i  coefficienti  a  individuano  com- 
pletamente il  gruppo  G,  questo  gruppo  non  individua  questi 
coefficienti,  in  quanto  che  a  uno  stesso  gruppo  corrispondono 
infiniti  sistemi  di  4:p  4-  n  trasformazioni  generatrici  (*).  Da  uno 
di  questi  sistemi  si  passa  a  ogni  altro  con  una  trasformazione 
birazionale  sui  coefficienti  a.  Indicheremo  con  V  il  gruppo  ge- 
nerato da  queste  trasformazioni  birazionali  sulle  quantità  a. 

Due  funzioni  fuchsiane  generiche,  invarianti  per  G,  sono  le- 
gate da  una  relazione  algebrica,  a  cui  corrisponde  una  superficie 
Riemanniana,  i  cui  punti  sono  in  corrispondenza  biunivoca  coi 
punti  di  un  campo  fondamentale  K  di  (r,  quando  non  si  consi- 
derino come  distinti  punti  equivalenti  del  contorno  di  K.  Tutte 
le  curve  algebriche  corrispondenti  sono  quindi  in  corrispondenza 
biunivoca  algebrica. 

Viceversa  siano  date  due  curve  algebriche  C,  D  di  genere  p  ^1 
in  corrispondenza  biunivoca  algebrica.  Su  di  una  di  esse  segniamo  n 
punti  A^,  A.2,  . ...,  A„-,  e  sull'altra  segniamo  i  punti  corrispondenti 

J5,,  ^2, ,  B„.  Siano  Zj,  Zg,  . . . .,  l„  interi  arbitrarii.  Per  i  risultati 

dell'ultimo  capitolo  sappiamo  che  esiste  un  gruppo  G  di  movi- 
menti in  una  metrica  a  curvatura  costante,  tale  che  le  coordinate 
dei  punti  di  C  siano  funzioni  uniformi  di  una  variabile  ar,  inva- 
rianti per  G,  che  ai  cicli  di  vertici  non  accidentali  di  un  campo 


(*)  E  ciò,  perchè  un  gruppo  non  individua  il  proprio  campo  fonda- 
mentale. Se  noi  costruiamo  il  poligono  P  col  metodo  indicato  nella  pre- 
cedente nota,  l'indetenninazione  di  P  risultai' ben  chiara,  appena  si  ricordi 
p.  e.s.  l'indeterminazione,  di  cui  è  suscettibile  il  sistema  dei  3j>  tagli,  che 
rendono  F  semplicemente  connessa. 
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fondamentale  K  per  G  corrispondano  i  punti  A  dì  C,  e  che  gli 
angoli  di  K  in  uno  di  questi  cicli  abbiano  rispettivamente  per 
somma    ^^  ,     .^  ,  .  .  . . ,  -^^  .  E    anzi,  se    non    consideriamo    come 

distinti  gruppi  G  simili,  il  gruppo  G  è  individuato  completa- 
mente. Così  pure  alla  curva  D  e  ai  punti  B  corrisponderà  un 
altro  gruppo  G'.  La  corrispondenza  biunivoca  algebrica  tra  i 
punti  di  (7,  D  individua  una  corrispondenza  conforme  tra  due 
delle  reti  di  campi  fondamentali  di  G^  G'.  Questi  due  gruppi  sono 
dunque  simili;  e  noi  li  dovremo  riguardare  come  identici  (*). 
Ora,  se  noi  riguardiamo  come  non  distinte  curve  in  corrispon- 
denza biunivoca  algebrica,  l'insieme  di  una  curva  Ce  di  n  punti 
A^jA^,  •••,^,0  posti  su  di  essa,  dipende  da  r  =  S^j  —  3-\-  n  moduli 
(soltanto,  se  ^  =  1,  n  =  0,  il  numero  r  di  questi  moduli  è  u- 
guale  a  1).  Ora  per  un  teorema  di  Poincaré  (pag.  302)  questi 
r  moduli  variano  con  continuità  al  variare  continuo  di  G,  e  sono 
anzi  funzioni  analitiche  dei  corrispondenti  parametri  a.  Per  quanto 
abbiamo  detto,  queste  r  funzioìii  analitiche  sono  funzioni  inva- 
rianti per  il  gruppo  F,  e  costituiscono  un  notevolissimo  esempio 
di  funzioni  cremoniane,  che  non  sono  state  finora  sottoposte  a 
diretta  ricerca. 

Insieme  a  ciò,  noi  abbiamo  conseguito  un  altro  risultato  :  che 
cioè  i  gruppi  G  di  segnatura  (j?,  w;  l^,  Zg,  .  .  .  .,  Z„),  che  si  possono 
considerare  come  gruppi  di  movimenti  in  una  metrica  a  curva- 
tura costante,  e  che,  se  fuchsiani,  posseggono  due  reti  distinte 
di  campi  fondamentali,  formano,  considerati  come  punti,  e  quando 
gruppi  simili  si  considerino  come  identici,  una  varietà  continua 
ad  r  dimensioni  complesse;  o,  in  altre  parole,  che  ogni  tale  gruppo 
si  può  individuare,  dando  i  valori  di  r  parametri  complessi,  o, 
ciò  eh' è  lo  stesso,  di  2  r  parametri  reali,  variabili  con  continuità 
in  un  certo  campo. 


(*)  È  assai  notevole  il  fatto  che  la  corrispondenza  biunivoca  algebrica 
tra  le  dne  curve  C,  I)  in  guisa  che  ai  punti  A  corrispondano  i  punti  B, 
appaia  come  un  fatto  equivalente  alla  similitudine  dei  gruppi  G,  G'. 
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Questo   risultato,   clu'    Fricke    dimostra    nei    suo    trattato    in 

modo  diretto,  è  stato  generalizzato  dal  Fricke  stesso  ai  gruppi 

fuchsiani,  che  posseggono  una  sola  rete  di  campi  fondamentali. 
EsKMPio.  —  I   gruppi   (f    di    traslazioni    euclidee,  die    hanno 

un  parallelogrammo  come  campo  fondamentale  sono  formati  da 

traslazione  del  tipo: 

x'-=x-\-'nioL-\-n'^         (a,  p  costanti) 

dove  m,  n  sono  interi  variabili  da  trasformazione  a  trasforma- 
zione. A  gruppi  G  simili  corrisponde  uno  stesso  valore  del  rap- 
porto I  =  ^  j  e  noi  possiamo  supporre  che  /  (t)  ^  0  (*)  (pag.  233). 

Valori  di  t,  equivalenti  rispetto  al  gruppo  modulare,  corrispon- 
dono a  gruppi  (?•  simili  (§  34,  pag.  223).  Il  gruppo  modulare  è 
dunque,  nel  caso  attuale,  il  gruppo  P.  Sia  f  (rr,  y)  =  0  una  curva 
di  genere  1,  corrispondente  al  nostro  gruppo  G.  L' invariante 
assoluto  di  tale  curva  è  una  funzione  di  x,  invariante  per  il 
gruppo  modulare.  (Cfr.  anche  pag.  396-396). 


(*)  Con  /  (t)  indilo,  al  solito,  il  coefficiente  della   pai-te  immaginaria 
di  X  (pag.  108). 
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I.  —  Sulla  discontinuità  di  un  gruppo  kleiniano. 

(cfr.  pag.  195-198). 

A  pag.  197  noi  abbiamo  dato  il  seguente  teorema  (cfr.  loc.  cit. 
per  le  notazioni): 

Se  w  è  un  pezzo  di  Q,  in  cui  esiste  almeno  un  punto  B^  che 
sia  punto  limite  di  infiniti  campi  normali^  e  se  w  è  un  altro  pezzo 
di  Q,  m  ogni  intorno  di  B  esiste  almeno  un  punto  equivalente  a 
un  punto  generico  E  di  io. 

Questo  teorema  si  può  facilmente  completare,  dimostrando  che 
esso  vale  per  ogni  punto  E  di  w'^  quando  si  escluda  il  caso  che 
tutte  le  trasformazioni  del  nostro  gruppo  lascino  fissi  entrambi 
i  punti  E^  B,  ossia  quando  si  escluda  il  caso  banale  dei  gruppi 
generati  da  trasformazioni  iperboliche  o  lossodromiche,  e  da 
trasformazioni  ellittiche  periodiche,  aventi  a  comune  i  due  punti 
base  E,  B  (cfr.  pag.  239).  Infatti,  se  ciò  non  avviene,  allora  o  tutte 
le  trasformazioni  del  gruppo  G  lasciano  fisso  il  punto  E,  (e  non  la- 
sciano fisso  B)  oppure  esiste  su  Q  almeno  un  punto  E\  distinto 
da  E,  ed  equivalente  ad  E.  Nel  primo  caso  il  nostro  gruppo  è 
simile  a  un  gruppo  di  similitudini  euclidee,  il  quale,  essendo  privo 
di  trasformazioni  infinitesime,  e  non  lasciando  fisso  il  punto  B,  è 
per  i  risultati  di  pag.  238-239  pr.  dis.  in   un    intorno  di  B,  co- 
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siccliè  B  non  sarebbe  punto  limite  di  infiniti  poliedri  normali 
contro  l'ipotesi.  Nel  secondo  caso  sia  a  nn  intorno  qualsiasi  di  B 
sulla  sfera  Q,  g  un  piccolo  cerchietto,  posto  in  a,  e  contenente  B 
all'interno;  sia  y  quella  regione  dello  spazio  ambiente,  che  è  li- 
mitata dal  piano  passante  per  gr,  e  da  quella  calotta  di  Q,  a  cui 
appartiene  il  punto  B.  Se  A  è  un  qualsiasi  punto  della  retta 
E  E\  interno  a  Q,  in  y  esiste  (teorema  I,  pag.  195)  almeno  un 
punto  A'  equivalente  ad  A.  La  retta  passante  per  A',  equivalente 
alla  retta  E  E\  incontrerà  a  almeno    in   un  punto  E'\  che  sarà 

equivalente  ad  E^  E'. 

e.  d.  d. 

Dalla  precedente  osservazione  possiamo  trarre  una  importante 
conseguenza. 

Se  G  è  un  gruppo  Meiniano  p.  d.  t.  i.  che  trasforma  in  sé  stessa 
una  regione  A  del  piano  tc  della  corrispondente  variabile  complessa  x, 
e  se  esistono  punti  di  t^  non  appartenenti  a  A,  allora  G  è  pr.  dis.  in  ti. 

Questo  teorema  estende  a  regioni  A  qualunque  il  teorema 
che  afferma  la  discontinuità  propria  di  ogni  gruppo  (fuchsiano)  G 
p.  d.  t.  [.,  che  trasformi  in  se  stessa  una  regione  circolare  A.  Per 
dimostrare  il  nostro  teorema  si  osservi  che,  se  G  non  fosse  pr.  dis. 
in  un  punto  i^  interno  a  A,  in  ogni  intorno  di  B  esisterebbero 
punti  equivalenti  a  un  qualsiasi  punto  E  di  ti,  che  non  sia  la- 
sciato fi^so  da  tutte  le  trasformazioni  di  6r  ;  e  ciò,  anche  se  E  non 
appartiene  a  A.  Per  la  nostra  ipotesi  ne  scenderà  che  ogni  punto 
E  esterno  a  A  deve  essere  lasciato  fisso  da  tutte  le  trasforma- 
zioni di  G.  Quindi  G  sarebbe  simile  a  un  gruppo  di  similitudini 
euclidee  p.  d.  t.  i.;  e,  per  i  risultati  di  pag.  238-239,  sarebbe  dun- 
que pr.  dis.  in  tutto  ti.  La  contraddizione  dimostra  il  nostro 
asserto. 

Ne  segue  anche: 

Se  G  non  è  pr.  dis.,  ogni  punto  B  di  (^  è  punto  limite  di 
infiniti  poliedri  fondamentali:  e  in  un  inturno  a  di  ogni  punto  B 
di  Q  esistono  punti  equivalenti  a  un  qualsiasi  punto  E  di  Q. 
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Quindi  : 

Se  G  non  è  pr.  dis.,  i  punti  equioalenti  a  un  qualslani  punto  E 
formano  un  insieme  di  punti  denso  in  tutto  'tz. 

Se  dunque  per  un  particolare  punto  E  avviene  che  i  punti 
ad  esso  equivalenti  non  formano  un  aggregato  dappertutto  denso, 
altrettanto  avverrà  per  ogni  punto  di  k:  e  G  sarà  pr.  dis.  in  tt. 


II.  —  Sulle  funzioni  zeta-automorfe. 

(cfr.  pag.  116,  righe  6-10  e  pag.  259,  riglie  20-21). 

Abbiamo  visto  al  §  17  che  il  problema  (B)  non  è  risolubile, 
quando  G  non  è  pr.  dis.,  mentre  nulla  abbiamo  conchiuso  in  tal 
senso  per  il  problema  [A).  Il  mio  amico  dott.  Eugenio  Levi  mi 
comunica  la  seguente  notevole  osservazione  che  esistono  casi, 
in  cui  si  può  dimostrare  la  irresolubilità  del  problema  (A)^  se 
G  non  è  pr.  dis.  E  precisamente  si  può  dimostrare  che  non  esi- 
stono funzioni  zeta-automorfe  (o  zetacremoniane)  di  una  variabile  x 
{distinte  da  una  costante  o  da  una  funzione  razionale)^  quando  il 
gruppo  G  è  un  gruppo  p.  d.  t.  i.  impropriamente  discontinuo^  e  in 
particolare  quindi  che  non  esistono  sistemi  di  effettive  funzioni 
z^^z.t^...^z,n  della  x^  le  quali  subiscono  le  trasformazioni  di  un 
gruppo  r  lineare  intero  omogeneo,  quando  la  x  subisce  le  tra- 
sformazioni di  un  gruppo  G  {p.  do  t.  i.)  di  trasformazioni  lineari 
sulla  x^  che  non  sia  pr.  dis. 

Infatti  si  osservi  che  (cfr.  osservazione  I)  i  punti  equivalenti 
a  un  punto  A  rispetto  ad  un  tale  gruppo  G  formano  un  aggre- 
gato di  punti  dappertutto  denso  nel  piano  della  variabile  com- 
plessa x\  cosicché  il  campo  di  esistenza  delle  funzioni  2^,  22,....2„, 
che  deve  essere  trasformato  in  se  stesso  da  G^  si  deve  estendere 
a  tutto  il  piano.  Notiamo  ancora  che  si  può  sempre  fare  l' ipotesi 
che  le  2j,2j,, ....,  2„„  siano  linearmente  indipendenti.  Poiché,  ove 
ciò  non  fosse,  si  potrebbe  esprimere  una  di  esse,  per  es.  Zy,  per 
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le  z^, 2„,;  ed  il  sistema  delle  m —  1  funzioni  z.^, ,  2„  risul- 
terebbe ancora  un  sistema  di  funzioni  zeta-automorfe  relative  al 
gruppo  G. 

Segue  di  qui  che,  se  una  particolare  operazione  del  gruppo  F 
lineare  omogeneo  fa  passare  dalle  2,-  alle  2',-,  si  potranno  sempre 
inversamente  esprimere  le  Zi  in  funzione  delle  2',-. 

Ciò  posto,  diciamo  punto  singolare  per  il  sistema  delle  funzioni 
^1,  2^?  •  •  •  •?  ^m  un  punto  singolare  per  una  qualunque  delle  fun- 
zioni ^i,  2o, ,  2„,  ;  dalla  precedente  osservazione  segue  che  un 

punto  equivalente  ad  un  punto  singolare  per  il  sistema  delle 
funzioni  2,-  è  certamente  ancora  singolare  per  il  sistema  delle 
funzioni  2,-.  Ma  i  punti  equivalenti  ad  un  punto  qualunque  del 
piano  formano  un  insieme  ovunque  denso  :  quindi  se  il  sistema 
delle  Zi  ha  un  punto  singolare,  il  sistema  dei  punti  singolari  delle 
Zi  è  ovunque  denso. 

Ciò  è  assurdo  ;  le  Zi  non  hanno  quindi   mai    punti  singolari, 

e,  poiché  sono  funzioni  uniformi  in  tutto  il  piano,  si  riducono  a 

costanti. 

e.  d.  d. 

Qualora  il  gruppo  T  non  fosse  di  trasformazioni  lineari  in- 
tere omogenee,  ma  di  trasformazioni  lineari  fratte,  occorrerebbe 
considerare  come  punti  singolari  per  le  2,-  i  soli  punti  singolari 
essenziali:  ciò  porterebbe  a  dire  che  le  funzioni  2,  non  possono 
che  essere  funzioni  razionali  della  x:  ed  analogo  risultato  si  ot- 
terrebbe quando  F  fosse  un  gruppo  di  trasformazioni  birazionali 
(purché  naturalmente  si  conservi  l' ipotesi  che  le  z  debbono  essere 
uniformi  nella  x). 
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funzioni  invarianti  per  un  gru[)po  <liscoiitinuo  di  trasforma- 
zioni liiu'ari  <-onteneute  trasformazioni  infinitesime  sono  anche 
invarianti  per  un  gruppo  coni  inno  ili  tiasfoimazioni  lineari.  — 
Sist<;mi  di  n  funzioni  indipen(l<'nti  di  n  variabili  invarianti 
per  un  gruppo  «lisc(Mitinin).  (eruppi  propriamente  discontinui 
in  un  punto.  Giiq)!)!  pi'oprianumte  discontinui  in  una  regione. 

Capitolo  quinto.  —  La  discontinuità  propria  dei  g^ruppi. 

^  18.  —  Definizioni  e  lemmi »    116 

Gruppi  propriamente  discontinui  considerati  come  operanti  sulle 
varietà  di  un  dato  insienu'. 
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§  19.   —  1  teoremi  fondamentali  per  i  gruppi  lineari  ....    pag.  118 
Lemmi  sulle  forme  definite,  e  sui  gruppi  che  trasformano  1'  una 
nell'  altra  due  forme   definite.  I  gruppi   lineari  piii  generali 
privi  di  trasformazi<mi  infinitesime.  Applicazioni  alla  teoria 
della  projjria  discontinuità:  i  gruppi  che   trasformano  in  sé 
stesso  un  sistema  continuo  di  forme  definite. 
§  20.  1  teoremi  fondamentali  per  i  gruppi  di  movimenti  ...         »    124 
Teoremi  sui   grupi^i    di   movimenti  in  una   metrica    reale    privi 
di  trasformazioni  infinitesime  ;  loro  discontinuità  propria. 

§  21.  —  Applicazioni  carie  dei  teoremi  precedenti »    127 

Sistemi  di   forme   definite   algebriche,   o  Hermitiane  ;  gruppi  di 
movimenti  in  una   metrica   reale,   e  particolarmente    in   una 
metrica  a  curvatura  costante  o  Hermitianaj  gruppi  di  trasfor- 
mazioni conformi  in  una  metrica  euclidea  indefinita. 
$  22.    —    Gruppi    aritmetici,  gruppi   fuchsiani,  fuchsiani   misti, 

kleiniani,  iperfucliMnni,  iperfuchsiani  misti »    135 

Definizioni.  Api^licazioni  a    questi  gruppi   dei  teoremi  dei   pre- 
cedenti $$. 
$  23.  —  Di  alcuni  gruppi  discontinui  finiti   .......        »    140 

Metriche  ed  ipermetriche  regolari  in  un  punto.  Gruppi  lineari, 
che  trasformano  in  se  stessa  ima  forma  definita. 

Capitolo  sesto.  —  I  campi  fondamentali. 

$  24.   —  Prime  definizioni »    142 

Insiemi  fondamentali  e  canjbiamenti  leciti.  Insiemi  fondamentali 
per  i  gruppi  propriamente  discontinui  ;  campi  fondamentali. 
■  Trasformazioni  generatrici. 

$  25.  —  Alcuni  teoremi  relativi  alla  costruzione  dei  campi  fon- 
damentali            »    150 

Di  un  metodo  generale  per  la  costruzione  dei  cami)i  fonda- 
mentali. Ai)i)li«'azioni  ai  campi  fondamentali  dei  gruppi  di 
movimenti:  campi  normali.  Applicazioni  ai  gruppi  proiettivi. 

$  26.   —   Osservazioni   varie   relatice   alla    costruzione  dei   campi 

fondamentali,  ed  esempi »    158 

L' ampliamento  per  riflessione  e  sue  applicazioni  alla  costru- 
zione dei  campi  fondamentali  per  il  gruppo  modulare,  per 
il  gruppo  di  Picard,  per  il  grupjjo  aritmetico  riproduttore  di 
una  forma  quadratica  indefinita. 

$  27.  —  1  gruppi  lineari  e  conformi  più  generali »    170 

Di  un  metodo  generale  per  studiarne  la  propria  discontinuità. 
Osservazioni  su  una  questione  non  ancora  risoluta. 
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Capitolo  .settimo.        Applicazioni  aritmetiche. 

%  28.  —   ÌAi  teori<i  della  ri<lii:ione  delle  forine ]MiÌ-  173 

Osservazioni  pivlimiiiari.  Le  t'ormo  detinitc,  »>  iiulciinite  a  coet- 

tìcitmti  interi  in  un  eampo  algebrico. 
^  29. —  La  riduiioue  delle  forme  quadratiche  od   Hermitiane    .         >>    179 

Le  forme  di  Gauss,  di  Dirichlet,  di  Hermite. 

Capitolo  ottavo.  —  I  gruppi  fuchsiani  e  kleiniani. 

^  30.  —  Proprietà  fondamentali »    185 

I  gruppi  che  trasformano  in  sé  stesso  un  cerchio  immaginario 
sono  gruppi  discontinui  finiti.  I  gruppi  che  non  contengono 
trasformazioni  h)ssodromiche,  e  loro  classitìcazion<'.  Teoremi 
sulla  propria  disccmtinuità  dei  gruppi  kleiniani. 

$  31.  —  Reti  di  campi  fondamentali »    203 

Riduzione  del  campo  fondamentale;  reti  di  campi  fondamen- 
tali; linee  singolari. 

^  32.  —  I  vertici  dei  campi  fondamentali »    206 

Classificazione  dei  vertici  :  cicli  di  verti<'i,  vertici  isolati,  e  n(ui 
isolati.  Studio  dei  vertici  isolati  :  vertici  non  accidentali  posti 
su  una  linea  singolare  L;  vertici  non  accidentali  non  posti 
8U  L;  vertici  accidentali. 

^  33.    —    Indice  di   una   trasformazione »    216 

Indice  delle  ti'asformazioni  di  un  gruppo  fuchsiano  piiv«)  di 
trasformazioni  paraboliche  ;  generalizzazioni.  Caso  di  un 
gruppo  fuchsiano  con  trasformazioni  paraboliche. 

$  34.  —  1  gruppi  di  movimenti  p.  d.  t.  /.  nelle  iw-triche  ellittiche 

ed  euclidee,  e  i  gruppi  pr,  dis.  di  similitudini  euclidee      .      .         »    225 

Gruppi  dei  poliedri  regolari.  Gruppi  p.  d,  t.  i.  di  movimenti,  e 
di  similitudini  nel  piano  euclideo:  loro  generazione,  e  loro 
campi  fondamentali. 

^35.   —  Alcuni  (frappi  fuchsiani  particolari »    239 

Gruppi  corrispondenti  alle  reti  di  triangoli  a  lati  circolari,  che 
si  deducono  da  un  dato  triangolo  mediajnte  inversioni  per 
raggi  vettori  reciproci,  e  loro  classificazione.  Cenno  sui  gruppi 
corrispondenti  a  reti  analoghe  di  poligoni  con  un  nunuu'o 
di  lati  superiore  a  tre. 
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Parte  Terza.  —  Applicazioni  dei   gruppi   discon- 
tinui alla  teoria  delle  funzioni. 


Capitolo  nono.  —  Le  funzioni  di  variabile  reale,  e  le  fun- 
zioni analitiche  di  una  sola  variabile. 

^36.   ■ —  Le  funzioni  di  variabile  reale pnf?.  248 

Osservazioni  sul  modo  di  pone  il  problema  fondamentale  nel 
caso  delle  funzioni  di  variabile  reale.  Le  funzioni  armoniche 
di  due  variabili  trasformate  in  sé  dalle  trasformazioni  di  un 
gruppo  fnchsiano,  o  kleiniano  propriamente  discontinno.  Loro 
costruzione;  le  variabili  principali  corrispondenti  ai  varii 
punti  del  jnano;   Generalizzazioni  varie. 

$  37.  —  I   teoremi    di    esistenza   per    le  funzioni    analitiche    nel 

caso  7t  =  1 »    259 

Dimostrazione  dell'esistenza  delle  funzioni  analiticlie  di  una  sola 
variabile  invarianti  per  un  dato  <>;ruppo  fnclisiaiio,  o  klei- 
niano, dedotta  dai  teoremi  del  v^  36.  Riduzione  del  problema 
della  costruzione  delle  funzioni  zeta-aiitomorfe  al  problema 
di  inversione  di  Riemann. . 

Capitolo  dkcimo.  —  I  teoremi  di  esistenza  dedotti  con  me- 
todi alg^oritmici. 

è  38.  —  I  (jruppi  discontinui  finiti »    265 

Studio  diretto  dei  grupi)i  dei  poliinlri   regolari  e  delle  equazioni 

algebriche    corrisijondenti  ;  cenno    sulle   equazioni   di  quinto 

grado. 

§  39.  —   Le  serie  di  Poincaré »    270 

Proprietà  formali  delle   serie  di    Poincaré   e   loro    relazione   col 
problema  della  costruzione   delle    funzioni   antomorfe    di   un 
numero    qualsiasi    di    variabili.    Piimi    lemmi  generali  sulla, 
loro  convergenza. 

§  40.     1  gruppi  di  movimenti  e  i  gruppi  lineari »    277 

Studii  sulla  convergenza  delle  serie  B  di  Poincaré  relative  a  un 
gruppo  di  movimenti  :  caso  particolare  dei  gruppi  fuchsiani  e 
iperfuchsiani.  La  convergenza  delle  serie  8  per  i  gruppi  li- 
neari :  caso  particolare  dei  gruppi  kleiniani. 
$41.  —  Risoluzione  del  problema  fondamentale  (B)  .  .  .  .  »  287 
Costruzione  mediante  le  serie  9  di  un  sistema  di  u  funzioni 
indipendenti  di  n  variabili,  invarianti  per  un  gruppo. 
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$  42.  —   Osseri'iizioni  storiche,  e  confronti  varii pa^.  292 

Reliizioni  dello  jnocetlenti  funzioni  ron  le  funzioni  più  volt(^  pe- 
riodiche. 
^  43.  —  La  couverfjenzd   della  serie  ^ »    295 

Studii  sulla  eonver^enza  delle  serie  E,  relative- a  fi;ruppi  fm-hsiani 
e  iperfuchsiani.  Applicazioni  degli  studii  precedenti  alle  serie  9 
per  un  gruppo  fuchsiano. 

Capitolo  undicesimo.  —  Applicazioni  a  gruppi  particolari. 

$  44.  —  Funzioni  Q-fuchsiane  e  fiichsiane »    303 

Comportamento  delle  funzioni  fuclisiane  nei  vertici  di  un  campo 
fondamentale.  Generalizzazione  alle  funzioni  fuchsiane  delle 
proprietà  delle  funzioni  razionali  sulle  superlicie  di  Kiemann, 
Rapi)resentazione  delle  funzioni  fuchsiane  mediante  le  serie 
di  Poincaré. 
$  45.  — -  Particolari  funzioni  fuchsiane  e  kleiniane  ....  »  320 
Funzioni    «dlittiche.     Rappresentazione    conforme    di    un    semi- 

j)iauo  su  certi  poligoni  a   lati  circolari. 
$  46.   —  Fitmioni  fuchsiane  e  kleiniane  leiiati;  (hi   una  relazione 

ah/ebrica.   Il  tcoiema   di  diranuizione »    323 

Condizioni  perchè  due  funzioni  fuchsiane  o  kleiniaiu'  nppiiite- 
nenti  a  gruppi  distinti  sieno  legate  da  una  relazione  alge- 
brica. Applicazioni  al  teorema  di  addizione  e  di  moltiplica- 
zione delle  funzioni  ellittiche,  alle  funzioni  fuchsiane  corri- 
spondenti al  gruppo  aritmetico  riproduttore  di  una  fonna 
(juadratica  a  coeflìcienti  interi  razionali.  Il  teorema  di  dira- 
mazione. Applicazione  ai  sottogruppi  del  gruppo  nmdulare. 

^  47.  —  1  teoremi  di   Weierstrass »    337 

Lemmi  sulle  funzioni  analitiche  di  più  variabili,  e  i  sistemi 
di  equazioni  analiticlie.  Relazioni  algebriche  tra  le  funzioni 
autimiorfe  di  n  variabili,  (oriispondenti  a  uno  stesso  gruppo. 
Tutte  (|uest<'  funzioni  autonnu'fe  sono  esprimiltili  razional- 
mente in  funzione  di  n  -(-  1  funzioni,  conveni«'nteniente  scelte 
tra  esso. 
$  48.  —  Le   funsioni  zeta-antomorfe,  e  le  cqwizioni  differenziali 

corrispondenti »    358 

Capitolo  dodicesimo.  -  Applicazioni  alle  funzioni  polidrome. 

^  49.  —   //  problema  fondamentale »    367 

Primo  enunciato    del    pioblema    ed    esempi.   Nuovo   modo  di 
enunciare  il   problema. 
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§  50.  —  Trnsformnzìone  del  problema pag,  372 

Il  problema  è  determinato.  Riduzione  della  questione  ad  un  pro- 
l»lema  di  rappresentazione  conforme.  Enunciato  del  teorema 
tinaie. 

§  51.  —  Dimostrazione  del  teorema  precedente »    378 

La  costante  di  Koebe  ed  il  teorema  di  Koebe.  Teoremi  di 
Harnack  e  di  Osgood  sulle  funzioni  armoniche.  Dimostra- 
zione del  teorema.  Generalizzazioni . 

Appendice. 

Funzioni  modulari  e  ipermodulari »    393 

Moduli  algebrici  e  trascendenti  di  una  curva  algebrica  ;  funzi<mi 
modulari  corrispondenti.  Casi  particolari  delle  curv'e  di  ge- 
nere 1  e  di  genere  2.  Gruppi  fuclisiaui  di  una  stessa  segna- 
tura; parametri,  che  li  individuano.  I  moduli  delle  corri- 
spondenti curve  algebriche,  considerati  come  funzioni  di  que- 
sti parametri.  Esempio. 

Osservazioni  varie. 

Osservazione  I.  — •  Sulla  discontinuità  di  un  f/ruppo  Meiniano  »  405 
OssEUVAZioxE  TI.  -  Salir  funzioni  zeia-iiutomorfe  ....  »  407 
Tavola  delle  matkkte »    409 
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